Cahier de calcul

— pratique et entrainement —

La suite de Fibonacci, définie par la relation de récurrence :

Un+2 = Un+1 + Un

Elle apparait sous de nombreuses formes biologiques, comme
la ramification des arbres, la disposition des feuilles sur une
tige, les fruits de ’ananas, la floraison de I’artichaut, le dérou-
lement des feuilles de fougeres, la disposition d’une pomme
de pin, la coquille de I’escargot et la disposition des nuages
lors des ouragans. Quant aux marguerites, elles ont le plus
souvent un nombre de pétales issu de la suite de Fibonacci.



Ce cahier de calcul est une adaptation pour les classes de BCPST d’un travail réalisé initialement pour
I’ensemble des classes préparatoires.

Coordination
Colas BARDAVID
Equipe des participants

Vincent BAYLE, Romain BASSON, Olivier BERTRAND, Ménard BOURGADE, Julien BUREAUX,

Alain CAMANES, Mathieu CHARLOT, Mathilde COLIN DE VERDIERE, Keven COMMAULT, Miguel CONCY,
Rémy EUPHERTE, Héléene GROS, Audrey HECHNER, Florian HECHNER, Marie HEZARD, Nicolas LAILLET,
Valérie LE BLANC, Thierry LIMOGES, Quang-Thai NGO, Xavier PELLEGRIN, Fabien PELLEGRINI,
Jean-Louis POURTIER, Valérie ROBERT, Jean-Pierre TECOURT, Guillaume TOMASINI, Marc TENTI

Adaptation BCPST
Carine COURANT, Elodie MAILLET

Remerciements

Nous remercions vivement 1’équipe coordonnée par Colas BARDAVID pour avoir mis & disposition les sources
du cahier initial.

Le pictogramme @ de 'horloge a été créé par Ralf SCHMITZER (The Noun Project).

L’illustration de la couverture vient de
https ://www.freeimg.net/photo/512455/fibonacci-geometry-mathematics-nautilus

Version UPA — 13 juillet 2022



I T T A A A I R

Sommaire

............................................................................................... 1
............................................................................................. 3

|3. Calcul littéra1| .......................................................................................... 4
[, Racines Carrées|............... ... 6
|5. Equations du second degrél ............................................................................. 8
|6. Exponentielle et Logarithme| .......................................................................... 11
(7. TEIOnOMELIIe] ... ... o 14

............................................................................................ 16
............................................................................................ 19

|10. Calcul d’intégralesl .................................................................................... 21
|11. Intégration par parties| ................................................................................ 23
[12. Changements de variable]. ......... ... ... ... 25
|13. Intégration des fractions rationnelles| .................................................................. 27
[L4. Systemes Linaires|. ............ ... .o 30
|15. Nombres complexes| ................................................................................... 31
|16. Trigonométrie et nombres complexes| .................................................................. 32
|17. Sommes et produitsl ................................................................................... 34
|18. Coefficients binomiauxl ................................................................................ 37
|19. Manipulation des fonctions usuellesl ................................................................... 39
|20. Suites numériques| ..................................................................................... 41
............................................................................................. 43
|22. Développements 1imités| ............................................................................... 45
[23. Calcul matriciell. ... 47
|24. Equations différentiellesl ............................................................................... 51
|25. Fonctions de deux Variablesl ........................................................................... 53
|26. Séries numériques| ..................................................................................... 55
[27. Algebre néaire|. ....... ... i 57

28. REAUCHION . . . oo 59

iii






Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année de Post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études Post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant d’avoir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches de ce cahier de calcul, et
de noter celles que vous avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables dés le début de la premiere année, et centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calculs.

e Enfin, quelques fiches portant sur le programme de deuxiéme année : les chapitres nécessaires sont claire-
ment indiqués.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés sont dans un second cahier dédié, diffusé selon le choix
de votre professeur.

Chaque fiche de calculs est organisée ainsi :

e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOOO) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention & l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par soi-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse carine-marjorie.courant@ac-lyon.fr.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.
Deés le début de lére année.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

Calcul 1.1 — Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 27—1 % 42
a 7T ERRRRAORRRRXRREIRERRES c reruv v RLEIRLRRTRRRRRSRY
1 (_2)2k+1 X 321@71
3
b) 8 XqE e d) 3k
Calcul 1.2 — Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
a) T g e c) 5% X 13 % P
2 2 6
b) = =02 ... d) —— = (—==) .
) 20, )~ (-5)
Calcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
1 1 1 1
2 X 3X DX T) (= o o b o) i
a) (2x3x5x )(2+3+5+7)
p (13628 62) 21
15 3 10 G Tt
) 510 x 73 — 25% x 492
c (125 % T)F B0 s LB 777 orth i mm s
Q) 1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958
T 080 X L 070 L 078 ) L 070 © ' " o i
Calcul 1.4 — Un petit calcul. o
3 3 1,1
z T 97 37 075_74—7_072 . e s .
Ecrire — ;7 + §’7 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
= — %+ a5 f—2++—35
6 17 ' 37 547173 J
Calcul 1.5 — Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
2 022 1235 x 2469 —1 234
a) ) —————————————— ..
(—2022)2 + (—2 021)(2 023) 1234 x 2 469 + 1 235
2 0212 Q) 4 002
b) 20202420222 —2 1000 x1002—-999 x 1001 "
Fiche n° 1. Fractions 1



Calcul 1.6 — Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- = N
a) CESI AT pour n €
3_p3 b)2
b) ((Z_ el (c;tb) pour (a,b,c) € Z3, distincts deux & deux. ........................
6(n+1)
c) %ﬁn—?) pour n € N \{L, 2}, oo
n2(n—1)2
Calcul 1.7 — Le quotient de deux sommes de Gauss. o
’I’L2
Sk
. . k=0 " e - p(p+1)
Simplifier ——— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+--- +p = g
Sk
k=0
Calcul 1.8 — Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. L
., b
Soit k € R\{1} et z € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + - avec b<e.
29 k 3r—1
a) E ...... b) m e C) r—2 ..
Calcul 1.9 — Un produit de fractions. ]
: 1 1 2 2
Soit t € R\{—1}. On donne A = T+ 2 A1) et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ........ ...
Comparaison
Calcul 1.10 — Reégles de comparaison. L)
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
a) 55 ......... b) ﬁﬁ ...... C) %i
Calcul 1.11 — Produit en croix. o
21 104 34
Les nombres A = % e = 28 3 g 4? sont-ils égaux? Oui ounon? .......... ... ... ... ... ...
Calcul 1.12 — Produit en croix. ]
100 001 1 000 001
A= ——— =————:atonA>B, A=BouA<B? ...........
On pose A = 1555001 © 10000 001~ oM A= B on A<

Réponses mélangées

-1 ab 12 10 1 n3+n 1

9 3 == - o 1000 =

w17 0 4 st Py 7 o R T
2 202 — 2 2 L2 L2 2.0

t 0 3 R 2" 2% 15 6 579

5 16 . ho 1 125 105

4+6 A>B 1 3F 2 2x%x3 Non 1+k—1 95 = o1

Fiche n° 1. Fractions



Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
Dés le début de lére année
Calcul 2.1 o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 - 1073)°
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ©) o5 1093
1075 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) p U107
10_3 103 ) 10_5 ......
Calcul 2.2 o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
a) 3*.5% c) e SKCLRRLRRRRRRREE e) SRERRELRITERRRELE
_ -~ (304)7
b) (5372 ... d) (=7 (=77 f) 528 g e
Calcul 2.3 00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 .32 322 4 321
A) S C) oo oo e
34.28.671 322 _ 321
2 4)8
b) 220492 d) G2y
((-3)5- 23)—2
Calcul 2.4 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
817676 1272 15%
Q) s e C) S e
9—3.242 252 .18—4
) 55212172 - 1252 d 363 - 705 - 102
975 GOG—2 . g5d e 145 982 {56
Calcul 2.5 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum 1’expression en fonction du réel x.
T 2 2 x2 x> 222
a) - e c) —
z—1 z+1 22-1 22—z a4+ ad-—x
2 1 8 1 x+2 2
b -t d) - +———4+—— ..
) T +2 x—2+m2—4 ) T m2—4+x2—2x
Réponses mélangées
x 4 2x 921 3 1015 11 56 938 326
z+1 z+1
102 108 1072 274.371 26.5 35 (=7)72
2 1
10* 8 27 1078 310 328 2
r—2 Tz —2

Fiche n° 2. Puissances



Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables !
Deés le début de lére année.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 o
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
3
1
a) <2x—2) .................... d) (x+1)2(m—1)(x2+x—|—1)
2

b) (z—-1)°@?+z+1) .ooiin.. e) (x—1) (+1)(@*+a+1) ...

C) (.’K+1)2((E71)(1’271'+1) f) ((E2—|—IL‘+1)(£L'2—1'+1) .......

Calcul 3.2 ()

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de x.

a) (z— 2)2(—x2 +32—1) =2z —1)(2® +2) .o

b) (22 +43)(5x—8) — (2 —4)(Bx — 1) v

c) ((x—|—1)2(x—1)(a:2—x+1)+1)x—x6—x5+2 .......................

d) (z+1)(z—1)° =22 T A L)

Factoriser

Calcul 3.3 — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

4 Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

2
<x+%> —b2_—4aC] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —20+1 ...l d) 322 +7Tx+1 ...l
b) a?4+4r+4 . e) 202 +32—28 ...l
c) 2P H3r+2 . f) —bx?+6r—1..............
Calcul 3.5 — Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4+y)?2—2% d) zy—z—y+1 ..o
b) 2+ 6xy + 9y? — 16922 ........ e) xd+a’y 422 2yt ty ..
c) zy+ax+y+1l i f) y*(a®+0b%) + 162" (—a® — b?) ..
Calcul 3.6 — On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

L I e B

d) (@c+bd)? 4 (ad — BC)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag —bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

142z + 3% 4+ 223 + 2! (a® 4+ b%) (y — 42%) (y + 427) (x+1)(z+2)

2—g4a—at—2° 2 — a2 — 2?41 (az2+x—|—1)($2—x+1)

2<x+—3_zﬁ>(x+—3+rﬁ>

(a®>+ 0>+ +d*) (p> + > + 1>+ 5%) (t+y—2)(z+y+=2) 4(5x +4)(—=bx + 1)

2(3x — 4)(10x + 3) 1+ (z—1)(z+1)(2*+1)

—1 -3z —32% +2° N | (14z + 3y)(—12z + 3y) (x+1)(y+1)

25 =2t pad — 2?22 -1 (x—1)2 (x+y)(z+1)2 —6(6x +7)
3 1 1
8x3 — 622 + 3%~ 3 —5(xz—1) (:c - 5) (a2 + b2) (02 + d2) (x—1D(y—1) (z+2)2
—2+ 122 —172° + 82° — 32 2+ 22t +2% -2 22 -1 2P -2 42?1 —28 + 21z

—8(x% +1)(z — 4)(z + 4) 3<x + %ﬁ) (:1: + %ﬁ) _8(x + 1)(z + 16)

Fiche n° 3. Calcul littéral 5



Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.
Deés le début de lére année.

Premiers calculs

004A

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée. L)
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) V(=B)2 d) \VJ2=VD2 .
b) V(V3—=1)2 . e) VEB-m)2
c) (V3—=2)2 .. f) (B—a)? .
Calcul 4.2 — Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2v5)% e) BV —-B-V7)? . ...
4
b) (24+VE)2 f) < 2\/5) ....................
2
) VA+2V3 ) <5 - ﬁ) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
V3

d) VI14+6vV2 ..o h) (VZ24+V3)2+ (V2 —V3)?2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
Calcul 4.3 00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2—3 1
A) e €) e

2+V2 V2-V3
b) V2-1 0 V2+ V3

a1 e T - SESARREREELEEERRELEE
0 V2+V3+6 0 5+2V6  5-2V6

—ﬂ Y-SR e BT A
o V3-V2 ) ( 5v2 )2

BB 1) e

Fiche n°4. Racines carrées



Calcul 4.4

Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

1

T BT TR

Calculs variés

Calcul 4.5 — Avec une variable.

On considere la fonction f qui & > 1 associe f(z) = v — 1. Pour tout & > 1, calculer et simplifier les

expressions suivantes.

1 ['(x)
a) f(T)+ ——= i d) =
) IO 5 ) @
f($+2)—f($) "
b) —————= e) flx)+4f"(z) covvviiiiiiiil
) fat o)1 I@) ) A
f(z)
¢) TA2f(@) oo f) Py e
Calcul 4.6 — Mettre au carré. ]
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/5—\/3—¢5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
Calcul 4.7 — Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
o 3TYE d) BeEMP
2+5
3+ V5
b) \V/342V2 e) 2 2\/_ ........................
2+/2 V241
C) A f) —In—— ...
2—2 V2-1
Calcul 4.8 0000
o 3 / 125 s 125
Simplifier \/3+ 9+2—7—\/—3+ 9+2—7.
On commencera par exprimer A% en fonction de A. ............. ... .
Réponses mélangées
10 3 2 3 6
12V -1 —(VZ4VE) 9-5V2 0 - +\/_+2‘/_+‘/_
x
2 1+ V5 2v2 — 3— 50 — 25v3 1+ -1
V2 V5 V2 —  [B-d ' V3 1 \/195
VB-l o 34V2 o 14V2 o 2-V2-VB4 Ve s o
z(x —2) V3
o 3 VIE+V1I0-v6-2 1 2v2  9+44V5
(x —1)vz—1
In(1 + v2) 1+v3 —V3+2 7-3 12 V7-2 @ 3-2V/2
24+2—+/6
1+v2  —1145/5  z—+Va2-1 10 # 1—-V10+ V15
Fiche n°4. Racines carrées 7



Fiche de calcul n°5 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.
Deés le début de lere année.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles ;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

Calcul 5.1 — Des racines vraiment évidentes. )

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6+9=0 .....cooiiiii.. £) 202432 =0 ...

b) 922 462 +1=0 ......cccvvin... g) 202 43=0 ...

¢) 22 4+4r—12=0 ..o, h) 2 4+40—-5=0 .....cccooiiiin..

d) 22 =524+6=0 .....ccooiiiii.. i) 322 —1lz+8=0........cceve...

e) 22 —Br=0 ..o j) b 424x+19=0 ...,

Calcul 5.2 — Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22 —13x+42=0 .........c.o... d) 22 -8r—-33=0........cciin.,

b) 22 4+8x+15=0 .................. e) 22— (a+bxr+ab=0 ............

¢) 22418z +T7T=0 ...t f) 2?2 —2ax4+a®>—0>=0............

Calcul 5.3 — L’une grace a ’autre. ]

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........ooevirrriiiiieaiiiiiiieann,

b) 72?2 +23x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACINE ... ......evrrriiieeeiiiiiiiaaannn.

¢) ma?+(2m+1)z+2=0 sachant que x = —2 est racine ......................oooi...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que 2 = m est racine .....................

8 Fiche n° 5. Equations du second degré



Calcul 5.4 — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du
trindme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

(b—c)2? 4 (c—a) T4 (@ —=D) =0 oottt

a(b—c)z? +b(c—a)T+c(@—D) =0 v

Recherche d’équations

Calcul 5.5 — A la recherche de I’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

2+3

Bt 2 = VB

d) m+vm2—=3 et m—VmZ—3
2m—5
e) m+3 et o
2
1 -2
D e
m m
Calcul 5.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00t
¢) (M43 2% +2Bm+ Dz +(m+3) =0 oo

Fiche n° 5. Equations du second degré



Factorisations et signe

Calcul 5.7 — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2+ 6= (2 F2)(AT FD) ot

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) ..o

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT +D) o tiii

1 11
d) 51‘2 + 2%~ 0= (2 =D5)(AT +Db) <o

e) 224+ 2VTr —21= (2 —VT)(az +b) .o

Calcul 5.8 — Signe d’un trinéme. ]

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b) =% 20 15

Réponses mélangées

—1/m m donc m(a —b)/(b—c) 0, donc 5 m=—letz=-2oum="T7etz=2/3
a=1letb=3V7 —2/7 —-3,-5 22— 220 +117=0 1%}

m2z? + (m —2m?)z + (m*> —m —2) =0 m=—3/4et x=3/4 m donc —(m + a + b)

a + b puis 2ab/(a + b). ] — o0, —1] U [2/3, 40| 1 donc (a —b)/(b—c¢) 2,3
1 donc 8/3 a,b 6,7 ] — 00, 1] U [V2, +00] 3,3 1 donc —5
222 — (4m + )z + (2m? +m — 15) = 0 | — o0, —1/2[U[4, +o0] a=-3etb=5

—1 donc —19/5 a=1/2etb=38 1 donc ¢(a —b)/(a(b—c)) 2/3
r?—4dr+1=0 0, donc —3/2 a—ba+b m=letx=—-loum=—-letz=1
a=2etb=3 m donc ab/m 2m/(m + 3) 2% —6x — 187 =0 —3,11

—7,-11 [-3,5] ~1/3,-1/3  2,-6 a=-2etb=1 22— 2mzr+3=0

10 Fiche n° 5. Equations du second degré



Fiche de calcul n°6

Exponentielle et Logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.
Dés le début de la lére année.

006A

Logarithmes
Calcul 6.1 ()
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1 1

a) Inl6 ... d) cIn—-—-Iln- ...
b) Inb512 ... e) In72—-2In3 ...
c) In0,125 ...l f) In36 ..o
Calcul 6.2 ()
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.

) 1 X d) 1n500
a) Info n500 ...

16

b) In(2,25) ... In— .. .

) n(2,25) o) I
c¢) In21+2In14 —3In(0,875) ..... £) In(6,25) ..oooviii
Calcul 6.3 00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
lnl-l-lng-l- +ln%+ln%

5 3 99 TOD T e
Calcul 6.4 — Logarithme et radicaux. 00
7 1

a) On pose & = — In(3 4+ 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et

) p T ) ( ) ( ) a1
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v2 — 1) ....ooiiiiiiiiiii ..
b) Calculer 3 sachant que In 8 =1n(7 +5v2) + 8In(vV2+ 1) +7In(v2 —1) ...oooiviiiiin...
c) Simplifier vy = ln((2 + \/3)20) + ln((2 - \/§)20> ............................................

1 -1

d) Simplifier 6 = ln<\/g2+ ) + ln(\/g2 ) ................................................
Fiche n° 6. Exponentielle et Logarithme 11



Exponentielles

Calcul 6.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 6.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

Calcul 6.7 — Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 + x
L I
) friz— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e — 1
R e S
c) fs:w % 11
e —e™ "
d L b e

Calcul 6.8 — Etude d’une fonction.

T _ —T
Soit f:x+— c-°
e? 4 e~ 7%

a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ........... ... i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot

d) Déterminer la limite de f en —00. ...

12 Fiche n° 6. Exponentielle et Logarithme



Calcul 6.9 00

On considere I'application

RY — >R
| z——=In(l +2)

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) .o d) off(x) =1 oo
b) et @) e) e% ...........................
e) —f(@*—22) ..

Equations, inéquations

Calcul 6.10 000

Résoudre les équations ou inéquations suivantes.

Réponses mélangées

ze[0,1] 2In5 —21In2 %mz %111(\/5—1) —2In5+41In?2 1
impaire % ok In3+11In2 3In2 & x+1n2 0 —% -2
17+ 12v2 —13—2\/ﬁ \/1ei_x —3ln2  —In3—2In2  4In2 ﬁ
x}—% In |z —1] % g 8 0 impaire —1_’_% 3In5+2In2
1 x> MT+5 % e In(1+) impaire -1 9In2 e impaire
-1 R —2In2-2Inb 2In2+2In3 2In3 —-2In2 x}% —-17

Fiche n°® 6. Exponentielle et Logarithme 13



Fiche de calcul n°7 007A

Trigonométrie

Prérequis

Cercle trigonométrique. Relation cos® 4 sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin
et cos. Fonction tangente.

Deés le début de lére année.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Calcul 7.1 0
Donner les valeurs :
3
a) cos Zﬂ- ............................ €) COSTM wovieieia e
b) sin % ............................. £) sin3m ...
¢) tan T ) T
TERRRRRARREIRERREERPREREIPLS B) OB i
7
d) tan %T ............................ h) sin Fﬂ- ............................
Calcul 7.2 o
Simplifier :
) cos + 37 4 cos 2 4 cos 2 )t 27 tan 2T 4 tan 27 4 tan
a) o8- +cos— +cos - +cos - . ¢) tan-— an — an — an —
5 7 4 4
b) sin % + sin % ................... d) cos? g + sin? ?ﬂ- .................

Signe du cosinus et du sinus

Calcul 7.3 o
Donner le signe :

2 13
a) cos TR d) tan e U UETTTETRTR

5 )

14

b) sin LTI e) sin P TETRRR

5 )
c) cos S f) tan 3

5 5

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 7.4 ()
Simplifier :

14 Fiche n° 7. Trigonométrie



a) sin(m —x) + cos(% + x) ..........

b) sin(—z) + cos(m + z) + sin(g - a:)

Equations trigonométriques

g ) vl )
C bll’l2 T sm2 €T

d) cos(x —m)+ sin(—g - x)

Calcul 7.5 0000
Résoudre dans [0, 27|, dans [—m, 7], puis dans R les équations suivantes :
1 1
a) COST=— .......... f) |tanz|=—7 ......
) . ) ltana] =
. 3 3
b) sinz=—-—— ....... g) cos(2z) = £ ......
2 2
. 2 9 )
c) sinz = cos 5 e h) 2sin®z+sinz—1=0
: ™
d) tanx =—1 ......... 1) COSl':COS? .......
e) cos®r=— ......... j) sinz=cos— .......
Inéquations trigonométriques
Calcul 7.6 0000
Résoudre dans [0, 27], puis dans [—, 7], les inéquations suivantes :
2
a) COSI}*% ........ e) tanx>1 ............
™
b) cosz < cos FRRRRRRREE f) Jtanz| =1 ...........
. 1
c) sinz < CRRRRRRRRREEES g) COS(f**) >0 ......
d) |sinz| < - h) (2 7T)>0
<= i cos(2z— =) >0 .....
sinz| < 5 s\22 = 7
Fiche n° 7. Trigonométrie 15
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T 5t Tmw 117
[O’E}U[E’E]U[?%] 0
S5t 97

{ﬁ,ﬁ} 0 1

|:7T W[U 51
4’2 4’
{%—i—kw,kez}u{%—i—kw,kez}

1 e 117 57 7w w bw
—= ) z ) z -=
0 > {6+k7rke}{6+k7rke} >0 { 6,6,6,6}
P Y 5t 97 T 37 Swimw T b Tm 11w
26’ 6 147 14 4’474 4 666 6

Réponses mélangées

T 2w \/§ 3m w w 37w
T T m™ S 3w 4 5t
{7+2k7r,kez}u{—7+2kw,kez} {E’F’?} ?+2k7rk€Z} {?Jrzkn,kez}
5t o 3m 3w
{ﬁ+2kwkeZ} {—4+2k7rkeZ} —1-v3 - [ T, ——] [ ,71']
{—un 5_7T7T >0 25_77 zl3_7r T E} T 11w 137T 237
" 6 6’ 373 7T T 127127 127 12
™ 11w s
—2cosT >0 E+kw,keZ}U{H+k keZ} 4 ) 0 <0
T T T T 4 5w
{§+2k)ﬂ',k€Z}U{—§+2kﬂ',k€Z} {—g,g} {?,?} { +k ]CEZ}
3w T s S5t 0w 27 —7 \/§
Tz|vlpsl {Grrmrer) "6 6 3 ’?} 2
T 3 [0 7T:| U 5m 9 T 1lxw T 5w 1 T 5w
4’ 4 "6 6’ 6 6 4’ 4 373
. 3r Tr 1lmw 157 3r P T x 37 1
Tsine [O’ﬂ . [??} Y [?’”} Rt Gl Gl CI S
51 ™ T 5% T T T 3T 57 3w 3r Tmw
[‘”"?}U[‘E’E]U T <o v [BEE T TS T
_117r T 117 _57T T 37 U s 9 cos T
12° 12°12° 12 T8 88 g
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Application

Fiche de calcul n°8 008A
Dérivation

Prérequis

Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Dés le début de lére année, sauf pour les composées : apres le cours de lere
année.

des formules usuelles

Calcul 8.1 — Avec des produits. o

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) E€Ret f(x) = (22 +30+2)(20 —5). vt

b) z€Ret f() = (2> +32+2) (2% =5). oo

¢) zE€Ret flx)= (22 =22 +6)exp(22). «ooeviiiiii

d) z€]2,+o0f et

fl)=0Bz* —z)In(x —2) ...

Calcul 8.2 — Avec des puissances. o

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) xE€Ret f(r) = (22 —5x)°

b) ze€Ret flx)= (22 +4x —1)% ...

¢) zE€Ret fla)= (sin(x) +2cos(x))% i

d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(z))®. ...

Calcul 8.3 — Avec des fonctions composées. ]

Déterminer I'expression de f/(z) pour f définie par :

a) rzeRet flx)=In(z® +1). ...

b) x €]l,+o0[ et

¢) zeERet flx)=(2—2)exp (2?2 +2). «ooiiiiiii

flx)=In(In(x)). oo

Fiche n° 8. Dérivation
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d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ooviriiiiiii

Calcul 8.4 — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) xERetf(x)—51n(x2+1) ...................................
b) ze€Ret f(z)=co (QZ:Ii) ....................................

c) z€]0,mlet f(x)=/SIN(X). .oovii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ..o

Calcul 8.5 — Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

2) xeRetf(x):m. .....................................
b) z €]0,+00 et f(x) = 3;{%2. ....................................
c) xeRetf(x):%ﬁjl). .....................................
d) ze]l,+oo] et f(x)w ...................................

Opérations et fonctions composées

Calcul 8.6

Déterminer I'expression de f/(z) pour f définie par :

a) x € R* et f(x) = a?sin (%) ......................................

b) # €] = 33[el (1) = S

) ze]l,+oof et f(z) = m(

d) ze€l0,m[et f(z)=1In (sinx). ...................................

X
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Dériver pour étudier une fonction

Calcul 8.7

Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

a) xeR\3,—2etf(x):3im+2_il_m. ...........................
b) z€]—1,+oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,
¢) z€ll,4ool et f(z) = In(z® +x —2) — iff ....................

d) ze€]—1,+00]et f(:v)zxi—l—x—ﬂn(x—i—l). .................

+1
e) z€l0,e[Ule,+oolet f(z)= %ﬁgg ..........................

Réponses mélangées

(6z —1)In(z —2) + 0% — x cos(x) — sin(x)

% —3(3 cos(x) — sin(x))*(3sin(z) + cos(x) (ff ;xixf f;g

62% 4 27 — 11 9 (22 +1) sin(Z(:vx;—i)l—)};x cos(2z + 1) xh;l(x) ier ))
z i ot : +2\/§) C : _2\/§) st a5 O 3)(11;1((;3)))— -
(m;ifl)Q cos (2::22_;11) co;(\/\éx_) 4(22°% + 42 — 1)(32% + 2) [EEHCEeE _1;))127(; i mE

— 6 cos(2x) exp(3sin(2z)) asin(z)

8 COS%C) — 6 cos(x) sin(z) — 4 (2z + 3)(2sin(z) + 3) — (22 + 32) x 2cos(z)

9

524 — 622 + 42 — 15
(9 — 22)V/9 — 22 1—a?

22 +2x—8 .

(2sin(x) + 3)2 2\/x(3x + 2)?
! (22 — 22 + 10) exp(22)

2+ 1

27 sin (i) — cos (i) (=222 4 3z — 1) exp(2® + z)

R sin (x

Fiche n° 8. Dérivation
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Prérequis

Fiche de calcul n°9

Primitives

Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Deés le début de lere année.

009A

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 9.1

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Utilisation des formulaires

Calcul 9.2 — Dérivée d’une fonction composée.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

2t? 7t
A) T e d) ——/—
L+t V1478
b) tVI 4262 €) —
1+ 3¢t2
t 12
c) s f) L
vi-t (1+3t2)3
Calcul 9.3 — Dérivée d’une fonction composée — bis.
Méme exercice.
In®¢ 1
A) d) ——
) 3 ) 2/t
1 et +et
b) ———
) t\/m e) 1— e_t n et .................
2t 1
O = )
(3—e*)? 2

20
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Calcul 9.4 — Trigonométrie.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

a) cos’tsint.......

j)

f) tan®t...........

g) tan®t ... .......
tan® ¢

h)
cos“ t

i) 1

i) ————— ...
cos?(t)vtant

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 9.5

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I’expression ;

e intégrer ’expression.

i

j)

k)

a) 2 —2t+5 ...
11
b) = += ..
Vet
1
C) t7t73 ........
11
d) —

1+ tan?t

e

et

2+ et

et

1+e?

sint
2+ 3cost

t

ﬁ ........

sin(ln t)
T e

Fiche n®9. Primitives
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Réponses mélangées

1 1
2

1
2(t — 1) puis §t3 — % + 5t

tant — ¢

(1 —sint)?

1
cost(3 cos? t — 2) puis —3 cos® t

1
(1—t2)3/2

2

_ _ t2
3t:

puis —v/1

/1 =12

1 3t—2

3372 puis —e
bS5

2 t
—2cos \/1_5 ﬁ
1
§Arctan(2t)

2

(3 _ th)2
1
s+ 2t%)%

2(t +2)2
e% A__L ln4t
—In|cost|

sint

1
G In(1 + 3¢2) e

1
—Zcos’t
1

s o1
_2tsm? + cos §
t4

2
g1n|1+t3|
Int —2

1
2 2t+1

o
ulsS COS —
P ¢ 2

2v/tant

5 buis In(2 + e')
ef(

(2+¢")

1
2 puis Int — 3 In? ¢

3

t+2

1
3 tan?t + In | cost|

~ cos(4t)

4
4 31

t5 - §t57 puis

2e%t — 373! puis
11 2
38 Vi
1 1 4
— —tan~ ¢
tant 4

2cost+ 3 1
——————— puis —=In|2
(24 3cost)? P =3 nf2+

26

1— 2t
© 5~ Dbuis arctan(e')

1 . 3 .
—— 4+ — puis
2Vttt P
1+Int
t21n%t
coslnt —sinlnt
t2
(1—2t%)e™" puis —

3
—(1
4(+

Arctan(e’) 3

(14 3t2)2

2VInt
le_
2

1/2 . 1
Z+1 puis —¥+ln|t|

2

1o

2

3
In|l—e " +eé

2.3
—t2 +
puis In |In¢|

puis — cos(Int))

—1In|1 —sint|

3

s 3
14+¢t)2 — -t
(1+nf -2

—3t

ol

3 cost|
7t%)3

1

2t2

t2

In|t + 1]

22
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Fiche de calcul n°10 010A

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.
Deés le début de lére année, et apres le cours de lere année.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que / f(x)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

a
repére lorsque les bornes sont dans le sens croissant.

Calcul 10.1 ()

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3 -3 -1
a) / r? +e¥da . b) / | sin 7z| dx c) / sinzdx ...
5 0

-2

Calcul 10.2 00

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

3 7 2

a) /7dx ........ c) /3xda: ...... e) / sinzdx ....
1 0 -2
-3 8 1

b) / 5de ..., d) / |- 2da .. ) / el de ...
7 2 —2

Calcul d’intégrales

b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(x)dx = F(b) — F(a), que 'on note {F(m)} .

Calcul 10.3 — Polynoémes. 00

Calculer les intégrales suivantes.

0 ~1
c) / P rr+lde ... f) / 2 0dz
1

—2

Calcul 10.4 — Fonctions usuelles. 00
Calculer.
% 2 d 2
a) / sinzdr ... c) —i ......... e) / e“dr ......
-z 1 T -3

b) /_gcosxdac... d)/l %dx f) /:d; .......

us
6
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Calcul 10.5 — De la forme f(azx +b). 00
Calculer les intégrales suivantes.
2 s
a) / 2z +1)3dz ............ d) / sin(3z)dx .............
1 -
4 33 1
b) / 65m+1 de ... e) / - dx ...
—2 o V3r+1
c) / _da e d
| mmga e ) /_ﬂcos(——x) T oo
Calcul 10.6 — Fonctions composées. 00
Calculer les intégrales suivantes.
3 s
—9 3
a) /1 = f4x 5 de ......... d) /_% sinz(cosz)’dz ........
T ) 1
b) / zsin(z” +1)dz ........ e) / ve” tdr .l
- 0
g d f 1 i d
tanxder ................0 | 1) | —m——dx ............
c) /0 anz dx ) /0 1) x
Calcul 10.7 — Divers. 000
Calculer les intégrales suivantes.
1 e
* —21
a) / R A—. T d) / 3z Bz
0 €% 4 2e* +1 1 x
3 B
b) / [ +1|de ..o e) / cos(2z)sin(z)dz .......
2 0
2 1
c) max(1l,e®)dx ........... f) / |[coszsinz|dz .........
—1 —%
Calcul 10.8 — Avec les nouvelles fonctions de référence. 00
z 1 = —z
a) / Arctan odx ...l d) / ete” de ...
1y 1
b) / P e) VIAT oo
o 1+a? 0
2 A
Tdr o ) | ——=dr ...l
c) /0 10% dz ) /0 022

0 e2—e? g 54 —=  Négatif ; . %” ; —% % — 73
0 § g %—eil 2(e® — 1) % 6 ~In3 8 50 —%
% m(%) ﬁ 3¢ — 4 %ln(l—l- g) % 0 0 % 18 0
g % Positif 0 14 Positif -2 78 e? % <1 - %) 157
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Prérequis

Fiche de calcul n°11

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

A la suite du cours de lére année.

011A

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

Intégrales

Calcul 11.1

Calculer :

i

3
a) / tecostdt ...l
0

e) / Intdt ...
1

2
f) / tntdt oo
1

Primitives

Calcul 11.2

g) /01 In(14+2)dt .o,

1
h) / tarctantdt ................
0

. Lot
i) /0 T—!—tdt ..................
j) /1 VT FEAE o

0

k) /01 VIFtin(l+6)dt ..........

) /4 ttan®tdt .......... ..
0

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) z+—— (—z+1)e” ...

¢) x+— arctan(x) ......

d) z+— zcos(x) ........

Fiche n°11. Intégration par parties
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

Calcul 11.3 — Calcul d’intégrales.

1
2 —4)e
a) /O(t + 3t —4)

elsintdt

b) /0'

Calcul 11.4 — Calcul de primitives. 000

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

¢c) z+— (zlnx)

Réponses mélangées

§_ez R = R _2_\/5 Z_l R—+R
1+1
2 Lt 3 3 x +— —x° cos(x) + 2z sin(z) + 2 cos(x) — 2
x
R — R 4\/5_16\/5 R—-R
1 1
x — (—z+2)e 3 g x — zarctan(z) — éln(l + 2?)
R — R R — R
1
x — xsin(z) + cos(x) z— zln®z —2rlnz 4 2z
™ 1 ™ 5 1 3 4 8 4
To- 0 I Z2eos(2) - ssin(2) + 5 ov2In(2) — V2 + -
172 2 peos(D) — s+ 5 3V - 5V2+g
ez +1 Rjr — R 3
5 9 9 4 21112_4_1
x = x3<3ln x—glnx—i— 27)
1 2 In(2))*2"? — 21n(2) — 2 4 2
ln(2)—2—i—E T Cm2-T (In(2)) n(2) +
2 12 32 (In(2))
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Fiche de calcul n°12

Changements de variable

Prérequis

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.
A la suite du cours de lére année.

Changements de variable

012A

Calcul 12.1 00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de 'intégrale.
.1
a) / V1—1t2dt avec t =SINO ... ..
-1
S
b) / ——=dt AVEC U = VE ottt
1 \/Z +Vt3
i
c) / dt AVEC U = SIIE « vttt ettt ettt e
o cost
z
d) / sin® t cost dt AVEC U = SINT « vttt
0
z 3 3
e) / sin® ¢ cos” tdt AVEC U = SINT «ve ettt
0
to
f / —dt AVEC U = VE o e e e e e e e e e e
) 1 t+VE
Calcul 12.2 00
Méme exercice.
T int
a) / S g AVEC U == COST vttt ettt it
o 3+ cos?t
b
b) / dt AVEC U = €0
0 2+et
fo
¢ —dt AVEC U= — — 1 o
) /2 VAt —t?
b
d) /0 m dt AVEC & = BAM U oo vttt e e e e
/ LN
— AVEC U = = ottt ittt et e e e e
Vatvt? —1
2
€ Int
f) / n72 dt AVeC U = 1T ottt
e t+tn“t
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Changements de variable et intégrations par parties

Calcul 12.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de I'intégrale.

4
a) /e‘/zdt AVEC U = VT ettt et
1

n(vi—1) )
b) /3 Tdt AVEC U = Vb ettt

Calculs de primitives par changement de variable

Calcul 12.4 00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
s cosx +sinz
a) xE}O,—{»—>,— AVEC U = CANT «vv e ee e
2 sin z cos? x
N 1
b) zeR} — avec U =VeT — 1 ...
et —1
) zeRL — ! NES
C X avec u = B
* + Yz
1
d) z>1+— avecu=+/x2—1 .......... .. ...
Va2 —1

Réponses mélangées

1 1 1 RY —= R
3V3 x Eln(x%—f-l)
—2(VB-1)In(V3—1)—4+2V3 g 22 %
J1, 400 — R L <2e+1) Ry = R
—In
2 3

r +— arctanva?-—1 r Zarctan( ez—l)

on(2) Josl » ®

x +— tanz + Intan(x)

]
+
o] 3

T
2
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Fiche de calcul n°13

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan.

Petites décompositions en éléments simples.
Forme canonique d’un trindéme du second degré.

Changements de variable affines dans les intégrales.

A la suite du cours de lére année.

Premier cas

013A

Calcul 13.1 ()
Calculer les intégrales suivantes.
2 2
1 1
——dt b dt oo
2) /1 i1 ) /1 2+ 1
Calcul 13.2 00
Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.
61 @@ 1
a) /1 At b) / dt .o
3 5 + 71 0 t+a
Deuxieme cas
Dans ce deuxiéme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type %
Calcul 13.3 o
Calculer les intégrales suivantes.
2 2t 41 3t
a) / ﬁ dt ....... ... b) ﬁ ) 1 dé ...
' 3 2713
Calcul 13.4 00
Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.
V2t = 1 t
a) / — 2 Qo b) / o dt e
1 B2 +V2 5 et +1
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Troisiéme cas

Calcul 13.5 — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. L

a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ...

b) Trouver deux réels A et B tels que

1 A B
tout t e R\ {1,2 it =
pour tout t € R\ {1,2}, on ai ) 13
4 2
c) Calculer / el 1/
s T-D-2)
Calcul 13.6 00
Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.
1 1
4 1
dt ...l o) | 5————=dt ...
) /0 2 —4 ) /0 12 +4t+3
1
3 Y
2 31
dt ..o d dt ...
) /ZtQ—t ) /0 42 —1
Calcul 13.7 000
. “ 1
Soit a € ]0,1[. Calculer / e
0o t*—a
Quatrieme cas
Calcul 13.8 ]

Soit a € R*.

roodt
a) En effectuant le changement de variables ¢t = au dans l'intégrale / a2 déterminer une primitive de
0 a

1
s PP
T e
Calcul 13.9 o
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
a) / 5 dt oo ) / dt oo
o 241 o ?+3
Calcul 13.10 00
S|
Calculer / T Al
242
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Synthése

Calcul 13.11 — Mise sous forme canonique.

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

Calcul 13.12

Calculer les intégrales suivantes.

! 1
—
2) /0 11212

0 1
b) / —,
14t

Calcul 13.13

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.

LY
c) \/§x2+ix+\/§ .........
V2
d) ar?+a*r+a® ...
00
e
c LSRR
1 1
d toooo
) /0 662 — 5t + 1
000

3 1
a) S —"
13242t 4§

) /01t2—< |

dt
2a+1)t+a?+a

Réponses mélangées

wloo 2<w_§>2_1 1.3 7 2 (H1>2+§ 2
3 2v/2 4 8 22 6v/3 3v3 2 4 3v3
In(2) 1let?2 % ﬁln(ﬁ&%) % %111(2) 2ln%1 \/5(304—}1)2-1-\/5%
w(G=s) e geew()  § o ogn(t) w(E) eGed)
In(a+1) A=-1let B=1 In 2\/\/§—l> 1n2—8 ln(%) 21n§ 2111%
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Fiche de calcul n° 14 0014A

Systemes linéaires

Prérequis
Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.
A la suite du cours de lére année.

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

Calcul 14.1 ()
Résoudre dans RZ.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {33:—1—43;:13 ......... c) {2x+2y:2 ..........
204y = 16 3z —4y=—V2
by ¢ 77 7 T d)y « 7T S
T—y =5 62 +2y=23V2
Calcul 14.2 — Systémes avec parameétre. L

Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.

) 3z +2y=2 C) 3r+by=a
25L’—|—4y:a ............ 2x—y:a2 ............
alx+y:2a_3 ........ 2x+3y:5a_a/2 ......

Systemes de 2 équations a 3 inconnues

Calcul 14.3 o

Résoudre dans R>.

2) r+2y+z=1 o) r—y+32=5/2
3xr+y—2z=3 " x+2y—2z=3/2

b) 3r—2y+z2==6 d) Sx 4+ y+2z=-5/2
r+2y—z=-2 " 20 —y+2z=-5/3

Réponses mélangées

{(gor gt a-gab qarz—ozery e (D)

5 '3 —25 7 a -1, 3
9,2 2 o9, T L. _ e - 9
(a —2a°,a+a”) {(m, 5 " 3% 51 4m),xeR} (2,-3) {(1 173 + 8a)}

[ 2 geienzer) o {GD) (ustmen
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Fiche de calcul n°15 015A
Nombres complexes

Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.
A la suite du cours de lére année.

Pour s’échauffer

Calcul 15.1 — Ecriture algébrique. L)
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (2460)(B541) oiii. e) (2-3)" .
. 1
b) 3—1)(4d+1) oo, £) ——
3—1i
2 —3i
©) (A=30)"  g) EE
) (-3 5 =

Q) (1= 20)(1+20) oo by e
Calcul 15.2 — Forme exponentielle. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ..o e) —2el %
b) —8 f) 5—=51
¢) VB g) —545iV3 .
d) =2 .. h) €% 4el® .
Un calcul plus difficile
Calcul 15.3 — Une simplification. 000

1+V2+i
On pose z = ————.

1++v2—i
a) Calculer |z] ..o
b) Mettre z sous forme algébrique .......... ... . i
c) Caleuler 2202

Réponses mélangées
TN = 4 19 8x 1 1
5 2 (—) 4432 - O 2d%¥ o
Ccos 2 e + 321 29 291 e \/5 1\/5
x 1 V3 iz 1 1 31
1 He~ 1! - — —i 2712 — +i— — + —i
¢ 2 2! ¢ 2 10
7—24  10e"F —11941200 12 8" V3BF 13-
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Fiche de calcul n°16 016A

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.
A la suite du cours de lére année.

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Linéarisation

Calcul 16.1 o
Linéariser :

a) cosP(T) i, d) cos(3z)sin®(2x) ...

b) cos(2x)sin®(x) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..

¢) cos?(2x)sin®(z) ... f) sin?(4x)sin(3z) ...

Arc moitié, arc moyen

Calcul 16.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? | avec r > 0) :
a) 14e® ... e) —l—e's ...l
b) L+e% f) 1—eltz ..............

o 1+e's
c) e s —1 ... ) + el

1—el1z

d) 1+4ie's ... h) (1+elﬁ)27 ..........
Calcul 16.3 o
Ecrire sous forme trigonométrique (¢est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0) :
a) eF 4elt b) elF —elt L
Délinéarisation
Calcul 16.4 o

Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(x) :
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Factorisation

Calcul 16.5 00

Factoriser :

a) cos(z)+cos(3z) ..... c) cos(z)—cos(3z) .....

b) sin(5z) —sin(3z) ..... d) sin(3z) +sin(bz) .....

Calcul 16.6 000

Factoriser :

a) sin(z) +s8in(2z) +8In(3T) . .orii i

b) cos(z) + cos(3z) + cos(Bx) 4 cOS(TL) . ovveniri i

2m 4m
c) cos(x)+ cos ;v—l—? + cos ac—i—? ........................................

Réponses mélangées

ix i in(8 5
2sin(%)el% 2sin(%)e_l% % 2 cos(4x) sin(x) 2cos<%)e‘?_2
ies ;B COS (1) 13im 1 1 1
—9 = —i33 12/ o 555" _Z 4 z o) — =
( cos<12>>e sin(;—‘l)e 4cos( x)+2cos( x) 1

2sin(4x) cos(x) 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) 2sin <17T—2) e 12"
sin(22) sin(2z)

sin(%) 8
cos(9z) = 3cos(bx) = cos(3z) = 3cos(x) 1 3
s T g Tt t—3 1 cos(3z) + 1 cos(x)

_sin(9z) | 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z) . . 3/,
s+ S 2sin(z) sin(2x) 4 cos’(z) — 3cos(x)

m i1
2eos( 73 )¢ ¥
COS 12 [§]

o

T .
2 cos —)e‘

1 1 3 1
15 —=cos(6z) + = cos(4z) — 3 cos(2x) + —

4 4

2 cos(2z) cos(x)

5 in - 1 1 1
2 cos (—W> e 227 cos?" (17T—2)eIZ —1 sin(11z) + 1 sin(bz) + 3 sin(3z)
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Prérequis

Fiche de calcul n°17

Sommes et produits

0017A

Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).
A la suite du cours de leére année.

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N** et m < n, on a

—~ . (n=m+1)(m+n)
.];k_ 5

k=1

n

e > 4=

k=m

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

Calcul 17.1

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 17.2

Méme exercice.

Calcul 17.3 — Produits.

2
n k) _ n2(n+1)2

(Non par coeur)

4
k=1
1— n—m-41
qmlqi sig#1
n—m+1 sinon.

k=1

o
00
ST Hak-n+2)
n
+$ ............
o

Calculer les produits suivants, o p et g sont des entiers naturels non nuls tel que p > gq.

36

Fiche n°17. Sommes et produits



Changements d’indice

Calcul 17.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—f—l—k avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
- —_— ) = L — ke
b) ngk 1o Aveed n + k

c) Zk2k AVeC J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k— 2)% AVEC J =k — 2
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 17.5 — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.
n+2

3
™

) STh+1P =k c) N ey IR

k=2 k

b) ém(HD ............. A S kxk

Calcul 17.6 — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

o TEE o TI(1 1)

k=1 k=2

Lok +1 i 1
.................. T— — ) o,
o 155 O 11(1 )

=1 k=2

Calcul 17.7

Calculer les sommes suivantes, en cherchant a faire apparaitre une somme télescopique.

n

1

2) k(k+ 1)

- 1
b) Zm .............................................................

k=0

Fiche n°17. Sommes et produits
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Sommation par paquets

Calcul 17.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calcul 17.9

Calculer les sommes doubles suivantes.

a) Z A
1<i,j<n
1

L T
I<is<gsn

©) D ()
1<i<j<n

) D G G)
Iis<gsn

e) Z I(7 ) e
1<i,j<n

f) Z TAX (T, ) o ettt
1<i, j<n

Réponses mélangées

1 1 T(n+1)(n+4) T n+1 n(n® —1)
B n - —(7 -1 4
n+1 n 2 g7 - +nn+4) o .
! +1
(n+2)* —2° 1- mt 1) In(n+1) 1 —4n? n(n+2) —n(n2 )
=)™ Rt (n—2)n—-7) 1 1
n+1 5 (n=2)(n-7) 1 .
g 3 2 0 6 2 n+3 0 2n° +n
1 1

12 2

n(n+1)(Tn2 + 13n + 4) 9 (32— 1) n(n+ 3) n%(n+1)>2 n(n+1)(n+2)
4 4

3
1 n(n 1 1)(dn —1
%ln(n!) n+1 (n+1)-1 3nE n;?; nin + )6( n-1)

5"(n!)

38 Fiche n°17. Sommes et produits



Fiche de calcul n°18

Coefficients binomiaux

Prérequis

Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bin6me de Newton.
Deés le début de lére année, et a la suite du cours de lere année.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 18.1 — Pour s’échauffer.

Donner la valeur des expressions suivantes :

a) %' .............................. Q) (g) ..............................

b) 170,' ------------------------------- e) (2) ..............................

Calcul 18.2 — Pour s’échauffer — bis.

018A

Ecrire les expressions suivantes a l’aide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant a 'aide de

puissances.
a) 6X7Xx8x9 ............ c) 2x4x---x(2n) .......
6x7x8x%x9
b) —— ... d s x (2 1) ...
) TENY ) 3xb5x--x(2n+1)
Calcul 18.3 — Avec des parametres. o
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
2)!

a) <Z) (pourn >2) ....... d) (n :! R

n 1 n
b) <3) (pourn >3) ....... e) IR AR

() ntl)f n
C) ( n ) ................... f) 22(n+1) """"""

k41
Calcul 18.4 — Avec des parametres - bis. 00
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

) 1 L+ 1 L 1
a) X (nF 1) I ()l
b) (3(n+1))! . (3n)!
D (TP @i x (ul}p
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Autour du bindome de Newton

Calcul 18.5 — Le binéme de Newton. o
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.
= k(T - on—k [T
a) Zz<k> ............. SIDIE (k> ..........
k=0 k=0
DI DG Lany (4 I d) Y 2k x gk
k k
k=0 k=0
Calcul 18.6 00
a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" +(1—1)" ..........
5] n
b) Calculer ) ( > ..................................................................
p=0 2p
Calcul 18.7 00

Avec 2 méthodes : (1) En utilisant la fonction x — (1+x)", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant

en 0, calculer...

n—1

(2) En utilisant k(Z) = n(k B 1), k* = k(k — 1) 4 1, calculer...

a) 2”: (Z) ................ 9 i

Calcul 18.8

a) Donner le coefficient de ™ dans le développement de (1 + x)*"

b) Donner-en une autre expression en développant le produit (1 4+ z)"(1 4+ z)"

n 2
c¢) Calculer Z (Z)

k=0

Réponses mélangées

L3
2 -1 —2
2110100 2x Y. (”) <9> 140 2" xn! ( ") mn-Dn-2)
o=0 2p 4 n 6
1 (n+1)3 o2 n!l x (n —3) E+1 n(n—1) n
30 nx (n+2)! nn+1)2 22n+2 n—k 2 3
n 2
n (2n+1)! 1 2n A |
6" 2 1 _
kZ:o <k> 2" x n! (n+1)! (n) (n+2)n+1) n+1
|
AR TR o S e ) L. ) BV S A VT VR S
ad(n+1)2 5!
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Fiche de calcul n°19 019A

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.
Apres le cours de lére année.

Calculs de valeurs

Calcul 19.1 — Fonctions circulaires réciproques. o

Calculer les valeurs suivantes.

a) arcsin(é) ................. d) arctan<> ...............
in(¥3
b) arcsm( 2) ................ e) arctan(l) .............. ...,
arccos(?)
1 1
| < 1 f) arccos(3 + 6) ............
c) arccos| —= | ..iiiiiiiil
V2

Résolution d’équations

Calcul 19.2 — Fonctions z — a”. o
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
T 9:1/‘ xr x
a) 3% = CHRARIRRREREEE c) 2°=3x4Y ..........
b) 4" =2x2" .......... d) 102 =4x5"x92 ...
Calcul 19.3 — Fonctions x — a” : plus difficile.. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT S A

D) 167 — 3 X A% £ 2 =0 .o

C) 2 X 9T = BT — 3 = 0 et
S S e [
Calcul 19.4 — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.
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a) arcsin(x) = g ........... d) arcsin(sin(z)) = g ......
o 1
b) cos(arccos(x)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = CIRARERRE
c) arccos(cos(z)) =0 ....... f) tan(arctan(z)) =1 ......
Dérivation
Calcul 19.5 — Quelques calculs de dérivées. o
Dériver les fonctions suivantes.
a) 2%+ ax? ... c) zr—ax® .l
z arctan(z)
b) x+— ——— ... d — ...
) T e ) 211
Calcul 19.6 — Dérivées plus compliquées. 000

_ 2
Dériver les fonctions suivantes. La fonction F' est une primitive de z — e~ "

1
a) xr— arctan(x) farctan| — | ..o
x

Réponses mélangées

7 _
L@ In (Y= 0! o @) W@, In (Y5 )
In(3) In(2) 2 4 In(2) In(3) In(3)
Lyokn, kez « @
{E tkm ke Z} % {3 } ooy 18 1n(i§é5)—|;32 In(3) 0
U{m— % +2kn, keZ} (67 +1)
s - 1 — 2z arctan(z) ™
1 6 X — 111(2) X 2 + 2[[; xTr — arctan(fl:) T — W 1 6
2m 2 +2km, kEZ
z+— (In(z) + 1)a” 1 z = (In(x) + 1)z"e™ " T 5 J M
4 9 In(20/3)
U{% +2km, k€ Z}
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Fiche de calcul n°20 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.
A la suite du cours de lére année.

Calcul de termes

Calcul 20.1 — Suite explicite. o
Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = 2”—;'3 x 22 Calculer :

A) WY e C) Ul weevneneee e

b) 7 d) L 7

Calcul 20.2 — Suite récurrente. o

On définit la suite (u,)nen par ugp = 1 et Vn € N, wu,y1 = 2u, + 3. Calculer :

Calcul 20.3 — Suite récurrente. ()

1
On définit la suite (wp)nen par wo =2 et Vo € N, w11 = §w721 Calculer :

A) WY et b) son centiéme terme ...............

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 20.4 — Suite arithmétique. 00

La suite (ay)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

a) QIO vvvve v n ittt C) Q] Q00 ++vvvvvmvmrnnnnneenenennnnens

b) Si00 =Gp+ a1 +...+a99 ......... d) S0 = a9 +ay+...+ag0 ----.---

Calcul 20.5 — Suite arithmétique. ]
. 3

La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1p1 = 3 et bigz = vk Calculer :

a) b102 ............................... b) T e e

Calcul 20.6 — Suite géométrique. 00

1
La suite (g5 )nen est la suite géométrique de premier terme gg = 3 et de raison 3 Calculer :
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a) Son dixiéme terme est : ........... C)  G10 e e

b) 0102g0+g1+...+gg ........... d) O'11=g0—|—gl~|—...~|—glo ..........

Calcul 20.7 — Suite géométrique. o
) 11

La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ vérifiant que hy; = % et hiz = 2—; Calculer :

a) M2 o D) @ o

Suites récurrentes sur deux rangs

Calcul 20.8 ]

Soit la suite (up)nen définie par que ug =2, u; =1 et Vn € N, upp0 = upy1 + 6u,. Calculer :

Calcul 20.9 ]
Soit la suite (vy,)nen définie par que vo = 0, v1 = V2 et Vn € N, Upta = 2041 + v,. Calculer :

Y D) Vo e

Calcul 20.10 — Suite de Fermat. 000
Soit la suite (F},)n>0 définie par Vn € N, F,, = 22" 4 1. Calculer :

) F3 i d) FuX(Fp—2) coiiiiiiiiiiin

D) Fh e) F2

¢) (Foo1 =141 oo, f) FZ ., —2(F,—1)7% ...............

Réponses mélangées

6141 17 12 115
bl i 2 3" 4 (—2)" 29 10 201 = F, Ve
1024 /5 24 +(=2) 5 25
/5 3 (1+v2)" — (1 — V2)"
ve 2 21/2 1 2
5 15 8 V2 0 000 (2 e
1 3 n o2n +5) - 2"
— F, 1 _c F o +22"+1 2 001 MRS T
2 +2 3 1024 +1F 00 5 onio
o +1) . 23"
65537 21 3;)% Fooi—2 257 o1 Sond 5)
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Fiche de calcul n°21
Inégalités
Prérequis

Manipulations d’inégalités.
Deés le début de lere année.

Pour s’échauffer

034A

Calcul 21.1 ()
Vrai-Faux : Soient deux réelsaet btq: 1 <a<2et -5<b< -3
-2 a -1

—4 < b<—1 ... —_— - ot

a) a+ e) 3 3 7
a—1 1
b) 6 —b<h ) —— < ==
) 6<a=b< ) TE <%
c) —19<3b—2a<—-11 ............. g) a®<a o
d) —b<ab<—6 ...l h) (=5)" <b" < (=3)", (neN) .....
Calcul 21.2 ()
Vrai-Faux : Soient deux réels a et b
1

a) —ab< i(a2 )
b) (@2 D) K ab oo
c) la] <1+ B2
Calcul 21.3 ()
Vrai-Faux : Soit z un réel
a) sinz < (sin x)2 .................... c) (sin x)2 Lsinz| oo
b) (sinz)? <sinz ............... d) 1—cos(2z) <2|sinx| .............
Pour comparer des intégrales
Calcul 21.4 00

. . ) ? (lnz)
Vrai-Faux : Soit un réel z, 1 < z < 2, et pour tout n € N, on note u,, = I dx

1 x
(Inz)®  (In2)" (Inz)" _ (Ing)"*!

0< <—— 0< <———

2) 1t 3 ) l+z ° 1+a
(Inz)™ (Inz)"*t  (Inz)"
b) 0< <(Im2)™ ..o d) 0< <——
) 142 (In2) ) 1+2z 14+2
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1 1 n 1
e) 3 < (1nfl < CURRERRERRRRERPREIRY g) La suite (uy,), est décroissante. ...
f) La suite (un), est croissante. ...... h) La suite (u, ), est bornée. .........
i) La suite (uy,), converge vers 0. ....
Calcul 21.5 o
1 L (Inz)™
Vrai-Faux : Soit un réel z, — < x < 1,et pour tout n € Non note u,, = / dx
2 1/2 ]. + X
) (n(1/2)" < (Inz)" ) 0< (In z)"+1 B (Inz)™
a n < c < <—
1+ 14+=x 1+x
1 n 1 n+1
b) 0< (1nfl < ( Iig:? RS TERRTEE d) La suite (up), est monotone. ......
e) La suite (uy), converge vers 0. ....

Pour comparer des sommes

Calcul 21.6 0o

2n
1
Vrai-Faux : Pour tout entier n > 1, T}, = Z z

k=n+1
a) 0K T KM e Q) T KTt e
1 .
b) 3 KT, <1 oo e) La suite (T,,), converge. ..........
C) Tn+1 < Tn ........................
Calcul 21.7 00

Vrai-Faux

1
Soit n > 1, on définit u, = —2v/n + Z—
vk

1
Q) Ungl K Un weeeneneeee ¢) \/k+1—\/E<m<x/E—\/k—1

b) Up SUntr -oooii d) La suite (uy, ), est bornée. .........

Réponses mélangées

Faux Faux Faux Faux Faux Vrai Vrai Vrai Faux
Vrai Vrai Vrai Faux Faux Vrai Vrai Faux Vrai Faux
Faux Faux Vrai Vrai Faux Faux Vrai Vrai Vrai

Vrai Faux Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Vrai
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Fiche de calcul n°22 021A
Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles.
A la suite du cours de lére année.

Développements limités

Calcul 22.1 — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L)

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre3: f(z)=sin(z)+2m(l+z) ......cooonn...

b) A l'ordre 2 : WUt
1+

¢) Alordre4: sin(z)(cos(z) —1) covvrriiiiiiiiiiiiiai..

d) Alordre4: e®sin(z) ...ooovvviriiiiiii

Calcul 22.2 — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par I’expression suivante :

a) Alordre2,en0: f(z) = (142)% ooooiririreranannn...

b) A l'ordre 4, en 0 : COS(T) et

¢) Alordre3,en0: € ... i

N In(2 —
d) ATlordre 2,en1: ul 3 SRR
x
Equivalents
Calcul 22.3 00

Déterminer un équivalent au voisinage indiqué, de la fonction de la variable réelle x définie par ’expression
suivante :

1 1
a) EnO: m—ﬁ .........................................
b) En 4o0: S )
z+1

c) En4oo: zln(z+1)—(z+1DIn(x) ..covveiiiiiiiiii
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Réponses mélangées

1lex?

- o) him) el
T S PO S A s ()
R BTN R A I R

3 o 2 29 3 3
T =5 +:c8>0(x) o e(l—i—x—l—x — 5 —i—wgo(a:)
3 2 2 L o 4 4
1—x+§(az—1) +wgl((x—1)) e vl + o (@) ~5
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Calcul matriciel

Calcul 23.1 — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

Calculer les produits matriciels suivants.

c)

A%

Bx FE

Fiche de calcul n°23

Calcul matriciel

Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.
A la suite du cours de lére année.

1 -1
0 2
3 -1

d) ExB
e) AxE
fy BxA

D? ...

h) DxC

i)

B'xB

025A

Fiche n° 23. Calcul matriciel
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Calcul 23.2 — Calcul de puissances. 00

On note
1 ...
a=(o 1) =0 5) o=() ww) 2= w1

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A? e) B® i) c*
b) A3 f)y B* j) D?
c) A* g) C? k) D?
d) B? h) C® 1) D*
Calcul 23.3 — Calculs avec des sommes. 0000

Soit n € N*. On note A = (ai;)1<i,j<n, €6 B = (bij)1<i,j<n les matrices de termes généraux suivants :

i—1 o
ij = s b, = 2'377°
o <j—1> §=23

Donner le coefficient d’indice (4, j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .
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Inversion de matrices

Calcul 23.4 — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=lo 2 1],
2 2 i —1i 3

-1 2
™ T 21 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o), E=1(2 1 =3, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 1 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

b) B e) E .. h) H
c) C f) F i) J
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Calcul 23.5 — Matrices dépendant d’un parameétre. 000

On note A et u deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[Ax 1 rx-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

a) CNS pour A ¢) CNS pour B
inversible N inversible
b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
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Réponses mélangées

0 -1 0 -1
-1
1k il1 1 0o o0 ok gk ok 1 2 —e
—_— 3 —
0 1 10 1 o0 0o 3 A=\ Ly 4
-1
0 0 1 -1
—1-A4+A% 1-X 2-2) -2 2 2
1 1
Non inversible! T—x 1 0 -1 5 1 -1 2
1-X  A-1 x-1 4 2 -4
8 4 =2
1 2 - fi—1 1
A#1 17 (matrice 1 x 1) 2077 -1-16 -6 7T
j—1 8
01
0o -2 1
4 -2 2 0
17 =2 n? n?
11 8 -6 4 2 _
A#1 3 2 14 —4 C(n?)
-7 5 -3 -1
-1 -7 2 n* .. on?
-5 3 -1 -1
1 -3 -1 0 4 0
o 2\ " 1 8 19
3 3 4 2><31“(1—(§)> =0 -2 -2
i 0 27
9 -7 3 2 -1 1
n n ) 2 -1
cos(kf) —sin(k0) cos(36) —sin(30) 1
(n) 513 2 -1
sin(kf)  cos(k0) sin(30)  cos(36)
n n -6 -2 2
—4 -1 3
1 - 53 -1 1 45
T_x|2A+2 A 221 n""D
4 3 1 2 0 9
A—1 0 1-A
1 7 -2 -2 -6 =5
11 —1-2
(—5 15 3) 3 7 49 —14 15 -1 11
1 -1+
-2 -14 4 18 —-26 -1
1 3 cos(26) —sin(20) 5 4 o o
2itlgi—i(am — 1) 2 x 307 x 5t
0 1 sin(20)  cos(26) 4 5
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Fiche de calcul n°24

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.
A la suite du cours de lére année.

Equations d’ordre 1 A coefficients constants

Calcul 24.1

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) Y =12y et y(0) =56 i
b) ¥ =y+1 et y(0) =5 i
c) ¥ =3y+5 et Y(0) =1 coii
d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 ittt

Calcul 24.2

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

0027A

a) BY ==y et Y(1) = e
b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 coiirii
¢) Y = VBY =06 et Y(0) =T o
d) y=my+2e et y(m) =12 oo
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

Calcul 24.3 — Une équation avec conditions initiales.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ..cccoiiiiiiiiiiiii.

b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ...ccoviiiiiiiiiiiii..

) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=3 ..cccviiiiiiiiiiiiiii..

d) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=3i ..o

Calcul 24.4 — Racines doubles, Racines simples.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ...ocoviiiiiiiiiiiiiiiinn...

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoeiiiiiiiiii.

) vV'+y —2y=0 et y(0)=1 et y'(0)=2 ...ocooiiiiiiiiiiiii,

d) v =2y +y=0 et y(0)=2 et y(0)=1 ..cooiiiiiiiiiiiiiii..

e) ¥V +4y +4y=0 et y(l)=1 et y'(1)=-3 ...

Calcul 24.5 — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .00,

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et y(0)=—1 ..ccoviiiiiiiiiiiiii.

) vV'+2y +2y=0 et y0)=0 et y(0)=1 ...ccoeiiiiiiiiiiiii..

d) y”_zy/+5y:() et y(O):l et yl(O):—l ........................

Réponses mélangées

8e’? — 5 2 2
PR T (2—12)e? x — e " sin(z) x> (12 + —e>e”_”2 _ =
3 T s
x> cosx + 2sin x> 56e'2® T+ 962 — 6 x> 1 — 2e720/T+2 T Te ™ — 5e 2T
14 141 .
x»—)em< 2+1€2w+ ;_16_2m> T 6e” —1 T e’ x> 282 — "
4 1 3 1 3
T e — —e® x> e x s e6-2)/5 x e /2 (:os—%——sin—aC
3 3 2 V3 2
6 6
z (2 = 31)e” 4+ (3i — 1)e?® T (2—x)e” :17'—)(——‘1-71')6 Sr_ T e’
(2 3i)e” + (3 — 1) (2-a) v s

Fiche n° 24. Equations différentielles

55



Fiche de calcul n°25 032A

Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)
A la suite du cours de lere année.

Les fondamentaux

Calcul 25.1 — Ensembles de définition. ()

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

Calcul 25.2 — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(my)— 2+ by T o

d) f:(z,y)r—arctan(2c4+y) oo

Calcul 25.3 000

Méme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i

xy? .
d) f:(z,y) — { 22+y2 si(@y) 70,0
0 sinon
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Composition de fonctions

Calcul 25.4 00
On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w’'(¢) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.
a) f(zx,y) =42 +3y* avec {u T

v = COS

u(t) = e*
b) f(z,y) =22 —y? avec e

v(t) =e

9 9 u(t) = 3sin(2t)
c r,y) =x°—3zy + 2 avec ¢ . T L.
) J(@y) vy {U(t) = 4 cos(2t)
Calcul 25.5 — Changements de variables. 00
Soient f € C*(R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.
u+v v—u
: = —— ] ...

S
b) ¢:(r,0)— (rcosf,rsinf) .......
Calcul 25.6 — Points critiques. 00
Déterminer les points critiques de la fonction f.
a) fla,y) =2+ > +ay+1 .o
b) flz,y) =2 +ay+y*> =32 -6y ...
¢) fla,y) =203 +62y —3y> +2 ..o
d) fla,y)=y@®+ny)?) o
e) flzmy)=a 4y —day ...
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Réponses mélangées

(0,1) et (0,e72). %(x,y) = (2zy,2z) et g—g(w,y) = (2%, —2y)

ox
Afop)

( )_lg u+v v—u _i@_f u+v v—u
ou 20z 2 7 2 2¢ Oy 2 7 2

8(];290)( )= %%(u—;v’ v2—0u> . QLCZ_:J;<U—;-U, 1)2—cu> 10, 400 x [0, +00]
2iittti_22tt B(J;Z 2 (r,0) = —rsin Hg—i(r cos @, rsinf) + r cos Gg—z(r cos B, rsinf)
%(w,y) =yax¥ et g—z(:c,y) =zYInz (0,0)

(0,0),(1,1) et (—1,-1). g—i(x,y) = —sin(x —y) et g—i(:c,y) = sin(z — y)
a<‘%i 2 (r,0) = cos 6%(1‘ cos @, rsinf) + sin Hg—i(r cos B, rsinf)

a_i(x’y)ﬂ“yet g—g(w,y)=5y4+x 0.3 @
g(x y):;et g(l‘ y):;
0r™" " 1+ Qut+y)? T 9y 14 (22 +y)?

Yy —a?) 227y .

(2% + 422 si (z,y) # (0,0) ot g—f(w,y) _ —(x2 FREIE si (z,y) # (0,0)
Y 0 sinon

o,
% (587 y) -
0 sinon

of

—72 cos(4t) — 46 sin(4t) a—x(:c, y) = cos(e™) — zysin(e®) e™ et 7

(0,0) et (~1,-1).  sin(2t)  {(z,y) R, y = 0N\{(0,0)}

(z,y) = —2?sin(e”?) ™V

0 0
o ) = 2ycos(2ay — ) et T (2,9) = (20 = D cos20y )

Fiche n° 25. Fonctions de deux variables

58



Fiche de calcul n°26 028A

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes)
A la suite du cours de 2iéme année.

Séries géométriques, exponentielles

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant
calculer sa somme.

Calcul 26.1 — Séries géométriques. o
k
1
a ok c — ] e
) 12 : k>0 < 2>
1 1
b) Y IRRRRERRRREEERPRPPRSS d) CTARITEERR PR NTRPRPPN
k>0 k=10
Calcul 26.2 — Séries exponentielles. L)
1 1
a) Z RRREREEREEREPRRPRRIS c) Z SRRl
k>0 k>0
2k’
b)  IRARRAREARLRRTEETIITINY
k>2

Séries télescopiques

Calcul 26.3 00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

1
D 2k

k>1

1
On pourra chercher a et b tels que pour tout k, Pk =% + T

1
b Y mrmE o
2+ 3K + 2k

1 a b c

On pourra chercher a, b et ¢ tels que pour tout k, [N YCRTN =% + ] + P12
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Séries géométriques - Séries géométriques dérivées

Calcul 26.4 — Séries géométriques dérivées. L

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

1

a) Z ﬁ .......................................................................
k22

b) Ze_(k_l) ....................................................................
k21

c) Z Bt
k>1

1

) D Ky e
k>0

Calcul 26.5 — Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

E>1
1
C) Z k(k — 1)216—2 ..............................................................
k>1
d) Y k(=1 TR
k>2

Réponses mélangées

divergente

divergente
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Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.
A la suite du cours de lére année.

Vecteurs

Calcul 27.1 ()

Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) w=(1,1), B=((0,1),(=1,2)). «rr'erreiiiee

b) = (11), B=((—=1,2),(0,1)) «evreemeei e

) w=(3,4), B=((1,2),(12,13)). ..o0\reerteei

d) uw=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6), (—=1,0,1)). +\rerrrerrireraririrarnns

e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1), (=1, =1,3)). +'ererrrrirerirarrn..

Calculs de rangs

Calcul 27.2 — Sans calcul. ]

Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 9 8| e e) 3 4.
5 20 5 20 4 6
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8| i f) ; eM,R) ...
3 6 9 12 1 1
Calcul 27.3 o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
3 2 1 1 2 1
a) —4 =3 =1 .. c) 0 2 4| .o
-4 -2 =2 1 1 2
b) cosf) —sinf I -1 2 3
in 0 cosf | i d) 2 1 1 2
4 9 1oq |
1 4 2 1
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Matrices et Applications linéaires

Calcul 27.4 — Matrices d’endomorphismes. ]

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). ..ccoveiiiiii

o) fi(my) = Ret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «ooeiii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ......ccoo....

Calcul 27.5 — Matrices d’applications linéaires. o

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) [i(z,y,2) = (z+y+z2-y),B=(01,3),(456),(-1,01)), 8 = ((0,1),(1,0)).
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Réponses mélangées

(37 _1)

-1

(=2,4/5,11/5)

(_173)

-1

15

2

1

1

1
2 2 3
3 2
(_17 1/27 1/2)

-19

—43

21

Fiche n° 27. Algebre linéaire
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Fiche de calcul n°28
Réduction

Prérequis
Valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation
A la suite du cours de 2ieme année.

Valeurs propres

0033A

Calcul 28.1 00
Déterminer les valeurs propres de la matrice et préciser si la matrice est diagonalisable.
1 0 0
a) A=1[0 =1 0 couiririi
0 0 3
1 00
b) A=[0 1 0 i
0 0 3
1 1 0 1
01 11
c) A= 0 0 3 1|
00 0 2
11
0 4= (1) o
3 1
e) A= <_ 4 _1) ...........................................
Calcul 28.2 0000

Méme question

7 -5 2
a) A= |1 1 2| ..
3 -3 4
4 2 -2
b) A= =8 =3 6 |. o
-5 -2 5
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11 4 -4

) A=|[—=2 5 2 |
4 4 3
3 -2 3

) A= (1 0 2]
0 0 2

Réponses mélangées
1 non 7,5 1,2,3 non —1,5 oui 1, 3,2 oui

1,—1,3 oui 1,3 oui 2,4,6 oui 1,2 non
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