Cahier de calcul

— réponses —

La suite de Fibonacci, définie par la relation de récurrence :

Up+2 = Un+1 + Un

Elle apparait sous de nombreuses formes biologiques, comme
la ramification des arbres, la disposition des feuilles sur une
tige, les fruits de ’ananas, la floraison de I’artichaut, le dérou-
lement des feuilles de fougeres, la disposition d’une pomme
de pin, la coquille de I'escargot et la disposition des nuages
lors des ouragans. Quant aux marguerites, elles ont le plus
souvent un nombre de pétales issu de la suite de Fibonacci.



Ce cahier de calcul est une adaptation pour les classes de BCPST d’un travail réalisé initialement pour
I’ensemble des classes préparatoires.

Coordination
Colas BARDAVID
Equipe des participants

Vincent BAYLE, Romain BASSON, Olivier BERTRAND, Ménard BOURGADE, Julien BUREAUX,

Alain CAMANES, Mathieu CHARLOT, Mathilde COLIN DE VERDIERE, Keven COMMAULT, Miguel CONCY,
Rémy EUPHERTE, Héléne GROS, Audrey HECHNER, Florian HECHNER, Marie HEZARD, Nicolas LAILLET,
Valérie LE BLANC, Thierry LIMOGES, Quang-Thai NGO, Xavier PELLEGRIN, Fabien PELLEGRINTI,
Jean-Louis POURTIER, Valérie ROBERT, Jean-Pierre TECOURT, Guillaume TOMASINI, Marc TENTI

Adaptation BCPST

Carine COURANT, Elodie MAILLET

Remerciements

Nous remercions vivement I’équipe coordonnée par Colas BARDAVID pour avoir mis a disposition les sources
du cahier initial.

Le pictogramme @ de I'horloge a été créé par Ralf SCHMITZER (The Noun Project).

Version UPA — 13 juillet 2022



Sommaire

............................................................................................... 1
............................................................................................. 2

|3. Calcul littéra1| .......................................................................................... 3
[, Racines Carrées|............... ... 4
|5. Equations du second degrél ............................................................................. 5
|6. Exponentielle et Logarithme| ........................................................................... 6
[7. TrigonOmEtIie]. ... ... o 7

............................................................................................. 9
............................................................................................ 10

|10. Calcul d’intégralesl .................................................................................... 12
|11. Intégration par parties| ................................................................................ 13
[12. Changements de variable]. ......... ... ... .. . 14
|13. Intégration des fractions rationnelles| .................................................................. 15
[L4. Systemes Linaires|. .. ........... .. .o i 16
|15. Nombres complexes| ................................................................................... 17
|16. Trigonométrie et nombres complexes| .................................................................. 18
|17. Sommes et produitsl ................................................................................... 19
|18. Coefficients binomiauxl ................................................................................ 20
|19. Manipulation des fonctions usuelles| ................................................................... 21
|20. Suites numériques| ..................................................................................... 22
............................................................................................. 23
|22. Développements 1imités| ............................................................................... 24
[23. Calcul matriciell. ... 25
|24. Equations différentiellesl ............................................................................... 27
|25. Fonctions de deux Variablesl ........................................................................... 28
|26. Séries numériques| ..................................................................................... 30
[27. Algebre néaire|. ....... ... i 31

28. REAUCHION . . . oo 32

iii






Fiche n° 1. Fractions
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Fiche n° 2. Puissances
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Fiche n° 3. Calcul littéral
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Fiche n° 4. Racines carrées
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Fiche n° 5. Equations du second degré
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Fiche n° 6. Exponentielle et Logarithme
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Fiche n° 7. Trigonométrie
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Fiche n° 8. Dérivation
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Fiche n° 9. Primitives
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Fiche n° 10. Calcul d’intégrales
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Fiche n° 11. Intégration par parties
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Fiche n° 12. Changements de variable
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Fiche n° 13. Intégration des fractions rationnelles

Réponses
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Fiche n° 14. Systemes linéaires
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Fiche n° 15. Nombres complexes
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Fiche n° 16. Trigonométrie et nombres complexes

Réponses
1 3 s( L .
16.1a) oo 7 008(32) + Jeos(@) | 16.2g). . Cos(f) oo
sin ()
1 1 1
16.1b). oo 4 cos(4x) + 2 cos(2z) — 4 16.2h) .o 227 cos”(%)ei%
1 1 3 1 —
16.1¢)... 3 cos(62) + 1 cos(4x) — 3 cos(2z) + 1 16.3a) ovniiiiii i QCOS(E el 12
sin(9z) ~ 3sin(bx)  sin(3z)  3sin(x) TN - 1im
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1 1 1 164Db).......... 4 cos®(x) sin(z) — 4 cos(z) sin®(x
16.1f)....... —1 sin(11z) + 1 sin(5x) + 5 sin(3z) ) ’ (z)sin() (z)sin’(z) ‘
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16.6 1) sin(8x)
— BD) 3sin(z)
16.2€) .t QCOS(—)e‘ﬁ
166 C) vttt [0]
16.2 1) coveoroeee e 2sin(—)e*11217"

18 Fiche n° 16. Trigonométrie et nombres complexes



Fiche n°17. Sommes et produits

Réponses
17.1a)...cooiiin... n(n+2)
17.1b) ....... fntin+4)

2
17.1¢) o n(sn+1)
2
17.1d)......... (n=2)(n = 7)
6
17.28) ....... nint{n+2)
3
17.2b)... [n(n + 1)(n® + n +4)|
9 n—2
17.2¢) coevnnn... IE: 1)
1 % n+1
17.2d)....... 5t )
3
17.2 e) (7" =1)+n(n+4)
172 6) oo, ntl
2n
17.3a) 0. 24—p+l

17.3b) oo e
17.3¢) i 5(n)?
17.3d) e [0]
17.48) oo "("; D
17.4D) i [0]
17.4¢)...... 2"+ 2(1-27)
17.4d) oo ”2(”: D
17.5a) .......... (n+2)% —23
17.5b) ..o In(n +1)
17.5¢) .ol o 41_ ]
17.5d)............ (n+1)—1
17.62) oo,
17.6 D).,
17.6¢C) i, %

n(n? —1)

2

n(n +1)(7n? + 13n + 4)

12

n(n+1)

In(n!)

n(n+1)(4n — 1)

6

Fiche n°17. Sommes et produits
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Fiche n° 18. Coeflicients binomiaux

Réponses
18.1a) i, 10 100 —1)(n—2 18.5d) ..., 12 x 15"
a) 18.3b) ..., n(n—1)(n-2) )
18.1b) i, 720 6 5
n
1 k+1 18.6a)......... 2%y ( )
18.3C) v, 2
18.1C).uuiiiiiiiiin, %0 c) p— =\
18.1d) .o 18.3d)......... (n+2)(n+1) 18.6b) ..o, 2n !
18.1€) o 185 ¢) 1 18.7a) i
WDEC)
18.16) oo 140 (D sy o1
9! n! x (n—3) n—2
18.28) e s 1830 Sant2 18.7¢)vvnnnnn n(n+1)2
9 (n+1)3 7 d) i
n+ 18.7d) i,
18.2h) . 18.4a)...........
) <4) 2) n X (n+2)! ntl
2n
18.2¢) i 2 xnl] b) 330 +2)(3n +1) 18.8a). . iiieiiniinn.. <n>
D) ad(n+ 1)?2
18.2d) ... ] _ n N2
X n 185a) .. cciiiiiiiin 18.8b)............. Z L
-1 185 D) v, =0
18.32) .ovninn.. ”(”2 ) ) [o]
18.5.C) oo 18.81C)unvveiiiiiiinnnns <2n)
n

20 Fiche n° 18. Coefficients binomiaux



Fiche n° 19. Manipulation des fonctions usuelles

Réponses
[ 7] In(4 ™
19.18) o Gl 12d n(4) 19.4.4). {z +2kn, k ez}
2 In(20/3) u{2E + 2k, ke Z}
19.1b) e,
o ln(@) {1 +2n kez}
19.1 ¢) ™ 193a)............ 2/ 19.4 ¢) Ly ok ke
I I P 1 n(2) U{m— % +2n, keZ}
[ ] 194 €)oo 1
19.1d) e =1 1931 { .1} )
6 Bb) o 0;
— 2 19.5a) ... ’x — In(2) x 27 4+ 230‘
T
19.1 e) ...................... — 1 (2) 15 1n(3/5 3% 1n(3
4] 193¢ R 19.5 b n(3/5) + 37 In(3)
— 2 In(3) N -
19.1F) . 3 — 1950)...... s (o) + o
S 19.34) n( 2 )
111(2) fO B e 1n(3) 1 — 2z arctan(z)
28) 19.5d _—
19.2 a) ) 9.5 d) T e
19.48) covneeeneeien. 1
19.2b) 0o 1 19.6a) ... z+=0
) 19.4b) oo [0] .
19.2 In(3) 19.6 b).. |z +— (In(z) + D)z%e™" ’
20C) () 19.40)... .. {*+k7r, keZ}
19.6¢c)......... x +— arctan(x)
Fiche n° 19. Manipulation des fonctions usuelles 21



Fiche n° 20. Suites numériques

Réponses
12 20.4d). ... 10 201
20.18). o — ) 20.7b) . V5
20.5 a) 17 2
19 I T _—
20.1b) ... 24| 20.8a)............ 3" 1 (—2)"
L on+3 1
20.1¢)........ (2n + 55) 2 20.5 D) oo 1l 208D 211
(1+Vv2)" — (1 -v2)"
n 20.9 a)
3(27?, + 1) . 23n+2 20.6 i 2
20.1 d ...... . a) ...................
) 5 512 | 7
20.9b) ... 2V/2
20.22) 20.6b) ..o 3069
512 20.108). ..o 257
20.2b) ..o
203 a) 20.6 <) 3 20.10b)..............l. 65 537
P - T & O B T —_—
1024 20.10C). .
20.3b) it L
20.48) i 20.6d) ... 1024 20.10d)....oninn
20.4Db) .. 10 000 5 20.10¢€)......... Foyq +2%"H
20.7 Q) oo —
20.4C) ..o 2 001 L5 1 20108 ...
22 Fiche n° 20. Suites numériques



Fiche n° 21. Inégalités

Réponses

Fiche n° 21. Inégalités
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Fiche n° 22. Développements limités

Réponses

23
2 x—0
z—0
23
o)
x—0
3
3 x—0
er 1lex? 9
>t 1.9
1 1
T il
4 96 x—0

24
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Fiche n° 23. Calcul matriciel

Réponses
1 -3 -1
23.18) . . 3 3 4
9 -7 3
-2 -6 =5
23.1 D). 15 -1 11
18 —-26 -1
23.1C). i |17 (matrice 1 x 1)]
1 7T =2
23.1d) .o 2 14 —4
-1 =7 2
-1
23.1€) .t 3
-1
23.16). (=5 15 3)
5 4
23.18) . ( | 5>
5 3 -1 1
231 h) . ( 1 a 1 2)
1 7 -2
23.10) o 749 —14
-2 -14 4
23,2 8). . ((1) f)
23.2 D) <(1) f)
23.2C) . ((1) l{")
23.2.d) (g g)
B326) e o)
k ok _ ok
23.2f) .. (20 3 3k2 >
cos(20) —sin(20)
23.28) .. (sm(29) cos(26)
cos(30) —sin(36)
23.2h). ... <sin(39) cos(36)

. cos(kf) —sin(k0)
23.21) ... (sin(ke) cos(hb)
n n
23.2 ) Do)
n DRI n
n2 TL2
23.2 k) ......................... (TLQ)
n2 DY n2
23.21) nt=1D
23,3 8) .o [2x 371 x 51|
23.3 D).t 2itigi—i(an — 1)
i+j 2\"
23.3C) i 2% 37 (1 (3
23.3d)eeee e 9i=i (Z. - D
j—
1 2 —e
23.48) i e (2 i )
1/1 —-1-2i
23.4D) o 3<1 _1+i)
1 ) 2 -1
23.4C) . 513 2 1
-6 -2 2
1 0 4 0
23.4d).... =0 -2 -2
T2 -1 1
1 8 4 =2
23.4€). .. gl 16 6 7
0o -2 1
1 -2 2 2
23.4F) .. AR
4 2 -4
4 -2 2 0
1{8 -6 4 2
23.48) i sl 5 5 O
-5 3 -1 -1
23.4h) .. Non inversible!

Fiche n°

23. Calcul matriciel
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0o -1 0 -1

111 1 0 0 23.5 b)
................... § 71 0 71 0
0 0 1 -1

23.5 ¢)

) -4 -1 3
........... Y 2A+2 A —22-—1
- A—1 0 11—\
.....................................
. “1=XA+X 1-X 2=
..... T 1 0 -1
- 1—)\2 A—1 A—1

26
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Fiche n° 24. Equations différentielles

Réponses
24.18) o 24.3d)............... 2 (2 3i)e” + (3i — 1)
24.1b) x — 6e” —1 24.48) i x—e”
3z T —2z
24.1C) e m»—)geg Dl 244b) |2 Te ™ — e
24.4 c) o 2 —2
24.1d) oo > 9e%% — 6 AR N
24,2 8) .. 7 e(6—2)/5 24.4d) ..o z— (2—1x)e”
24.2b) ... ]x 1 — 27 20/T+2 \ 24.4€) . ’x (2 —x)e? %
24.2¢) xr—><6+7r>e 5. 6 24.58) i ’chosx—i—?sinx‘
V5 V5
/2 V3z 1 3z
5 5 24.5b)...... Tre COST—%SIHT
24.2d) .o - (12 + e) ra—n? _ 2°
™ ™
245 C) i x +— e “sin(z)
24.3 8) .0 T 2" T .
of “LH1 9 t1 o
24.3D) i x e 24.5d)......... 1»—>e< 2 )
24.3C) i T 207 — e
Fiche n° 24. Equations différentielles 27



Fiche n° 25. Fonctions de deux variables

Réponses
25,0 8) ..o 110, +o00[ x [0, +oo] |
25,1 D) e {(z.y) € B2, y > 0\ {(0,0)}]
250 C) ettt
OF oy —omtuet 2L ) = 5y
2502 ) o 8x(x,y)72az+yet ay(x,y)ff)y +x
25.2 D)t g(m, y) = 2y cos(2zy — y) et g(m,y) = (22 — 1) cos(2zy — )
ox dy
o oy OF (o ) = (a2, —
282 ) et D (z,y) = (2zy,2z) et By (z,y) = (2%, —2y)
oy — 2y
25.2 d) . 8?(3073/) RN CTEnE et 9y (z,y) = [ENCrEwnE
o or
25,3 8) ¢t 8—1(x7y) = —sin(z —y) et 3y (z,y) =sin(z —y)
ﬁ = TYY in(e®v) ey g ) = — 22 gin(e®V) oY
25.3 D). o (z,y) = cos(e®™) — zysin(e™) e™ et 9y (z,y) = —z“sin(e™) e
g = qyz¥! g — 2V
P15 78 28 ) I o (x,y) =yx¥"" et By (,y) =a2YInzx
27,2 2 3
y (y —=) 2%y .
25.3d)............ ?(m,y) = { @rer O (z,y) #(0,0) ?(%y) _ { @192 O (z,y) # (0,0)
0 sinon 4 0 sinon
2804 ) L sin(2t)
2641‘ +e—2f
25.4 D) ..o o
254 C) et e ’ —72 cos(4t) — 46 sin(4t) ‘
Nfop),  10ffutv v—u) 19f(ut+v v—u
25.5 )ttt 5 (u,v) = 59z \ 9 5 2 0y 5 " 5a
A(fop) _10f (u+v v—u 10f/u+v v—u
25.5 a) .................................... 81} (U,U) = 5% 2 5 2(; —+ %@ 2 20
fow), - _ - of o f |
25.5 D) i 5 (r,0) = cos@ax (rcosf,rsinf) + smﬁay (rcos@,rsinf)
fow) o o O o PCA
25.5 D) i 50 (r,0) = rbln@ax (rcosf,rsinf) + rcos@ay (rcos@,rsinf)
D5 T 2 (0,0)
258 D) e (0,3)
256 C) o (0,0 et (—1,-1). |
25.6 Q) e [(0.1) et (0.¢72). |

Fiche n° 25. Fonctions de deux variables



256 €) .. (0,0, (1,1) et (=1,-1). |

Fiche n° 25. Fonctions de deux variables 29



Fiche n° 26. Séries numériques

Réponses
26.1a).... 26.2b)........ o2 _3 26.3d)............. 26.5a).............
; 1 11
26.1b)....o 26.2¢)............ 26.4a)........... 3| 265b) T
2
26.1¢)...... 26.3a).......i....
) 2-2 1 26.4b)........ 61 26.5¢C)............
. 26.3Db)............ ¢ bes 963
26.1d)....... IR 2640).... ) -1
26.3¢)......... In(2)
26.22)............. [e] 26.4d).............

30 Fiche n° 26. Séries numériques



Fiche n° 27. Algebre linéaire

Réponses
27.18) e (3,—1)
27.1b) o (—1,3)
27.1¢) ... (9/11,2/11)
27.1d)......... (—2,4/5,11/5)
27.1¢€)..........
27.28) it
27.2D) i
27.2C) it

27.2d) .
27.2€) i
27.2 ).
27.38) i
27.3D) i
27.3C) it
27.3d). o
27.48). i (; _15)

Fiche n°27. Algebre linéaire
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Fiche n° 28. Réduction

Réponses

28.1a)............
28.1b) ...
28.1¢C) ...

32

Fiche n° 28. Réduction
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