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e. Soit n un élément de [2, +o0[.

n—1 e o
Vs € (0,1, Gu(s) = <1;S> s donc Vs € [0,1], G;(s):(n_l)% (1-2”) . (1+s> .

n—2 n—1
Alors B(N,)) = GL(1) = (n— 1) 2 (ILI> x1+<ﬂ> :(n—1)%+1:”+1-

2 2 2 2
- n+1 . .
Ainsi E(N,,) = 5 Notons que ceci vaut encore pour n =1 car E(N;) = 1. Par conséquent :
5 n+1
Vn e N*, E(N,) = 5
-1
A Exercice Soit n € N*. Utiliser G, pour montrer que V(N,,) = oy

4

Partie III : Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Piles consécutifs.
1. p:x — e " est deux fois dérivable sur R et Vo € R, ¢(z) = e~ > 0. Ainsi ¢ est convexe sur R.

La courbe représentative de ¢ est au-dessus de toutes ses tangentes en particulier de celle au point d’abscisse

0.

Ainsi Vz € R, ¢(z) > ¢’'(0)(z — 0) + ¢(0). Donc Vz € R, e > (—1) x x +1 =1 — z. Finalement:

|V:L“€]R7 1—x2e‘$.|

2. a. La série de terme général P(A;) est & termes positifs et divergente donc la suite de ses sommes

n n k—1
partielles tend vers +oco. Alors nEI}rlooZ; P(A;) = lim (; P(A4;) — Z} P(Al-)> = 400 (& un petit

n——+00

abus prés au niveau de Pavant derniére égalité).

b. Soit n un élément de [k, +oo]. P(Cp) =1— P(C,)=1—P (U Ai> =1-P <

i=k

1D

X)

Comme (A;);en+ est une suite d’événements indépendants, (A;);en+- est encore une suite d’événements

indépendants.
Ceci permet d’écrire que: P(C,,) =1 — H P(4,).
i=k

Vn € [k, oo, P(Cy) =1-[] P(&).
i=k

~

Soit n un élément de [k, +-oo[. Vi € [k,n], 0 < P(A;) =1 — P(A;) < exp(—P(A;)) d’aprés 1.



Par produit : H P(4;) < Hexp(—P(Ai)) = exp <— Z P(Ai)>.

i=k i=k

Alors P(C,,) =1~ ﬁ P(A;) > 1—exp (— zn: P(Ai)>.
i=k

Vn € [k, +oof, P(Cp)>1—exp (—

> P(Ai))~

i=k

Vn € [k, +oo[, 1 > P(Cp) > 1 —exp (— z": P(Ai)>.
i=k

Le a. tré li P(A;) = d li — P(A;) | =0.
e a. nous a montré que nJTm; (A;) = 400 donc n_l)r_{_l()@exp( Z ( l))

i=k

n
Alors lim (1 — exp (— Z P(AJ)) =1 et par encadrement on obtient :
i=k

n—-—+oo

nll}-{-loo P(Cy)=1.
n n+1
c. Vn € [k, +oo], Cn=J A c |J Ai=Cnp1.
i=k i=k

| Vn € [k, +oo[, C), C Cpi1. La suite (Cy)n>k est croissante. |

“+o0
Le théoreme de la limite monotone montre alors que P (U Ci>
i=k

P (ch) =

I3 “+oo
d. e Soit 7 un élément de [k, +oof. A; C U A =C; C U C,.
j=k n=~k

“+o0 400 “+o0
Ainsi Vi € [k, +oo[, A; € | Cn. Done | J 4i c [ Cin.
n=~k i=k n=~k
+oo
e Soit w un élément de U C,. Alors il existe r dans [k, +oof tel
n=~k

T
Or C, = U A; ; ainsi il existe un élément iy de [k, ], donc de [k,

i=k
—+o0 —+o0
Par conséquent w € U A;. Ceci acheve de montrer que U C, C
i=k n=~k

= lim P(C,)=1. Ainsi:

n——+oo

que w € C,.
+oof, tel que w € A;.

—+o00 —+o00
U A;. Finalement : U A =
i=k i=k

—+o00

U cn.

n=~k
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+o0 “+oo
WeNﬂLJ&:LJGT
n=k

i=k

Il résulte alors du ¢) que

o0
WeNﬂP(UAJ—L
i=k

+oo
A Remarque Notons que <U Ai> est une suite décroissante d’événements.
i=k keN*
—+o0 400 400 “+o0 400
Alors P (pl ( ) Al>> = kgrfm P (LJk Az) =1. Donc P (p (LJ,C Al>) = 1. Ceci ne signifie-t-il pas
= i= 1= = i=

qu’il est presque sir qu’un nombre infini d’événements de la suite (A;);en+ se réalisent 7 V¥
A Exercice 1 Justifier le dernier résultat de la remarque. V¥

A Exercice 2 En supposant simplement que la série de terme général P(A,) converge (sans hypothése
d’indépendance) montrer qu’il est presque sir que seul un nombre fini d’événements de la suite (A;);en+ se

réalisent. ¥

3. L’indépendance des lancers donne I'indépendance des événements de la suite (Pa;, N Papt1)nen+ donc de

la suite (A,,)nen--

De plus Vn € N*, P(4,)) = P(P2, N Py y1) = P(Pay,) P(P2p11) = p?. Donc la série de terme général P(A4,,)

diverge car la suite de terme général P(A,,) ne converge pas vers zéro..
—+o0

Alors, d’apres la question précédente : Vk € N*, P (U Ai> =1.
i=k

Cela signifie que la probabilité d’obtenir deux Piles consécutifs a partir du (2k)éme lancer vaut 1 pour tout

élément k de N*. Alors nécessairement :

la probabilité d’avoir deux Piles consécutifs apreés n’importe quel lancer vaut 1.




