Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.
Correction de ’exercice 3.
Correction de ’exercice 4.
Correction de ’exercice 5.

Correction de ’exercice 6. Soit K € Z([1;n]), pour k € K, on pose By, = Ay et pour k € [1;n[\K, on
pose By, = Ay, alors By, ..., B, sont indépendants (d’aprés un résultat pas trop au programme), en particulier,

n n
P( ﬂ Bk) = H ]P(Bk), ainsi,
k=1 k=1

N4 () A |=[[PA) [] Q-PAy) >0

keK ke[ 1;n\K keK ke[ 1;n\K

Or, si A = ¢, alors P(A) = 0, par contraposée, on en déduit que () Ax() [) Ak n’est pas vide. Ainsi,

keK ke[ 1;n \K
il existe xx € [ Ak() )  Ag. Ceci veut dire que pour tout k € [1;n], si k € K, xx € Ay et si
keK ke[ 1;n\K
ke[[1;n]\K, alors zx ¢ Ai. Et ce, pour tout K < [[1;n].
2([1;n]) — Q
Ainsi, on a définit une application ¢: . Montrons que ¢ est injective. Soit K et K’

K —> ITK
deux éléments de Z([1;n]). Supposons que ¢(K) = ¢(K') c’est-a-dire que zx = zgs. Soit k € K, alors
T = T € Ay donc k € K’ ceci montre que K < K'. En inversant les roles de K et K’, on obtient 1’ inclusion
réciproque, par conséquent, K = K’. Ainsi, ¢ est injective. Dés lors, #Q = #2([1;n]) = 2"

Correction de ’exercice 7.
Correction de ’exercice 8.

Correction de D’exercice 9. Imaginons le texte écrit par le singe comme une suite infinie de caracteres
rox1x2 ... = (Tk)ren et la biographie de Priscille comme une suite finie de caractéres bobibs ...by_1. Pour
i € N, notons F; I’évenement : «le singe a tapé la biographie de Priscille partant au caractere d’indice ¢ de son
texte (et donc finiri au caractere d’indice ¢ + N — 1 du texte)». Alors

N-1
= () @isr = br)
k=0

N-1 ] 1 1
Ainsi, par indépendance, P(F;) = [] — —.
! o 100~ 100N 100N

Fon, ..., F,n sont indépendants (car les caractéres ne se recoupent pas). Ainsi, la probabilité que le singe n’ait
pas tapé la biographie de Priscille en partant du caractére jN pour tous les j € [0;p] vaut, par indépendance

p 1 p+1
Pl(VFn | =(1- v
Do N ( 100N>

+00 P
Or, () Fjn < ) Fjn, par croissance de la probabilité,

7=0 7=0
+007 p
()< ()
j= =0
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(en effet, on a une suite géométrique de raison 1 — € | —1;1[) Comme les inégalités larges passent a la

1
100V
+00 +00
limite P [ () Fjn | < 0. De plus, une probabilité étant positive, on en déduit que P | () Fjn | = 0. Par passage
j=0 j=0

+00
au complémentaire, P (U F; N) = 1, ainsi il est presque str que le singe écrira la biographie (et méme qu’il
j=0
est presque stir que 'on pourra trouver une version de sa biographie qui commence a un multiple de V).
Correction de I’exercice 10.

Correction de 1’exercice 11.

+00
Correction de I’exercice 12. Comme N = [ J {n} et que les {n} sont deux & deux incompatibles, > P({n})
n=0

+00
converge et méme Y P({n}) = P(N) = 1, comme on a une série convergente, nécessairement, d’apres le cours,

son terme général tend vers 0, donc P({n}) — > 0. De méme, par définition de la somme infinie :
n—

O P({k}) —— ) B({k))
k=0 k=0

Ainsi, ]:X_O]Z]P({k}) —éjo]P’({k}) —— 0. dot Y B({k}) —— 0.

k=n-+1 n—0

Correction de ’exercice 13.

Correction de ’exercice 14. 1. Notons A,, ’événement «au cours des n lancers, on n’a pas obtenu deux
piles a la suite».
e Remarquons que A; = Q, ainsi, p; = P(4;) =P(Q) = 1.
e Ay = (PLn P) u (P n P) u (P nP). Remarquons que P n Py, Pl n Py et P| n P, sont trois
évenements deux a deux incompatibles, ainsi P(Az) = P(Py N P) + P(Py n Py) + P(P, 1 P,), de plus
par indépendance des lancers,

o _ — 1 1 1 1 1 1 3
P(Az):P(Pl)P(P2)+P(P1)P(P2)+P(P1)P(P2)25 XotagXgtyX5=7

o A3 = (P nPyn P;)u (P n Pyn Ps), comme les événements (Py n Py n P3 et P n Py n Py sont deux
a deux incompatibles, on en déduit que

P(Tg) = P(Pl NPyn ?3) + P(?l N Pyn Pg)

De plus, par indépendance, on obtient

_ - — 1 1 1 1 1 1 3
P(Ag) = ]P(Pl)]P’(PQ)P(P3) +P(P1)P(P2)P(P3) = 5 X 5 X 5 + 5 X 5 X 5 = g
Dot P(Ag) — g

2. Remarquons que Q = P19 U Pyyg et Pyio = Phion Q = Pyion (Pyy1 U Pyy1), par distributivité,
Poio = (Pot2 0 Prg1) U (Pat2 0 Poya), ainsi, Q@ = (Poga 0 Prg1) U (Prg2 0 Pos1) U Pygo. De plus,

(Pn+2mPn+l)m(Pn+2“Pn+l):(Pn+2“Pn+l)mPn+2:(Pn+2mpn+l)mpn+2:®

Ainsi, les trois événements proposés forment bien un systéeme complet d’événements.

3. D’apres la question précédente on a un systéme complet d’événements, ainsi d’apres la formule des pro-
babilités totales :

P(Any2) = P(Apy2 0 (Pot1 0 Puy2)) + P(Aps2 0 (Pry1 0 Pag2)) + P(Apya 0 Pry2)

Avec :
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o Apion (Poi1 0 Pyyo) = O, en effet, lorsque 1'événement P, N P,49 se produit, il y a deux piles
d’affilée.
e Apion (Pay10 Paugo) = Ay 0 Pyy1 0 Pooo, en effet, il faut et suffit qu’il n’y ait pas deux piles d’affilée
dans les n premiers lancers si le n + 1-iéme n’a pas donné pile.
e Apion Pyio = App1 N Puio, en effet, sile n + 2-iéme lancé est face, il faut et suffit qu’il n’y ait pas
deux piles d’affilée dans les n + 1 premiers lancers.
Ainsi,

P(An+2) = P(J) + P(An 0 (Pt 0 Pag2)) + P(Ant1 0 Prgo)

Remarquons que A, et P,t1, P12 sont indépendants (car les n + 2 lancers sont indépendants), de méme

Apt1 et Ppio sont indépendants, donc P(A,12) = 0+ P(A,)P(Pyy1)P(Pri2) + P(Ap4+1)P(Pyy2), donc
1 1 1

5 %3 + Ppy1 X 3 Ce qui est bien la relation demandée.

4. La suite (pp)nen est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants dont I’équation

1 \/g
,i —
2 4

1 1 1 5
caractéristique est 2 — —r — - 0 dont le discriminant vaut 1 +1= T ainsi, les solutions sont — =

2
1++/5 1++/5\" 1—+5\"
_4\f. Des lors, il existe (A, B) € R? tel que pour tout n € N*, p, = A ( i f) +B ( f) .

Pn+2 = Pn X

2 2

1 5 1—4/5 1
Remarquons que v/5 < v/9 = 3, donc 0 < +4\f <let0>1—4/5>—2donc0 > 4\f >—§,dés
1++/5\" 1—+/5\"
lors, < * \f> 0 et < f) 0, par somme de limites, p, —— 0.
4 n—00 4 n—00 n—00

+00 +0
5. On cherche a calculer P ( N Dk>. Or, pour n € N* (| Dy < D,, par croissance de la probabilité
k=1 k=1

+00
P ( N Dk> < P(D,) = pn — 0. Comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite,
k=1 n

+00 +0
P < N Dk> < 0. Or, une probabilité est positive, il s’ensuit que P ( N Dk> = 0. Ainsi, la probabilité de
k=1 k=1

ne pas obtenir deux piles consécutifs est nulle. Par conséquent, I’évéenement «on va obtenir au moins deux
piles consécutifs» est presque sir.
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