Exercice O

1. Pour A =5 et n € N, en reconnaissant une somme télescopique :

n g+l 1
Z (Ug41 — Uk) = Unt1 — Uo = 11522 o
k=0
— _— — 5n+1 5n+1 1
n+ n+ ~ /rl/+ . . ~ — . .
Or, comme 5 — % 145 5 , ainsi, ¢ T ST A — 0, ainsi,
n 1 +00
> (ug+1 — up) —— —=. Par conséquent, la série > (up+1 — uy,) converge et > (Upy1 — Up) = —=
k=0 now 2 n=0 2

2. Soit A € ]0;1[, remarquons que 0 < u, < A" (car 1+ A?" > 1), or Y. \"* converge (série géométrique
de raison A € | —1;1[), par comparaison de séries a termes positifs, > u,, converge.
3. def SommePartielle(n,x):
S =0
for i in range(n+1):
S =8 + x#*¥i/(1 + x**(2%i))
return S

4. Soit Ae R :
e Si A = 0, pour tout n € N* w,, = 0, v, = 0 et wy, alors w, ~ 1, mais (u,), et (v,), n’ont pas
d’équivalent.
e Side]—1;1[\{0}, A\2" P 0, ainsi, 1 + A" ~ 1, par quotient d’équivalents, u, ~ A", v, ~ A?"
et w, ~ 1.
e Side{l,—1}, Un = 55 Un = Wn = 5, dans ce cas, un~?etvn~§etwn~f

e Side]l;+0[u]-0;—1[, A2" +1 ~ A" par quotient d’équivalents, wu, ~ ~—
Wy, ~ )\—2n
5. e Si XA =0, alors > u, et > v, convergent mais > w,, diverge grossiérement.
e SiAe |—1;1[\{0}, |un| ~ |A|™ Or, D |A|™ converge (série géométrique de raison \ € |—1;1][),
par théoréme de comparaison de séries & termes positifs, > |u,| converge, donc > u, converge

absolument donc converge. De plus, Y. A>" converge (série géométrique de raison A € | —1;1[), par
théoréme de comparaison des séries a termes positifs, >’ v, converge. Comme, w, ~ 1, w,, —— 1,

n—aoo
donc Y w, diverge grossiérement.
e Si\e {—17 1}, Un m’ 5, Wn, m 57 siA= ]., Unp, m letsi A= —1, (un)n n’a pas de hmlte,

dans tous les cas, Y up, >, v, et > w, divergent grossiérement.

e SiAe ]l;40[u]-0;—1[, [un| ~ [A7Y", or |A7Y € ]—1;1[, donc D) |A"Y| converge (série
géométrique dont la raison appartient a | —1;1[), par comparaison des séries & termes positifs,
> |un| converge, donc >’ u, converge absolument donc converge. v, ~ 1 donc v, —— 1 ainsi,

n—a0
Sv, diverge grossierement. |w,| ~ |[A72|?, or |A7%| € ]—1;1[, donc > |A"2|" converge (série
géométrique de raison appartenant a | —1;1[), par théoréme de comparaison de séries & termes
positifs, > |wy| converge, donc > w, converge absolument donc converge.

- Condition |\ 1 | \j=1 | |A/>1
Série
Dty converge | diverge | converge
D vn converge | diverge | diverge
> wn, diverge | diverge | converge

TABLE 1 — Nature des séries en fonction de \.
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nﬁl 1 1 ﬁ 1 1
s (1 ) = (g ) (1) = (10 5 )
n Pl ok on+1 =0 ok on+1 n

n 1
3. (a) Soit n = 2, en isolant le terme pour k = 0, u, = 2 [| (1 + 216), remarquons que pour tout
k=1

1 n 1
kel[[l;n], 1+ ok > 1, ainsi, [] <1 + 2k> > 1, par conséquent, u, = 2.
k=1

1

(b) D’apres la question 2, up41 = (1 + 2n+1> U, comme u, > 0 (produit de nombres strictement

positifs) et <1 + ) > 1, on en déduit que u,41 = uy,, ainsi la suite (u,) est croissante.

on+1
(c) On pose f: x — x — In(l + =), par composée et par somme, f est dérivable sur | —1;+00],

flie—1-— N
1+ 1+z
e Sur | —1;0], f est négative, donc f est décroissante sur | —1;0], ainsi six € | —1;0], f(x) =
£(0) donc x — In(1 + x) = 0.
e Sur [0;+00[, f/ est positive, donc f est croissante sur R, ainsi, si x = 0, f(z) = f(0) donc
xz—In(1+x)=0.
Ainsi, par disjonction de cas, on a montré que pour tout x > —1, In(1 + z) < x.

(d) En utilisant la question 3c :

2k

1 n+1
1—(Z=
= 1 51 (2) 1
ln(un)=21n<1+2k><2= 1 < T =2
k=0 k=0 3

4. La question 3d montre, par croissance de ’exponentielle, que, pour tout n € N, u,, < e2. Ainsi, la
suite (uy), est majorée comme elle est aussi croissante, on peut en conclure qu’elle converge d’apres

le théoreme de la limite monotone. Comme pour tout n € N, 2 < u,, < e?, par passage & la limite dans

les inégalités larges, on en déduit que £, la limite de (uy,)n, vérifie 2 < £ < e?.

5. (a) Comme u, — ¢ et que le logarithme est continue en ¢, In(u,,) — In(¢), comme le logarithme
du produit est égale a la somme des logarithmes :

& 1
k=0
1 pa=S 1 n 1
Ainsi, la série Y In (1 + 2n> converge et In(¢) = > In (1 + 216) . En retirant In(uy,) = >, In <1 + 2k>
k=0 k=0
a cette égalité, on obtient
(0)-2 ()
In{— | = In {1+
k
Un k=n+1 2

1 1
(b) Comme, pour tout k € N, In (1 + 2k:> < ok par croissance de la somme,

¢ R AN e et |
()= 2 G) s
2

k=n+1

l L
De plus, In <> est la somme d’une série a termes positifs, donc In <> = 0.
Unp, Unp,
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Exercice 2

1.
2.

4.

D.

2 1
Au premier tirage, il y a 2 boules noires sur un total de quatre boules, ainsi, P(B;) = 1= 3

A et By forment un systéme complet d’événement, en effet, au premier tirage on a obtenu une boule
blanche ou une boule noire et ces deux cas sont incompatibles, ainsi, d’apres la formule des probabilités

totales :
P(B2) = P(B2|B1)P(B1) + P(B2|A1)P(A1)

Or, si on a tiré une boule blanche au premier tirage on s’arréte 1a et il n’y a pas de second tirage,

donc P(Bz|A;) = 0. Si on a tiré une boule noire au premier tirage, au moment de faire le second tirage

2 1
il y a donc 2 boules blanches et 2 + ¢ boules noires, ainsi, P(B3|B;) = te et P(A;) = 3 ainsi,

4+c
24+c 1_2+c

X — = .
4+c¢ 2 8 + 2¢

P(Bs) =

. La famille (A;,)pen* U B est un systéme complet d’événements. En effet au cours, de 'expérience soit

on finit par obtenir une boule blanche soit on en obtient jamais. Si on en obtient une alors on est dans
I'un des A,, et I'un seulement car on s’arréte-la les tirages (on ne peut donc tirer une boule blanche a
un tirage ultérieur)

(a) Sic =0, soit n € N*. Pour observer I’événement A,,, il faut avoir tiré que des boules noires aux
n — 1 premiers tirages avant d’avoir une boule blanche au n-iéme, ainsi :

n—1 L
= ()Bkn B
k=1
D’apres la formule des probabilités composées,

P(A,) = P(B;) x ]_[ Bk\ﬂB xPB\ﬂB

e contenu de 'urne au k-ieme tirage ou au n-ieme tirage n’a pas changé, ainsi,
1 1
X = = —.
2 2n
+00
(b) Comme, on a un systeme complet d’événements, » P(A,) converge et > P(Ax) + P(B) = 1,
k=1
. Z 1 1 1 . . .
ainsi, P(B) =1 — ), oF = 1— 3 X —71 = 0. Deés lors, (A,)pen+ est un systéme quasi-complet
k=1 1_ =
2

d’évenements.
Az = By n By n Bz, d’apres la formule des probabilités composées :
1 2+c¢ 2 2+c 1

P(As) = P(B) x P(Ba| Br) x P(B| By 0 Ba) = 5 < X o = 0 590 ~ 2 1 0

En effet, si une boule noire a été tirée au premier tirage, il y a avant de faire le deuxieme tirage 2 + ¢
boules noires et 4 + ¢ boules au total, si on a tiré une boule noire aux deux premiers tirages, il y a,
avant de faire le troisieme tirage, 2 boules blanches et 4 4+ ¢ + ¢ boules au total.

n
. Par définition de E,,, F,, = () Bg. Ainsi, d’apreés la formule des probabilités composées,

k=1

n k—1
P(E,) = P(B1) x [ [ P(Bxl () B:)
k=2 =0

Or, au moment de faire le k-iéme tirage, on a déja fait k —1 tirages et on a donc rajouté (k—1)c boules

k—1 2+ (k—1)c
. 7 . -7 P(B B;) = T N
noires, alnsi ( k’ZDO l) 4+ (k _ 1)6

& (k—1)c o -l
1:[ (k— 0711:[

ainsi, en effectuant un changement d’indice j =k — 1 :

»Jk\l\b

1:[12+jc
]:04+jc
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7. (a) Comme ¢ = 1, en utilisant la question 6, et en effectuant des changements d’indices :

n—1 n+1
o(2+]) L1 F 2x3 6
P(Ey) = 2= == -
;(4+3) liljl (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)
J= i=

Comme B c E,, par croissance de la probabilité, P(B) < ]P’(En) — 0, comme le passage a la

limite conserve les inégalités larges, on en déduit que P(B) < 0, par p081t1v1te de la probabilité,
on en conclut que P(B) = 0.

(b) Soit n € N*, A, = E,_1 n A,, en effet, réaliser le n-iéme tirage demande d’avoir effectué les
n — 1 premiers et avoir obtenu que des boules noires lors de ces n — 1 premier tirages. Ainsi,
P(A,) = P(E,—1)P(A,|E,—1). Or, si I'événement E,_; est réalisé, juste avant de faire le n—ié2me

n+3

tirage, il y a 2 + (n — 1) = n + 1 boules noires et 2 boules blanches, ainsi, P(A,|E,—1) =
6

et FE) = D )

par produit, on obtient :

12

P = D D+ 3)

8. (a) En reprenant le résultat de la question 6 avec ¢ = 2, on obtient

n—1 n—1
2+ 2k 1+k 1
PE,) =[] =222 =
(En) ]1:[04+2k g2+k n+1

(ol on a reconnu un produit télescopique). On peut en déduire que P(E},) — 0. Or, remarquons
n—

que B ¢ E,, par croissance de la probabilité, P(B) < P(E,,), comme le passage a la limite conserve
les inégalités larges, on en déduit que P(B) < 0, par positivité de la probabilité, on en conclut
que P(B) = 0.

(b) Soit n € N*, alors A,, = E,,_1 n A,, ainsi, P(A,) = P(E,—1)P(A,|E,—1), or si 'événement E,_;
est réalisé, juste avant de faire le n-iéme tirage, il y a 2 + 2(n — 1) = 2n boules noires et 2 boules

1
blanches, ainsi, P(A,|F,—-1) = et P(E,—1) = —, par produit, P(4,) =
n

)

2n + 2
9. (a) En passant a I'inverse le résultat de la question 6, on obtient :

(24 ke)+2 T
1:[ 2+ ke :U<

Puis en appliquant le logarithme, on obtient bien :

n—1 92
—In(P(E,)) = In(1+
(P(En)) k;) ( 2+k:c)

2 2 2 2
In(1 ~ i In{1 ~ ~ — —
(b) Comme In(1 + x) Sy Ton obtient que In < +3 n nc> niw 3ame "~ e OF comme > s

diverge (série harmonique & une constante non nul multiplicative pres), par théoréme de compa-

n(n+ 1)

2
raison des séries a termes positifs, > In (1 + ) diverge, Or, si on note, pour n € N* la
ne

3 <1 b2 )

n = n

= 2+ ke

Or, nous sommes en présence d’une série a termes positifs, (S, )nen* est croissante, comme elle

diverge, d’apres le théoréme de la limite monotone, Sy, — % ainsi, — In(P(E,)) — %
n— n—

somme partielle

soit In(P(E,)) — -, et comme e® —— 0, on peut en déduire que P(E,) —= 0 Or,

Tr—>—00
remarquons que B c E,,, par croissance de la probabilité, P(B) < P(E,,), comme le passage a la
limite conserve les inégalités larges, on en déduit que P(B) < 0, par positivité de la probabilité,
on en conclut que P(B) = 0.
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