[% Chapitre 1

Séries numeériques

Prérequis :
e Sommes
e Suites
Objectifs :
e Donner un sens a une «somme infinie» lorsque c’est possible.
e Déterminer si c¢’est possible.
e Le cas échéant, calculer cette somme si c’est possible.

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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Dans tout ce chapitre, (uy, )neny € RY désigne une suite réelle.

1 Généralités sur les séries

-
Déﬁnition d’une série
n
On note pour tout n € N, S, = > ug. On appelle série de terme général u,, la suite (Sp,)nen. Le terme S, est la

k=0
somme partielle d’indice n de cette série. On note Y, u, = (Sy), la série de terme général w,,.

Remarque 1. Sy = ug, S1 = ug + uy, So = ug + uy + us ete.

‘ ’ o . . ’ .
Deﬁnltlon de la convergence ou de la divergence d’une série et somme

On dit > u, converge (respectivement diverge) lorsque la suite (S, )nen converge (respectivement diverge).
+00

Si la série Y u,, converge, on appelle somme (infinie) de la série Y u,, la limite de (S,,)n, notée Y ug

+00 n
Z up = lim S, = lim Z Up
P n—+oo n—+aoo -

=

6
Se = Y, 5
k=0
S

FIGURE 1 — Les séries géométriques (avec ¢ = 1/2) : piece of cake

=
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n
Remarque 2. Si (uy)n>n, est une suite définie & partir de ng, on définit de méme > w,, par ( > uk) , et en
0 k=no
n=no

+00 n
cas de convergence, on note Y, wup = lim > wug.

k=n0 n—+00 k='ﬂ0
+00 qno
Exemple 1. Si g€ R, alors >, ¢" converge ssi |q| < 1 et dans ce cas > gt =
n=ng n=ngo 1- q

L/ o . . . . .
‘ Proposition n°1 : espace vectoriel des séries convergentes et linéarité de la somme

+o0 +o0 +00
Soient des séries convergentes Y, un, Y, v, et A € R, alors X, Auy, + vy, converge et Y, (Aup+v,) = A X, up+ X, vy
n=0 n=0

n=0

Remarque 3. Si > u, converge et > v, diverge, alors >, u, + v, diverge.
Si > u, diverge et Y, v, diverge, alors on ne peut rien dire de > u, + vy,.

L/ o . o . ’ .
“®| Proposition n° 2 : condition nécessaire de convergence
| Si la série Y, u,, converge, alors u, — 0.
n—00

Remarque 4. Par contraposée, si u, 0, alors la série > u, diverge, on dit que > u, diverge grossiérement.
o0

n + cos(n)
n

Exemples 2. Si |g| = 1, alors > ¢™ diverge grossiérement tout comme > n, |

;2. (=D™

fConvergence des séries télescopiques

n
Comme Y, (ug+1 — Uk) = Unt1 — U, la série D (un+1 — uy,) converge ssi la suite (uy,), converge.
k=0

Exemple 3. La série _—
P 2 nln T )

est convergente et sa somme vaut 1.
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FIGURE 2 — Convergence de Y — vers e”.
n!

2 Comparaison des séries a termes positifs

R/ S o . . ’ . .~ oy
\‘ Proposition n° 3 : comparaison de deux séries a termes positifs

Soient >, uy, Y, v, deux séries & termes positifs telles que : dnge N Vn >=ng 0<u, <v,
+00 +00

1. Si la série > v, converge, alors la série > u,, converge et DUy < Y vy
n=no n=no

2. Si la série >, u, diverge, alors la série Y, v, diverge.

1 In(n)

E les 4. Etude de la nature des séri t
xemples ude de la nature esserleszn2+lln+3e M

@ Proposition n° 4 : séries dont les termes sont équivalents

Soient > uyn, Y, v, deux séries & termes strictement positifs telles que u, U Alors Y v, et > u, ont méme
[ee}

nature.

1
n+In(n)’

Exemple 5. Etude de la nature de la série Y
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3 Séries absolument convergentes

‘ ’ o . 2’ .
Deﬁnltlon d’une série absolument convergente

| On dit qu'une série Y u, converge absolument si la série Y |u,,| converge.

L. cos(n
Exemple 6. La série Y, (2 ) est absolument convergente.
n
Remarques 5. e Pour étudier la convergence absolue, on utilise les outils vus précédemment & la série Y |uy,|.
e Soit > u, une série & termes positifs, Y u, converge si et seulement si elle converge absolument.

Remarque 6. La réciproque est fausse pour une série de signe quelconque.

_1)n )
(=1) —, alors > u, converge, mais ne converge pas absolument.

Exemple 7. Posons Up = m

4 Complément hors programme

PR . .U JUTT -
Remarque 7. Ce théoréme est hors programme, dans les faits si — ——— 0 avec . p, une série & termes positifs et
pn n—oo

convergente, alors on démontre que Y u,, converge absolument en calquant la preuve.

Exemple 8. Montrer que Ze_\/ﬁ converge.
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5 Cartes mentales

Dérivation

Décomposition
éléments
simples
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