Loi de variables aléatoires discretes

Exercice 1 (x Rai). Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N*, on
a

suppose qu'il existe a € R tel que pour tout n € N*, P(X =n) = m
Déterminer la valeur de a.

Calculer la fonction de répartition de X et tracer-la

Ecrire, sous la forme d’une somme, la probabilité que X soit impair.

X admet-elle une espérance ?

AR o S

*x Calculer la probabilité que X soit impaire, on pourra utiliser qu’il

no1
existe v € R tel que Y = In(n) + v+ o(1).
k=1

Exercice 2 (» Rai). Soit X une variable aléatoire dont la fonction de
répartition est Fx, telle que pour tout ¢ < —2, Fx(t) = 0, pour t €

1
[—2;2], Fx(t) = 3 pour tout t € [2;3[, Fx(t) =
Fx(t) = 1. Déterminer la loi de X.

3 et pour tout t = 3,

Exercice 3 (» Rai). Léa lance un dé une infinité de fois, on note X le
numéro du lancer amenant le premier 1. Si X est pair, Léa gagne X euros,
sinon, Léa perd X euros. On note G son gain algébrique. Déterminer la loi
de X, celle de G, puis montrer que GG admet une espérance et calculer-la.

Exercice 4 (x Cal, Rep). 1. Si X ~ %(3,1/2), tracer la courbe de Fx
sa fonction de répartition.

2. Idem pour X ~ ¥(1/2).

Exercice 5 (é* Cal). Si X ~ %(p) et Y ~ 9(q) avec (p,q) € ]0;1[2,
avec X et Y indépendantes.

1. Déterminer P(X =Y).

2. Déterminer P(X < Y).

Exercice 6 (x Rai). Soit pe |0;1[ et X une variable aléatoire a valeurs
dans N* dont F'x est la fonction de répartition, on suppose que pour tout
neN* Fx(n)=1-—(1—-p)", déterminer la loi de X.

Exercice 7 (xx Rai). Considérons une piece dont la probabilité d’obtenir
pile est p € ] 0;1[. Les lances sont indépendants. On lance la piéce autant
de fois que nécessaire pour obtenir deux piles. Et on note X le nombre de
lancers nécessaires pour obtenir ces deux piles.
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1. Déterminer P(X =0), P(X =1), P(X = 2) et P(X = 3).
2. Plus généralement, déterminer la loi de X.

3. Démontrer que X admet une espérance et calculer-la.

Exercice 8 (** Rai). Soit X suivant une loi de Poisson de paramétre
A = 0 et Y suivant une loi de Poisson de paramétre p > 0, on suppose
que X et Y sont indépendantes, déterminer la loi de X + Y.

Exercice 9 (x Rai). Valentin a X euros dans son portefeuille ot X est

une variable aléatoire a valeurs dans N tel que pour tout n € N, P(X =
pn

)= (1 +p)ntt

1. Démontrer que I'on a bien défini ainsi une variable aléatoire.

avec p > 0.

2. Démontrer que X admet une espérance et une variance a calculer.
3. Valentin veut aller au cinéma, la place cotite M € N* euros, calculer la
probabilité que Valentin est assez d’argent pour s’acheter son billet.
Exercice 10 (x** Rec). Soit X une variable aléatoires discrete et m € R,

1 1
on dit que m est une médiane de X si P(X <m) > B et P(X =>m) > 7

1. Démontrer que si X ~ %(1/2), alors X admet plusieurs médianes.

2. Si X est quelconque, montrer que X admet au moins une médiane (on
pourra admettre que la fonction de répartition est toujours continue
a droite ainsi que l'exercice 11 du TD2).

Exercice 11 (x Rai). On dispose d’une infinité de boites numérotées
par un numéro appartenant & N*. La boite numéro n contient n boules
numérotés. On choisit une boite et on note X son numéro, on suppose que

pour tout n € N* P(X =n) =

on tire une boule dans cette boite et on note Y son numéro.

.- Puis une fois que l'on a fait ce choix

1. Démontrer que X est bien une variable aléatoire.
2. Déterminer la loi de Y.

3. X et Y sont-elles indépendantes ?
Espérance, variance

1
Exercice 12 (»x Cal). Soit Z2(\) avec A = 0. Calculer E (1—|—X>
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Exercice 13 (xx Rai, Cal). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans
N admettant une espérance.

1. Soit n € N, démontrer que >, P(X > k) = (n + 1)P(X > n) +
k=0

éﬂP(X ~ )

+00
2. Démontrer que (n+ 1)P(X >n) < >, kP(X =k)
k=n+1

3. En considérant la somme partielle et la somme de la série > kP(X =

+00
k), démontrer que >, kP(X =k) —— 0.

k=n+1 n—oa
+00
4. Conclure que >, P(X > n) converge et E(X) = > P(X > n)
n=0

Exercice 14 (x Rai). Soit X suivant une loi de Poisson de parametre

X
)\>0,0nposeY=4{2J—2X—|—1.

1. Déterminer la loi de Y.

2. Calculer 'espérance et la variance de Y.

n
Exercice 15 (xx Cal ©). 1. Soit t € [0;1[, calculer Y t*

k=0
2. Soit x € ]0;1[, intégrer sur [0;z ], la relation obtenue & la question
précédente.
xtn+1
3. Démontrer que J dt —— 0.
0 1—t¢ n—o0

n

x
4. Conclure que ), — converge et que sa somme vaut —In(1 — z).
n=1

1
5. Soit X ~ ¥ (p) avec p € ]0;1[, montrer que bd admet une espérance

et calculer-la.

1
— converge, on note

Exercice 16 (x Rai). 3
n

1. Justifier que la série )’

n=1
S sa somime.

2. Justifier qu’il existe ¢ € R et X une variable aléatoires a valeurs
a
dans N* tel que pour tout n € N*, P(X =n) = —.
n

3. Montrer que X admet une espérance et déterminer-la.
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4. Est-ce que X admet une variance ?

Exercice 17 (» Rai). Soit n € N* et X suivant une loi géométrique de
1
parameétre —.
n
1. Montrer que P(X > n?) <
2. Montrer que P(|X —n|>n) <1
1
3. Montrer que P(X >2n) <1-— —.
n
Exercice 18 (x » x Rai ©). Soit X et Y deux variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi et prenant des valeurs dans R* et admettant une

. 1 1 .
espérance telle que bd et v admettent des espérances.
. X .
1. Démontrer que v admet une espérance.

X
2. Démontrer que E (Y) = 1.

Exercice 19 (»* Rai ©). Soit X une variable aléatoire, on dit que X
admet un moment d’ordre k si X* admet une espérance.
1. Montrer que pour tout z € Ry, z < 1 + 22

2. En déduire que si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet un
moment d’ordre 1.

3. De maniere générale, si X admet un moment d’ordre p pour p € N*
alors il admet un moment d’ordre g € N* si ¢ < p.
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