Exercice 1 : pot pourri de questions de sup

2 28 R
1. In(1+ ) =%~ 7t 3 + o(z3), ainsi, sin(In(1 + z)) = sin (x -5 T 3 + O(x3)) = sin(u) avec
xTr—>
2 3
u=:z—%+%+0(a:3), alors :

o u? =122 — 3+ o(2?)
o ud =123+ o(2?),

e Comme u? ~ 23, on 0(u?) = o(x?).
Des lors :
. . u? 3
sin(In(1 + x)) = sin(u) = v — i o(u?)
2 3 3 3
- (x — % + % + O(x?’)) ) +§(x ) + o(x?)

3;2 3

T T 3
=2z 2+6~|—(9(m)

2. On a une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants dont 1’équation caractéristique est
r?2+4+3r—10 = (r+5)(r—2) = 0. Ainsi, il existe (4, B) € R? tel que pour tout n € N, u,, = A(—5)"+B2".
Pour n =0 et n = 1, on obtient le systéme suivant que I'on résout :

5 - 6
A+B = 1 _ A+B =1 — 7
—5A+2B =1 LyclLyts1, | 7B = 6 _ 1
7
=5)" 6 x2"
Deés lors, pour tout n € N, u,, = ( 7) + X7 .
3. En posant le changement d’indice j = k + 2, on obtient, en reconnaissant la formule du binéme de

Newton :

ey
=2

( 1+2n—(”2_1) i< ) —2)j>
5

J
=2 —1+4n —2n? +Z(> 21" J)
=2(—1+4n—2n*+ (1 —-2)") = =2+ 8n — 4n* + 2(—1)"

4. Onpose f: z — e™ +arctan(x), par somme de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R et pour

tout z € R, f'(z) = ne™ +

522 > 0 (par somme d’un terme positif ou nul et d’un terme strictement
x
positif). Ainsi, f est strictement croissante sur R et continue. Deés lors, d’apres le théoreme de la

bijection strictement monotone, f réalise une bijection de R vers f(R) = ] xli@m f(z) ;xlir-%r—loo f(z) [
T T T
e Sin=0, f(x )—+>1+§etf( )ml—§etdoncf(R):]1—§;1+§[
e SineN* f(x)

et f(z) —— —g et donc f(R) = ] —g;mo [
Dans tous les cas, 2 € f(R), ainsi, il existe un unique x € R tel que e"™* + arctan(x) = 2.

Tr—+00 r——00

5. D’apres la question précédente, —3 ¢ f(RR), ainsi I’équation f(z) = —3 n’a pas de solution dans R.

6. On pose g: © — cos(z) — z, alors ¢g(0) = 1 et g(7/2) = —n/2, ainsi, g(7/2) < 0 < g(0), de plus, g
est continue sur [0;7/2], d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe € [0;7/2] tel que
g(x) = 0 et donc cos(x) = =.
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Exercice 2 : des séries a binge-watcher

1. Soit n € N* en reconnaissant une somme télescopique :

n

l;lln <1 + k:) = kglln <k‘> = l;lln(k‘—k 1) —In(k) = In(n + 1) ——

1
Ainsi, )] In (1 + ) diverge.
nx=1 n

2. Remarquons que le discriminant de 2X? —nX + 2 est strictement négatif, ainsi ce polynéme du second

degré est strictement positif. Ainsi, pour tout n € N, 3n2 — n + 2 > n?, par passage a l'inverse,

1 1
0< ————< —.0r — converge, par théoréeme de comparaison » ———
3n2—n+2 " n? ’Zn2 &% P P ZZ’mQ—n—I—Q

3. Par croissance comparée, n® + In(n) ~ n® et 2n7 + n(—1)" ~ 2n”, par quotient d’équivalent

converge.

n® + In(n) n® 1

oanT +n(—1)" 207 202
n® + In(n)

1 1
Or, > — converge, par linéarité, >’ —— converge, par comparaison de séries a termes positifs, Y ————-—
2 ge, p 25 ge, p p P 25 =T

2
converge.

Tr—>

2
1
4. Utilisons le développement limité de cos en 0 & l'ordre 2 : cos(x) =, 1— % + 0(x?), ainsi, cos () =
n

1 1 1 1 1 1

l-—5+0| — |,ainsi,cos | — | -1 = —— 40| — | ~ —=——. En multipliant par —1, on obtient que
2n?2 n2 n n2 n2 2n2

1

1 1 1 1
1 — cos <n> ~ 5 Comme ] —3 converge, > (1 — cos (n)) puis par linéarité, > (cos (n) — 1)
converge.

Exercice 3 : un probléme a deux balles

1. import matplotlib.pyplot as plt

def fn(x,n):
if x >= 0 and x < 1/n:
return n*n*x
if x >= 1/n and x < 2/n:
return 2*n-n*n%*x
if x >= 2/n and x < 1:
return O

def Graphe(n):

A= 1]
0=1[]
h = 1/1000

for i in range(0,1001):
A append(i*h)
0.append (fn(i*h,n))
plt.figure()
plt.plot(A,0)
plt.title("Graphe de $f_"+str(n)+"$")
plt.show()

Graphe (3)

Graphe (4)
Graphe (5)
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2. En décomposant par Chasles :

1 1 2 1 2027w n2e2 7%
an(a:)darzf n%dx—i—f 2n—n2xdm+J0dx:[ ] +[2nx— ] +0=1
0 0 1 2 2 1 2 |1

. . 2 2
3. Slazz(),alorsfn(a:)zomo. Sl$€]0,1],alorsp0urn>;,0nax>ﬁetdoncfn(x)=0m

0. Dans tous les cas, f,(x) —0.
n—

1 1 1
4. Ainsi, J nliqlw fn(z)de = JOO dz = 0 tandis que nlirme fo(z)dz = lim 1 = 1. Ainsi, on peut en

0 n—+ac0
conclure que

fl lim f,(z)dz # lim ffn

0 n—+o0 n—-+00

-2 2 1
5. Considérons f et x — 1 cos < n2+ m), ce sont deux fonctions de classe €' dont les dérivées
n
2n +1

sont respectivement f’ et x — sin < x), ainsi par intégration par parties :

ff(m)sm (2”;193) dz = [f(:z)Qn_ilcos<2n+l ﬂ Jf <

o 2f(0) 2 ) o+ 1
—0+2n+1+2n+1Lf(x)cos 5% dz

2 1
COS< n2—|— 1:)) dx

. 210
2n +1 n—oow
e D’apres l'inégalité triangulaire :

2 T 2 1
ff’(:n)cos "E) de
2n + 1 0 2

2 s
“mri)
2n+1 0

2 T
g | 1@

2 T
g | @)l s

2 [T om + 1 9 (7
dx dr < ! d
2n—|—1f0|f($)| S on +1ff COS( 2 ) . 2n+1f0|f(x)| v

Comime, la majoration et la minoration obtenues tendent vers 0 quand n tend vers +00, d’apres le

2 . 2n +1
,2n+lfof(x)cos< 5 m>dxm0.

g 2n +1
Par somme de deux suites de limite nulle, on peut en conclure que J f(z)sin ( x) = 0.
0 n-

6. Soit z € ]0;7], en utilisant la relation cos(z) = Re (e'*), puis la formule de Moivre puis la somme
des termes d’une suite géométrique de raison e'* avec e'* # 1, on obtient :

1 . i 1 n . 1 . 1— inz
Sn(l‘) = 5 + Z Re(elkm) = 5 + Re (Z elkw> = 5 + Re <em: % 1_eelx>

f'(x) cos <2n2+ 1:6) dx‘

2n +1
cos< n2 x>‘ dx

<

<

Ainsi,

théoréeme d’encadrement

k=1 k=1
nw
jne —ing ine —2isin (—)
1 - _
= - +tRe e”xeii xe_i ei; — -~ +Re|el®xel" T x 925
2 e 2 e 2—ez 2 —2isin (§>
nx nx
1 o sin (—) 1 sm( .
= - +Re el%mxi‘% :7+7‘% Re(el%lx)
i in(3) /) * o (3)
+1
sin (%) n4 1 sin (g) + 2sin (%) cos (n 5 m)
=-+ sin<£> cos( 5 :1:> = =
2

2sin (5)
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sin(a +b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

sin(a —b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)" Par somme, on obtient

Or, pour tout (a,b) € R?, {
sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b)

nx n +
Aveca= — et b= Ta:, il en découle que

2
. 2n+1 e < x) 94 (nx) n+1
_— = JE— €
Sin 9 xr S1n 9 S1n 9 COS 9

x
Par imparité du sin et en faisant passer sin (§> de l'autre c6té de ’équation, on en conclut finalement

que
. (2n+ 1 )
sin > T
Sula) = — -
2sin <§>

1
7. Les fonction z + axz? + bz et x — —sin(nz) sont de classe €1 sur [0;7] de dérivées respectives,
n

x — 2ax + b et x — cos(nz), ainsi par intégration par parties :

f:(aggz + br) cos(nz) dz = [(Mz ) Sinfzm)]: _ JO ”%(mﬂ + b)% sin(nz) dz

1 s
=0- f (2az + b) sin(nx) dz
nJo

— cos(nzx)

Remarquons que = +— 2az + b et x — sont de classe ¢! sur [0;7] de dérivées respectives

n
x — 2a et x — sin(nz), ainsi par une nouvelle intégration par parties :

J "(a2? + ba) cos(ne) du — — ({—(m ) COS(”@]ﬂ _ r2a_cos<m’) d:c)

0 n n 0 0 n

— L (@ar+b)(=1)" =) + 0

n2

8. On souhaite donc trouver a et b tel que pour tout n € N, (2aw + b)(—1)" — b = 1. Il suffit donc de

1
choisir a et b tel que (2am +b) =0 et b= —1. On prend donc b = —1 et a = o
™
1
9. Prenons donc b= —1et a = o alors, en utilisant la linéarité de 'intégrale :
T
u u 1 n
f (az? + bx)S,(z) do = f (az® 4+ bx) | = + 2 cos(kx) | dx
0 0 2 k=0

0 k=1"v0
azr? bx2]7r LA
ol vl 3
{6 4 |, k:lk
ar® b2 w2 72 2
=—+—4+85,=—=—-——+85,=—+ 5
6 T4 T T Ty e g "on

10. On effectue le développement limité de sin & I'ordre 2 : sin(z) = z + o(z?) :

ax? + bx azx? + bx
f(l') = 9 i AN 5 T 9
sin (5) (5 +o(z ))
_ar+ b
1+ o(z)
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On pose h = o(z), ainsi o(h) = o(o(z)) = o(x), ainsi, en utilisant le développement limité de
1 .
h— m =1—h+ O(h), on obtient :

f(z) = (ax+b)(1 —h+o(h)) = (ax + b)(1 —o(z) + 0(z)) = (ax + b)(1 + o(x)) = b+ az + o(x)

Ainsi, f admet un développement limité a I'ordre 1, ainsi f est prolongeable par continuité, en notant f
son prolongement par continuité, ce prolongement est dérivable en 0 et f/(0) = a

11. Comme f est le quotient de deux fonctions de classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas sur

10;7], f est de classe € sur ]0;7], de plus, f est dérivable en 0, il reste donc & savoir si f’ est
continue en 0, autrement dit, on cherche si f’(x) —— f'(0) = a. Pour cela, pour tout z € |0; 7],

(2az + b)2sin(z/2) — (az? + bx) cos(z/2)

J'(x) = 4sin?(x/2)

Or, 4sin%(z/2) ~ 4(z/2)% = 22 et

(2az + b)2sin(z/2) — (az® + bx) cos(x/2) = (2az + b)2(z/2 + o(2?)) — (az® + b2z)(1 — 22/8 + o(z?))

= ax® + petito(z?®) ~ az?

2
ax . . N
~ —5 = a,ainsi, f(r) — a = f'(0), ainsi, f’ est continue
z—0 X z—0

en 0 et donc f est bien de classe € sur [0;7].

Ainsi, par quotient d’équivalents, f'(z)

2n+ 1

12. Pour n € N*, remarquons que pour tout x € [0;7], (az? + bx)S,(z) = f(z)sin < :z:> (d’apres
Pexpression de f(z) = f(z) et de Sy(z) si 2 > 0 et par Pégalité 0 = 0 si = 0), ainsi d’apres la
question 9 :

n 2 T T
Z %—ﬂ-— =J (a:c2+b33)5n(:z) dz :J f(z) x sin <2n+1$> de —— 0
=26 0 2

n—0o0
0

(en appliquant le résultat de la question 5 & f qui est bien de classe €' d’apreés la question précédente),

o ] 2
on en déduit que »; — converge (ce quon savait déja) et que >, — = a (ce qu’on avait admis).
n=17 n=1"7
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