
Exercice 1 : pot pourri de questions de sup

1. lnp1 ` xq “
xÑ0

x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q, ainsi, sinplnp1 ` xqq “ sin
ˆ

x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q

˙

“ sinpuq avec

u “ x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q, alors :
‚ u2 “ x2 ´ x3 ` Opx3q

‚ u3 “ x3 ` Opx3q,
‚ Comme u3 „ x3, on Opu3q “ Opx3q.

Dès lors :

sinplnp1 ` xqq “ sinpuq “ u ´
u3

6 ` Opu3q

“

ˆ

x ´
x2

2 `
x3

3 ` Opx3q

˙

´
x3 ` Opx3q

6 ` Opx3q

“ x ´
x2

2 `
x3

6 ` Opx3q

2. On a une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants dont l’équation caractéristique est
r2`3r´10 “ pr`5qpr´2q “ 0. Ainsi, il existe pA, Bq P R2 tel que pour tout n P N, un “ Ap´5qn`B2n.
Pour n “ 0 et n “ 1, on obtient le système suivant que l’on résout :

"

A ` B “ 1
´5A ` 2B “ 1 ðñ

L2ÐL2`5L1

"

A ` B “ 1
7B “ 6 ðñ

$

’

&

’

%

B “
6
7

A “
1
7

Dès lors, pour tout n P N, un “
p´5qn

7 `
6 ˆ 2n

7 .

3. En posant le changement d’indice j “ k ` 2, on obtient, en reconnaissant la formule du binôme de
Newton :

n´2
ÿ

k“1

ˆ

n

k ` 2

˙

p´1qk2k`3 “

n
ÿ

j“3

ˆ

n

j

˙

p´1qj´22j`1

“ 2
n

ÿ

j“3

ˆ

n

j

˙

p´1qj2j

“ 2
˜

´1 ` 2n ´
npn ´ 1q

2 4 `

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

p´2qj

¸

“ 2
˜

´1 ` 4n ´ 2n2 `

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

p´2qj1n´j

¸

“ 2
`

´1 ` 4n ´ 2n2 ` p1 ´ 2qn
˘

“ ´2 ` 8n ´ 4n2 ` 2p´1qn

4. On pose f : x ÞÑ e nx`arctanpxq, par somme de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R et pour
tout x P R, f 1pxq “ ne nx `

1
1 ` x2 ą 0 (par somme d’un terme positif ou nul et d’un terme strictement

positif). Ainsi, f est strictement croissante sur R et continue. Dès lors, d’après le théorème de la
bijection strictement monotone, f réalise une bijection de R vers fpRq “

ı

lim
xÑ´8

fpxq ; lim
xÑ`8

fpxq

”

.

‚ Si n “ 0, fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

1 `
π

2 et fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

1 ´
π

2 et donc fpRq “

ı

1 ´
π

2 ; 1 `
π

2

”

‚ Si n P N˚, fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

`8 et fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

´
π

2 et donc fpRq “

ı

´
π

2 ; `8

”

.
Dans tous les cas, 2 P fpRq, ainsi, il existe un unique x P R tel que e nx ` arctanpxq “ 2.

5. D’après la question précédente, ´3 R fpRq, ainsi l’équation fpxq “ ´3 n’a pas de solution dans R.
6. On pose g : x ÞÑ cospxq ´ x, alors gp0q “ 1 et gpπ{2q “ ´π{2, ainsi, gpπ{2q ď 0 ď gp0q, de plus, g

est continue sur r 0 ; π{2 s, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x P r 0 ; π{2 s tel que
gpxq “ 0 et donc cospxq “ x.
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Exercice 2 : des séries à binge-watcher
1. Soit n P N˚, en reconnaissant une somme télescopique :

n
ÿ

k“1
ln

ˆ

1 `
1
k

˙

“

n
ÿ

k“1
ln

ˆ

k ` 1
k

˙

“

n
ÿ

k“1
plnpk ` 1q ´ lnpkqq “ lnpn ` 1q ÝÝÝÑ

nÑ8
`8

Ainsi,
ř

ně1
ln

ˆ

1 `
1
n

˙

diverge.

2. Remarquons que le discriminant de 2X2 ´nX `2 est strictement négatif, ainsi ce polynôme du second
degré est strictement positif. Ainsi, pour tout n P N, 3n2 ´ n ` 2 ě n2, par passage à l’inverse,
0 ă

1
3n2 ´ n ` 2 ď

1
n2 . Or,

ř 1
n2 converge, par théorème de comparaison

ř 1
3n2 ´ n ` 2 converge.

3. Par croissance comparée, n5 ` lnpnq „ n5 et 2n7 ` np´1qn „ 2n7, par quotient d’équivalent

n5 ` lnpnq

2n7 ` np´1qn
„

n5

2n7 “
1

2n2

Or,
ř 1

n2 converge, par linéarité,
ř 1

2n2 converge, par comparaison de séries à termes positifs,
ř n5 ` lnpnq

2n7 ` np´1qn

converge.

4. Utilisons le développement limité de cos en 0 à l’ordre 2 : cospxq “
xÑ0

1 ´
x2

2 ` Opx2q, ainsi, cos
ˆ

1
n

˙

“

1 ´
1

2n2 ` O

ˆ

1
n2

˙

, ainsi, cos
ˆ

1
n

˙

´ 1 “ ´
1
n2 ` O

ˆ

1
n2

˙

„ ´
1

2n2 . En multipliant par ´1, on obtient

que 1 ´ cos
ˆ

1
n

˙

„
1

2n2 . Comme
ř 1

n2 converge, par théorème de comparaison des séries à termes

positifs,
ř

ˆ

1 ´ cos
ˆ

1
n

˙˙

converge. Par linéarité,
ř

ˆ

cos
ˆ

1
n

˙

´ 1
˙

converge.

Exercice 3 : un problème à deux balles
1. import matplotlib.pyplot as plt

def fn(x,n):
if x >= 0 and x < 1/n:

return n*n*x
if x >= 1/n and x < 2/n:

return 2*n-n*n*x
if x >= 2/n and x < 1:

return 0

def Graphe(n):
A = []
O = []
h = 1/1000
for i in range(0,1001):

A.append(i*h)
O.append(fn(i*h,n))

plt.figure()
plt.plot(A,O)
plt.title("Graphe de $f_"+str(n)+"$")
plt.show()

Graphe(3)
Graphe(4)
Graphe(5)

devilliers.loic@gmail.com 2BCPST2 lycée Saint-Louis, 24-25, DM1cor 2

devilliers.loic@gmail.com


2. En décomposant par Chasles :
ż 1

0
fnpxq dx “

ż 1
n

0
n2x dx `

ż 2
n

1
n

2n ´ n2x dx `

ż 1

2
n

0 dx “

„

n2x2

2

ȷ

1
n

0
`

„

2nx ´
n2x2

2

ȷ

2
n

1
n

` 0 “ 1

3. Si x “ 0, alors fnpxq “ 0 ÝÝÝÑ
nÑ8

0. Si x P s 0 ; 1 s, alors pour n ą
2
x

, on a x ą
2
n

et donc fnpxq “ 0 ÝÝÝÑ
nÑ8

0. Dans tous les cas, fnpxq ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

4. Ainsi,
ż 1

0
lim

nÑ`8
fnpxq dx “

ż 1

0
0 dx “ 0 tandis que lim

nÑ`8

ż 1

0
fnpxq dx “ lim

nÑ`8
1 “ 1. Ainsi, on peut en

conclure que
ż 1

0
lim

nÑ`8
fnpxq dx ‰ lim

nÑ`8

ż 1

0
fnpxq dx

5. Considérons f et x ÞÑ
´2

2n ` 1 cos
ˆ

2n ` 1
2 x

˙

, ce sont deux fonctions de classe C 1 dont les dérivées

sont respectivement f 1 et x ÞÑ sin
ˆ

2n ` 1
2 x

˙

, ainsi par intégration par parties :
ż π

0
fpxq sin

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx “

„

fpxq
´2

2n ` 1 cos
ˆ

2n ` 1
2 x

˙ȷπ

0
´

ż π

0
f 1pxq

ˆ

´
2

2n ` 1 cos
ˆ

2n ` 1
2 x

˙˙

dx

“ 0 `
2fp0q

2n ` 1 `
2

2n ` 1

ż π

0
f 1pxq cos

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx

‚
2fp0q

2n ` 1 ÝÝÝÑ
nÑ8

0
‚ D’après l’inégalité triangulaire :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
2n ` 1

ż π

0
f 1pxq cos

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

2n ` 1

ż π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1pxq cos
ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

2n ` 1

ż π

0
|f 1pxq| ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos
ˆ

2n ` 1
2 x

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď
2

2n ` 1

ż π

0
|f 1pxq| dx

Ainsi,
2

2n ` 1

ż π

0
|f 1pxq| dx ď

1
2n ` 1

ż π

0
f 1pxq cos

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx ď
2

2n ` 1

ż π

0
|f 1pxq| dx

Comme, la majoration et la minoration obtenues tendent vers 0 quand n tend vers `8, d’après le

théorème d’encadrement, 2
2n ` 1

ż π

0
f 1pxq cos

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

Par somme de deux suites de limite nulle, on peut en conclure que
ż π

0
fpxq sin

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

6. Soit x P s 0 ; π s, en utilisant la relation cospxq “ Re
`

e i x
˘

, puis la formule de Moivre puis la somme
des termes d’une suite géométrique de raison e i x avec e i x ‰ 1, on obtient :

Snpxq “
1
2 `

n
ÿ

k“1
Repe i kxq “

1
2 ` Re

˜

n
ÿ

k“1
e i kx

¸

“
1
2 ` Re

ˆ

e i x ˆ
1 ´ e i nx

1 ´ e i x

˙

“
1
2 ` Re

˜

e i x ˆ
e i nx

2

e i x
2

ˆ
e ´i nx

2 ´ e i nx
2

e ´i x
2 ´ e i x

2

¸

“
1
2 ` Re

¨

˝e i x ˆ e i n´1
2 x ˆ

´2i sin
´nx

2

¯

´2i sin
´x

2

¯

˛

‚

“
1
2 ` Re

¨

˝e i n`1
2 x ˆ

sin
´nx

2

¯

sin
´x

2

¯

˛

‚“
1
2 `

sin
´nx

2

¯

sin
´x

2

¯ Re
´

e i n`1
2 x

¯

“
1
2 `

sin
´nx

2

¯

sin
´x

2

¯ cos
ˆ

n ` 1
2 x

˙

“

sin
´x

2

¯

` 2 sin
´nx

2

¯

cos
ˆ

n ` 1
2 x

˙

2 sin
´x

2

¯
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Or, pour tout pa, bq P R2,
"

sinpa ` bq “ sinpaq cospbq ` sinpbq cospaq

sinpa ´ bq “ sinpaq cospbq ´ sinpbq cospaq
. Par somme, on obtient

sinpa ` bq ` sinpa ´ bq “ 2 sinpaq cospbq

Avec a “
nx

2 et b “
n ` 1

2 x, il en découle que

sin
ˆ

2n ` 1
2 x

˙

` sin
´

´
x

2

¯

“ 2 sin
´nx

2

¯

cos
ˆ

n ` 1
2 x

˙

Par imparité du sin et en faisant passer sin
´x

2

¯

de l’autre côté de l’équation, on en conclut finalement
que

Snpxq “

sin
ˆ

2n ` 1
2 x

˙

2 sin
´x

2

¯

7. Les fonction x ÞÑ ax2 ` bx et x ÞÑ
1
n

sinpnxq sont de classe C 1 sur r 0 ; π s de dérivées respectives,
x ÞÑ 2ax ` b et x ÞÑ cospnxq, ainsi par intégration par parties :

ż π

0
pax2 ` bxq cospnxq dx “

„

pax2 ` bq
sinpnxq

n

ȷπ

0
´

ż π

0
p2ax ` bq

1
n

sinpnxq dx

“ 0 ´
1
n

ż π

0
p2ax ` bq sinpnxq dx

Remarquons que x ÞÑ 2ax ` b et x ÞÑ
´ cospnxq

n
sont de classe C 1 sur r 0 ; π s de dérivées respectives

x ÞÑ 2a et x ÞÑ sinpnxq, ainsi par une nouvelle intégration par parties :
ż π

0
pax2 ` bxq cospnxq dx “ ´

1
n

ˆ„

´p2ax ` bq
cospnxq

n

ȷπ

0
´

ż π

0
2a

´ cospnxq

n
dx

˙

“
1
n2 pp2aπ ` bqp´1qn ´ bq ` 0

8. On souhaite donc trouver a et b tel que pour tout n P N, p2aπ ` bqp´1qn ´ b “ 1. Il suffit donc de
choisir a et b tel que p2aπ ` bq “ 0 et b “ ´1. On prend donc b “ ´1 et a “

1
2π

9. Prenons donc b “ ´1 et a “
1

2π
, alors, en utilisant la linéarité de l’intégrale :

ż π

0
pax2 ` bxqSnpxq dx “

ż π

0
pax2 ` bxq

˜

1
2 `

n
ÿ

k“0
cospkxq

¸

dx

“

ż π

0
pax2 ` bxq ˆ

1
2 `

n
ÿ

k“0
pax2 ` bxq cospkxq dx

“

ż π

0
pax2 ` bxq dx `

n
ÿ

k“1

ż π

0
pax2 ` bxq cospkxq dx

“

„

ax3

6 `
bx2

4

ȷπ

0
`

n
ÿ

k“1

1
k2

“
aπ3

6 `
bπ2

4 ` Sn “
π2

12 ´
π2

4 ` Sn “ ´
π2

6 ` Sn

10. On effectue le développement limité de sin à l’ordre 2 : sinpxq “ x ` Opx2q :

fpxq “
ax2 ` bx

2 sin
´x

2

¯ “
ax2 ` bx

2
´x

2 ` Opx2q

¯

“
ax ` b

1 ` Opxq
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On pose h “ Opxq, ainsi Ophq “ OpOpxqq “ Opxq, ainsi, en utilisant le développement limité de
h ÞÑ

1
1 ` h

“ 1 ´ h ` Ophq, on obtient :

fpxq “ pax ` bqp1 ´ h ` Ophqq “ pax ` bqp1 ´ Opxq ` Opxqq “ pax ` bqp1 ` Opxqq “ b ` ax ` Opxq

Ainsi, f admet un développement limité à l’ordre 1, ainsi f est prolongeable par continuité, en notant f̃
son prolongement par continuité, ce prolongement est dérivable en 0, f̃p0q “ b et f̃ 1p0q “ a

11. Comme f̃ est le quotient de deux fonctions de classe C 1 dont le dénominateur ne s’annule pas sur s 0 ; π s,
f̃ est de classe C 1 sur s 0 ; π s. De plus, f̃ est dérivable en 0, il reste donc à savoir si f̃ 1 est continue en
0, autrement dit, on cherche si f̃ 1pxq ÝÝÝÑ

xÑ0
f̃ 1p0q “ a. Pour cela, pour tout x P s 0 ; π s,

f 1pxq “
p2ax ` bq2 sinpx{2q ´ pax2 ` bxq cospx{2q

4 sin2px{2q

Or, 4 sin2px{2q „ 4px{2q2 “ x2 et

p2ax ` bq2 sinpx{2q ´ pax2 ` bxq cospx{2q “ p2ax ` bq2px{2 ` Opx2qq ´ pax2 ` bxqp1 ´ x2{8 ` Opx2qq

“ ax2 ` Opx2q „ ax2

Ainsi, par quotient d’équivalents, f̃ 1pxq „
xÑ0

ax2

x2 “ a, ainsi, f̃ 1pxq ÝÝÝÑ
xÑ0

a “ f̃ 1p0q, ainsi, f̃ 1 est continue
en 0 et donc f̃ est bien de classe C 1 sur r 0 ; π s.

12. Pour n P N˚, remarquons que pour tout x P r 0 ; π s, pax2 ` bxqSnpxq “ f̃pxq sin
ˆ

2n ` 1
2 x

˙

(d’après

l’expression de f̃pxq “ fpxq et de Snpxq si x ą 0 et par l’égalité 0 “ 0 si x “ 0), ainsi d’après la
question 9 :

n
ÿ

k“1

1
k2 ´

π2

6 “

ż π

0
pax2 ` bxqSnpxq dx “

ż π

0
f̃pxq ˆ sin

ˆ

2n ` 1
2 x

˙

dx ÝÝÝÑ
nÑ8

0

(en appliquant le résultat de la question 5 à f̃ qui est bien de classe C 1 d’après la question précédente),

on en déduit que
ř

ně1

1
n2 converge (ce qu’on savait déjà) et que

`8
ř

n“1

1
n2 “

π2

6 (ce qu’on avait admis).
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