Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.
Correction de ’exercice 3.

Correction de ’exercice 4.
n+1

n T -1
Correction de I’exercice 5. 1. Si x # 1, alors ] 2F = 1 (somme des termes d’une suite géomé-
k=0 xr =
n
trique de raison  # 1). Si x = 1, alors Y. 2% =n + 1.
k=0
n xn+l -1
2. Posons f:x— > 2k = — 1 Comme f est polynomiale, f est dérivable sur R. Mais on peut aussi
k=0 T =

dériver f comme un quotient de deux fonctions dérivables sur R\{1} dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R\{1}. Ainsi, pour = # 1 :

= 1 (n+Da"(z—-1)— (2" —1) na"tt—(n+1)a" +1
L 1P R

Attention, le terme de la somme pour £ = 0 est 1 quand on le dérive, sa dérivée est nulle, c’est pour ca
qu’on a fait partir la somme a 1 et non a 0. En multipliant par x, on obtient

i fgk — ne™t? — (n+ 12" + o
k=1 (z—1)?

On s’apercoit que le terme pour k = 0 est nul, on peut donc le rajouter. Pour tout x # 1

i fgk — nz"t? — (n + 2"t + o
B (z — 1)

Pour x =1
n

n
3. Considérons g: z — Y. e = > (e®)* Si x # 0, on reconnait la somme des termes d’une suite géomé-
k=0 k=0

(n+l)z _q
trique de raison e” # 1, ainsi, g(x) = 69571. En dérivant g sur R\{0} avec les deux expressions
e —_—
((TL + 1)e(n+1)x(ez _ 1) _ e:v(e (n+1l)x _ 1)

n
obtenues, on obtient : Y kek* = Encore une fois, le terme
k=1

(5 =17
pour k£ = 0 est nul, ainsi,

Zn: kekx B ne(n+2)x _ (n + 1)e(n+1)x +e®
- z _ 1)2
= (et —1)

n n 1
Pour z =0, Y kef* = k:w.
k=0 k=0 2

Correction de ’exercice 6.
Correction de ’exercice 7.

Correction de ’exercice 8.
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Correction de I’exercice 9. 1. Soit n € N, posons f: x — 2% 4+ nz — 1. Remarquons que f est dérivable
sur R (car polynomiale). Pour tout x € R, f/(x) = 322 +n > 0. Sin = 0, alors f'(z) = 322 = 0 ssi z = 0,
ainsi f’ s’annule une seule fois. Si n € N* alors pour tout z € R, f'(z) > 0. Dans les deux cas, f est
strictement croissante. De plus, f est continue sur R (car dérivable), ainsi f réalise une bijection de R

vers f(R) = ] limOO fx); hIPoo f(x) [ = ]-00;+00[ = R. Ainsi, 0 admet un unique antécédent dans R. Il
Tr—— Tr—
existe donc une unique solution.

1 1
2. Soit n € N*. Comme f est continue et strictement croissante sur [0 ;— ] , [ réalise une bijection de [O ;— ]
n n

vers r(fosx]) = o () | = |10 |

1
Comme 0 € [—1 ; n_3], on peut en déduire que 0 admet un unique antécédent dans [0; ] par f. Et
n

1
cet antécédent est x,, donc 0 < x,, < —. Pour tout n € N*, 0 <z, < 1/n — 0. D’apres le théoreme
n n—

d’encadrement, x, —— 0.
n—0oo

T x

3. Soit n e N*, = = nx,, = 1 — (x,)%. Or z,, —— 0, donc par produit, z,> —— 0. Ainsi, 5+ —— 1.
l n—00 n—00 l n—00
n n

i 1
Ceci prouve que z, ~ —.
n

. . . 1
4. Soit n € N*, comme z,, ~ —, par puissance, on a z,> ~ — donc
n n
1
1 1—nz, (z,)% 73 1
— — Ty = = ~ L = 7
n n n n n

s s I P 1 1 . 1 1
5. D’apres les propriétés sur les équivalents, on en déduit que — —z, = — +0 | — |, ainsi, z, = — — — +
n n n n

oy
o 1
nt )’

Correction de I’exercice 10. 1. Comme u est bornée, il existe M € R tel que pour tout n € N*| |u, | < M.
Ainsi, par inégalité triangulaire, pour tout n € N*, on a

n n n n
Douk| | Xoukl X fwl LMo
k=1 k=1 k=1 k=1
|on| = = < < = =M
n n n n n
Ainsi, la suite v est bornée. La réciproque est fausse. Posons, pour tout n € N, ug, = n—1 et ugpr1 = —n.

Alors,

1 2n 1 2n 2n 1 n n—1 1 n—
= — = — + = + -

1
(ugpt2 + uzpr1) =0
0

k=1, k=1, p=
k pair k impair
Tandis que
2n+1 2n
1 1 1 “n
- E - E — 0—n) =
Vantl = 5 (k—l “’“) o+ 1 ((k_1“k> + uz"“) s Gl mare

Ainsi, pour tout n € N* |v,| < 1, dés lors (vy,), est bornée, contrairement & (uy, ).
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2. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/olpXTIZLJ_8
Supposons que u, — ? € R. Montrons que vy, — £. Soit € > 0, alors :
n— n—

ng e N*  Vn e N* n=ny = |u,—/f|<

Soit n € N* tel que n = ng, alors :

|vnf|=‘nkz_:1uk€ = kz_:luknf = I{;u kz_:lﬂ = kz_:l (ug, — 0) EZ:: lug — £

. ) €
Seulement attention, tous les |u; — ¢| ne sont pas tous plus petit que 3 seulement pour k£ = ng. Clest

pour cela que l'on va séparer la somme :

no—1 nol nol
o [2|uk—e\+2\uk—e|] 2|uk—€]+—27 —2|uk—€\+ ( )

k=ng k=mno
1 no—1
< = ) =4 + -
n
k=1
1 no—1
Or, — > |ux — | —— 0, donc il existe n; € N* tel que

no 1
VneN* n>=n = Z\uk—ﬂ

€
2
R . € € .
Dés lors, pour tout entier n > max(ng,n1), on a 0 < |v, — £] < 5 + 5= e. Ceci prouve que vy, — L.
n—

La réciproque est fausse, posons u, = (—1)", alors (u,), est une suite géométrique de raison —1. Ainsi,
11— (-1 |
Up = — <1_(_1)>, alors vy, — 0 tandis que (uy), ne converge pas.
3. Supposons u est croissante, alors pour tout entier n € N* :

1 n+1 n 1
Un+1—Up = ntl Z k;—* Z Uk = 71) <nun+1 + Z nug — (n + 1)Uk;+1> = m ( NUup+1 — Z Uk;)

k=1

Or pour tout k € [ 1;n |, ux < upt1, donc, Z up, < NUpa1, CECI prouve que vy, 11— v, = 0. Par conséquent,
k=1
(vpn)n est une suite croissante.

Correction de ’exercice 11.

Correction de l’exercice 12. 1. tan(z) = x + o(z), tan(3z) = 3z + o(3z) = 3z + o(z), par addition des
développements limités !, on trouve tan(3x) — tan(z) = 2x + o(x), ainsi tan(3x) — tan(z) ~ 2.

2. En faisant un développement limité de sin puis de u — (1 + u)® avec @ = —4, on trouve
1 1 1 1 1 (g, 4x2 +o(a?)
= = = = P olx
sin?(z) 3 4 o 4 gt 22 4 6
z — — + o(z?) x4 (1 — =+ o(23) 1—— +o(z3)
6 6 6
: - -4 _ -4 2

Finalement sin(z)™* —z7* ~ —.

3x—2

1. On rappelle que I'addition de DL est autorisée, I’addition des équivalents est & bannir absolument de vos copies et de vos
tétes.
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Correction de ’exercice 13. 1. SoitneNette ] 0; g [, comme 0 < cos(t) < 1, on a cos"1(t) < cos™(¢).

T .
En intégrant entre 0 et 3 on obtient W, 11 < W,,.? La suite (Wh)nen est strictement décroissante.

+1

2. Soit n € N. Pour calculer W, 1o, intégrons par parties, posons u = sin et v = cos™™", u et v sont de classe

¢! sur [0;%]3 et u' = cos et v/ = (n+ 1)sincos” :

jus

™ 2
Wiy = [sin(t) (:os”Jrl(t)]O2 + (n+ 1)f sin?(t) cos™ (t) dt
0
= (n+ 1)JA2 (1 — cos?(t)) cos™(t) dt
0
3 3
= (n+ l)f cos"(t) dt — (n + l)f cos™2(t) dt
0 0
= (n+ D)Wi — (n 4+ D)Wiso
n+1
Wn - n
2 n+2
3. Soit n e N*.
2n—1 (2n —1)(2n — 3) 2n—1)2n—3)...1
o= o = hd= ... = W
U om V22 2n(2n — 2) Won—s m(2n—2)...2 "

Comme au numérateur on a le produit des nombres impairs entre 1 et 2n — 1, et au dénominateur on a
le produit des nombres pairs entre 2 et 2n, on multiplie le numérateur et le dénominateur par le produit
des nombres pairs entre 2 et 2n.

2n(2n—1)(2n—1)(2n —3)...1 (2n)! T @2n)! =«
Wgn = P) WO = 29 92 29
(2n(2n —2)...2) (2n(2n —2)...2)22  227(nl)2 2
De méme pour les termes impairs :
2n 2n(2n — 2 2n(2n —2)...2
Wopy1 = 27W2n—1 = ( ) Wop3=...= ( ) Wi
n+1

2n+ D)(2n—1) 2n+1)(2n—3)...1

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le produit des nombres impairs entre 1 et 2n + 1 et
on obtient *

221 (p!)?
Wanq1 = (2n<+1))'
4. Raisonnons par récurrence en posant pour tout n =0, Z(n) : «W,Wy41 = ﬁ»
e Initialisation : WyW; = g donc Z2(0) est vraie.
e Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang n = 0.
n+1 T n+1 s

Wit Waio = Woypr x ——W,, = % -
n+1Wni2 ntl X T e 2(n+1) n+2 2(n+2)

donc pour tout n € N, Z(n) = Z(n+1).

b b b b
2. On appelle que si f < g alors | f < f g et si f < g sur un intervalle non réduit a un point, alors f f< f g pour f et g

deux fonctions continues sur [a;b] avec a < b.
3. Toujours préciser qui sont v et v et qu’elles sont de classe €'
4. Noter que ces résultats n’ont pas été démontrés de facon rigoureuse avec les ... dans les calculs et que la rédaction est un peu
longue, il est possible de trouver ce résultazt au b2rouillon puis d’en faire une preuve rigoureuse a ’aide d’une récurrence, on note
2n)! w 2" (n!
@(n)  «Wap = %5, et Waony1 = ﬁ
entre W42 et W,.

», linitialisation se prouve en calculant Wy et W7y, I’hérédité grace a la formule
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T
2(n+1)
5. On a, en utilisant les questions 1 et 5,

e Conclusion : Yn e N, W, W, 1 =

1> Wit _ Wit y Wi > 1 x n+1
Wiy Wn+2 W, n+2
n+1 w, . w, .
D’ou 9 < WT;H < 1, par le théoréeme d’encadrement, on obtient hmOo VIT;H = 1, autrement dit,
n n n—+ n
Wn-‘rl ~ Wn
T - 2 L ot
6. Comme W, W, 11 o 2m T 1) et Wp41 ~ Wy, on obtient W oA CESY d’ou

Ff

devilliers.loic@gmail.com 2BCPST?2 lycée Saint-Louis, 24-25, TDO 5


devilliers.loic@gmail.com

