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Correction de ’exercice 9. 1. (™) désigne le nombre de parties de [ 1;n+m ] ayant ¢ éléments. Or une
telle partie notée F est entierement déterminé par un unique triplet (i, A, B) oui € [[0; ¢ ], A une partie de
[1;n] adéléments et B une partie de [ £+1;n+m ] ayant £—i éléments. En effet, i = Card(En[[1;n]),
A=FEn[l;n]ete B=En[[n+1;n+m].Or,aie[0;/] fixé,ily a (7;) choix pour A, il y a (;_2)

1) choix pour A et B, en sommant sur tous les

choix pour B, par principe multiplicatif, il y a (’Z) X ([f

i €[ 0;¢], on obtient que le nombre de parties de [[1;n + m ] ayant ¢ éléments vaut Z (") (/™). Mais

/
comme ce nombre vaut aussi ("™), on en déduit que ("%™) = Z ™)
2. X(Q)=[0;n] et Y(Q) =[0;m], par somme, (X +Y)(2) < [[
k
(X+Y =k) = J((X =9)n (Y =k—1)). Or, les évenements (X =i)n (Y =k —i), pour i € [0; k],

=0

k
sont deux & deux incompatibles, on en déduit que P(X +Y =k) = > P((X =) n (Y = k—1)). Or,
=0

;n+m]. Soit ke [0;n +m], alors

comme X et Y sont indépendantes, on en déduit que

P(X +Y =k) = gp(x =)P(Y =k —i) = ZO <7Z>pi(1 _p)nz( m i)pki(l _ pym ()

> (), Jora - =t ‘p)n+m_k§ (")

>
a5

k

(ou on a utilisé le résultat de la question 1 lors de la derniere égalité) Ainsi, X + Y suit une loi binomiale
de parametre (n + m,p).

3. Posons, pour n € N*, Z(n) : «Si pour tout i € [1;n], Xi ~ HB(m;,p) avec m; € N* et X;,..., X,
n n 1
indépendantes, alors > X ~ % <2 mi,p> ». Pour n = 1, on considére Xy ~ #(my,p), alors >, X} =
k=1 i=1 k=1
1
X1 ~ A <Z mi,p>, donc (1) est vraie. D’apres le résultat de la question 2, &(2) est vraie. Soit
un entier n > 2. Supposons que & (n) vraie. Soit (X1, Xo,..., X4+1) une famille de variables aléatoires

indépendantes telles que pour tout i € [1;n + 1], X; ~ ZB(m;,p) avec m; € N*. Alors en tant que sous-
famllle (X1,Xo,...,X,) est une famille de variables aléatoires indépendantes, ainsi en utilisant #(n),

n
Z X suit une loi binomiale de parameétre ( Z myg,p). De plus, > X; et X,,+1 sont indépendantes d’apres
k=1 k=1 k=1

mn
le lemme des coalitions, ainsi, d’apres le résultat de la question 2, > X; + X, suit une loi binomiale
k=1

n
de parametre ( Y mg + myp41,p). On a donc montré que & (n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout
k=1
n e N, Z(n) est vraie.
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4. Comme X1, ..., X,+m sont indépendantes, en tant que sous-famille, X1, ..., X,, sont indépendantes, ainsi
X suite une loi binomiale de parameétre (n,p), de méme, Y suite une loi binomiale de parameétre (m,p),

X+Y = nim X suit une loi binomiale de parameétre (m + n, p), par le lemme des coalitions, X et Y sont
indépendaznztles. On a donc montré que la loi de la somme de deux variables binomiale de parametre (n,p)
et (m,p) est une loi binomiale de parameétre (n + m,p).
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