Probléme 1 : mais ou vont donc les racines 7 Sous terre ?

Soit n € N* fixé, on pose P, = X" +9X? — 4

Partie I : Existence, unicité et approximation d’une racine positive de P,

1. Donner le degré de P,.
2. Ecrire une fonction Python Pn(x,n) qui, pour z un réel positif et n € N, renvoie P, (x).
3. A T’aide du théoréme des valeurs intermédiaires, démontrer qu’il existe ¢ € [0;1] tel que P,(c) = 0.

4. On souhaite écrire un algorithme de dichotomie qui & un n donné et un € > 0 donné renvoie une
approximation de ¢ a ¢ pres, recopiez et complétez le code suivant :

def Dichotomie(eps,n):

a = #a tel que P_n(a)<0
b = #b tel que P_n(b)>0
while

C=

if

else
return

5. Ecrire des commandes Python qui, sur une méme figure, affiche les tracés de P3, Py, Ps sur [0;1],
ainsi que les approximations de la racine de Ps, celle de P, et celle de Ps.

6. Démontrer qu’il existe un unique ¢ € Ry tel que P,(c) = 0.
Comme ce ¢ dépend du n choisi, on I'appelle a partir de maintenant x,,, ainsi, P,(z,) =0

7. Donner la valeur explicite de 1 et de x».

Partie II : Etude d’une suite

Ainsi, on a défini une suite (x,),en*.
8. Démontrer que pour tout z € |0;1[, Ppy1(x) < Py(z).
9. En déduire le signe de P41 (zp).

10. Soit g: I — R une fonction croissante et (z,2’) € I?, on suppose que g(z) < g(«'), démontrer que
x<a.

11. A Daide des questions précédentes, montrer que la suite (zn)n est croissante.
12. En déduire que la suite (z,,), converge.

13. Déterminer la limite de (z,)n.

Partie III : Etude des dérivées successives

. Démontrer que pour tout n € N, f est n fois dérivable sur [1;+o0[ et qu’il

Qn(z)

existe Q,, € R[X] tel que pour tout z > 1, f(z) = 02+ 2 — T On donnera une formule reliant
QnJrl a Qn

15. Déterminer le degré de Q.

14. On pose f: x —

1
Pl (1’)

Probleme 2 : Les polynémes de la ferme

Partie I : cas particulier Ry[X]

1. En déterminant ses racines, factoriser le polynéme 2X? + 10X + 12.
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2. Donner un exemple de polyndéme P de degré 2 tel que 3 et 4 soient racines de P. Que vaut P(5)?

3. En déduire alors un exemple de polyndéme @ de degré 2 tel que Q(3) = Q(4) =0et Q(5) = 1.
On pourra remarquer que si A € K et Q = AP, alors, on on a encore Q(3) = Q(4) = 0.

4. Soit S € Ro[X], on suppose que S a au moins trois racines distinctes, en citant un résultat de cours,
que peut-on en déduire sur S7

5. Démontrer qu’il existe un unique polynome @ de degré 2 tel que Q(3) = Q(4) =0 et Q(5) = 1.
On pourra prendre deuz tels polynomes Q) et R et étudier les racines de @) — R.
On note maintenant L; I'unique polynéme de degré 2 tel que Lq(3) = L1(4) = 0 et L1(5) = 1.
6. Donner alors, sans preuve et sous forme factorisée :
e L5 le seul polynome de degré 2 tel que La(3) = Lao(5) =0 et Lo(4) =1
e L3 le seul polynome de degré 2 tel que L3(4) = L3(5) = 0 et L3(3) = 1.
7. Soit P € Ro[X]. Montrer que P = P(5)L; + P(4)La + P(3)Ls.
On pourra considérer les racines de la différence entre ces deux polyndmes.

Partie II : Cas général

On fixe n € N* et (zg,21,...,7,) € R®" un n + 1-uplet de réels deux & deux distincts. Fixons i € [0;n]).
n X —zx
On pose L; = [] i
k=0 Li — Tk
k#1

8. Déterminer le degré de L;.
9. Pour tout j € [0;n [, calculer L;(x;).

3 n
10. Soit P € R,[X], en utilisant les racines de P — > P(xy)Lk, démontrer que P = > P(xy)Ly.
k=0 k=0

Partie III : Majoration de D’erreur (partie facultative)

11. Soit f: [a;b] — R dérivable sur [a;b], on suppose que f s’annule au moins n + 2 fois, montrer que
f! s’annule au moins n + 1 fois.

12. Soit f € €"*'([a;b],R) s’annulant n + 2 fois, montrer que f(®*1) s’annule au moins une fois sur

[a;b].
Soit f e " ([a;b],R) et a <xp <z <...<z, <b,onnote P = > f(xx)Lg, on cherche & montrer
que k=0
[1(z =)
Vrxe[a;b] 3Jeela;b] f(m)—P(g;):%f(nH)(c)

13. Démontrer que le résultat est vrai, si z = x; pour un certain i € [0;n ]

14. On considére x € [a;b]\{zo,x1,...,Zy}, on pose

Qzﬁ(X—xk) et W:te f(t)— P(t) —
k=0

En utilisant la fonction W en déduire le résultat voulu.
15. Justifier que f("*1) est une fonction bornée sur [a;b].

16. On note alors M = sup{|f™ V(¢ tel que t € [a;b]}. Déduire de ce qui préceéde que

: Q)]
Veela;b]  [f(x) - Pr)| < (n+1)!M
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