Correction de ’exercice 1.

Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3. 1. (a) En multipliant par le conjugué du dénominateur, on obtient :

C(I+4iz)(T—1z)  (I+ix)(T—iz) (I+iz)(1+iz) (1—22)+i(z+2)  1—|z[*  2Re(z)
G e T o e e A PR

Ainsi, f(z) € R ssi Im(f(2)) = 0 ssi Re(z) = 0 ssi z € iR\{i}.

(b) En reprenant le calcul de f(z) de la question précédente, f(z) € iR ssi Re(f(z)) = 0 ssi |2]? = 1 ssi
z € U\{i}.

(¢) |f(z)| = 1ssi|l +iz?2 = |1 —iz|? ssi (1 +1i2)(1 —i2) = (1 —i2)(1 +i2) ssi 1 +i(z —2) + |2]? =
1+i(—2+2) + |2]? ssi 2i(z — Z) = 0 ssi 2i(2ilm(2)) = 0 ssi Im(z) = 0 ssi z € R.

2. Le premier cas correspond a l’axe des ordonnées privé de i. Le second cas correspond au cercle trigono-
métrique privé de i. Le dernier cas correspond & l’axe des abscisses.

i

AR
N

FIGURE 1 — En vert le premier cas, en rouge le second et en bleu le dernier. Le point i est exclu des ensembles
considérés.

Correction de ’exercice 4.
Correction de ’exercice 5.

Correction de I’exercice 6. 1.
2. |1 +i] = /2, ainsi
1 1 .
1+i=v2(—=+i—=) =2 (cos(n/4) + isin(r/4)) = v/2e!™/*
(5 +175 ) = V2 leostm/a) + isin(a/0)
Ainsi, en utilisant la formule de Moivre, z = (v/2)" (ei”/‘l)n = (\/ﬁ)nei% Ainsi, |z]| = 22 et arg(z) =
% [27].
3. On commence par factoriser par 'angle moitié
%)

2 =cl2 (e—ig _ei%) _ 2Sin(9/2)ei%(—i) _ ZSin(G/Q)eige_ig

Alors |z| = |2sin(6/2)]. 11 faut distinguer les cas suivant le signe du sinus :
e Sisin(f/2) =0, alors |z| = 2sin(/2) et alors z = |zg|e!(9/2-7/2) et ainsi arg(z) = (6 — 7)/2 [27].
e Sisin(A/2) <0, alors |z| = —25sin(0/2) et alors

. |Z‘(—1) % ei(9/277r/2) _ |Z|ei7r « e1(9/277r/2)|2,| % ei(9/277r/2+7r)

et ainsi arg(z) = (0 + 7)/2 [27].
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4. Tout d’abord, il est nécessaire que 6 € R\{g + km | k € Z}. De plus,

/ 1 1
12 + tan®( 6052(9) - £/ cos?(6) - | cos(0)]

Ainsi, il faut distinguer les cas suivant le signe de cos(6) :

1
e Sicos(f) >0, |z| = @)’ ainsi on factorise par |z| dans z :
1 1 .
_ 9 isin(0)) — i0
z cos(0) (cos(#) + isin(8)) cos(G)e

Ainsi, dans ce cas |z| = 1/cos(f) et arg(z) = 0 [27].

e Sicos(f) <0, |z| = os(@)’
1 1 1,

el@+w

z= cos(0) (—cos(f) —isin()) = cos(@) (cos(f + ) +isin(f + 7)) = cos(0)

ainsi on factorise par |z| dans z :

Ainsi, dans ce cas |z| = —1/cos(0) et arg(z) = 0 + = [27].

5. Remarquons que le dénominateur s’annule ssi = 0 [27]. On consideére donc 0 € R\{2kw | k € Z}. En

factorisant encore par ’angle moitié

1 + cos(f) + isin(0) 1+e'?  el02 (e -2 4 616/2) 2cos(0/2) cos(6/2). COS(Q/Q)em/Q

z = = — = = = 1=

1 — (cos(#) +isin(h)) 1—eif eif)/2 (e —i62 _ 619/2) —2isin(0/2) sin(6/2) sin(6/2)

Ce qui nous force, encore une fois, a distinguer les cas :

i Z?jgzgi > 0, alors |z| = Zm et arg(z) = m/2 [27].
e Si C?j(( ? ) < 0, alors |z| = —z?j((zgi et z = |z| x (=1) x e'™/2 = |z]e!Tel™/2 = |z]e!37/2
arg(z) = 3n/2 [27].

6.

Correction de I’exercice 7. Posons z = 1 + i # 0, ainsi |z| # 0, notons § un argument de z compris entre

—7 et w. Alors :

z =z i ig = |zle'? = |z| (cos isin
o (g 3% ) = 1o = I (cos(0) + i5in(0)

Alors cos(f) = 1/|z| > 0, ainsi 6 € | —7/2;7/2][. De plus, sin(f) = a/|z|. En effectuant le quotient, on obtient
tan(f) = a. Ainsi, arctan(tan(f)) = arctan(a). Cependant, comme 6 € | —7/2;7/2[, on obtient § = arctan(«).

Correction de I’exercice 8. Calculons |a — b|? :

la—b?* = (a—b)(a—b)=(a—b)(a—b)=aa—ab+ba+bb
= |a> = (ab+ ab) + |b]> = |a|* — 2Re(ab) + |b]?

De méme, calculons |a + b|? :

la+b> = (a+b)(a+d)=(a+b)(@+Db) =aa+ ab+ ba+ bb
= |a®+ (ab+ ab) + |b]> = |a|* + 2Re(ab) + |b[?

En sommant ces deux résultats, on obtient |a — b|? + |a + b|? = 2|a|? + 2|b|?, en divisant par deux, on trouve le

résultat demandé.
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FIGURE 2 — Interprétation graphique de la formule de 'exercice 8, |a| est la longueur d’un cété d’un parallélo-
gramme, |b| est la longueur d’un c6té adjacent. Ainsi, 2|a|? + 2|b|? est la somme des carrées des quatre cotés du
parallélogramme, |a + b| est la longueur de la plus grande diagonale en violet, |a — b| est la longueur de la plus
petite diagonale en vert.

Correction de ’exercice 9. 1. Posons ’hypothese de récurrence, & (n) : «Pour tout (z1, 22, ..., 2,) € C",

n n
2 2 < X ek
k=1
e Pour n = 2, soit (21, 29) € C?, alors, on sait d’aprés I'inégalité triangulaire que |21 + zo| < |21 + |22].

k=1
Ainsi, #(2) est vraie.
e Soit un entier n > 2. Supposons Z(n) vraie. Soit (21, 29, ..., 2p+1) € C* L. Alors :

n+1 n n n+1
2 Zk| = ‘(Z Zk:) + Zn+1 (,< Z zk| + |Zn+1| < Z |Zk:| + |Zn+l| = Z |Zk|
k=1 k=1 7@ k=1 7
Ainsi, Z(n + 1) est vraie.
n n
e Par récurrence, ceci montre que pour tout entier n = 2 et tout (z1,22,...,2,) € C", | X} zx| < > |2kl
k=1 k=1
2. Soit (z1,29,...,2,) € C™.
n n
e Supposons que | Y, zix| = Y, |2x|. Distinguons deux cas :
= k=1
— Si pour tout i € [1;n]), z; = 0, alors il est vrai de dire que pour tout i € [1;n ], z; = A\jz1 avec

Ai=02=0.
— Sl existe i € [ 1;n] tel que z; # 0. Soit j € [ 1;n ], supposons qu’il n’existe pas de A; = 0 tel que
zj = Ajz;. Alors, d’apres le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire, |z; + 2;| < |2 + |2;|. Ainsi,

n n n n
Z 2K = |z + 25 + Z 2| < |z + 25| + Z 2| < |z + 25 + Z |21 < |z + |25] + Z |zk| = Z |2k
k=1

k=1 k=1 k=1
k;ﬁz ki ki ki
k#j k#j k#j k#j

Ainsi, il n’y a pas égalité ce qui est absurde. On peut en conclure qu’il existe A\; > 0, tel que
zj = Ajzi, et ce pour tout j e [[1;n].
e Réciproquement, s'il existe i € [ 1;n ]| tel que pour tout j € [1;n], il existe \; € R, tel que z; = \;z;,

alors :
| = ‘( E Ak) Z; ‘Zz| N ( E Ak) ‘ZZ‘
k=1 E

= Z Aelail | = Z [ Awzi| = Z |2k

/

n
DI
k=1
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3. Le cas d’égalité est possible que si tous les zj sont alignés sur une méme demi-droite partant de 0 (la
demi-droite dirigée par z; si z; # 0, si z; = 0 tous les points sont nuls).

Correction de I’exercice 10. On remarque que |z1|? = a? + b = ny et |22|> = ¢ + d? = ny. Considérons
alors 23 = 2122 = ac — bd +i(ad + bc). Alors |z3)? = |2122]? = |21]?|22|? = ning = (ac—bd)? + (ad + bc)?. Comme
ad + bc € N (somme et produits d’entiers naturels). En outre ac — bd € Z (la différence d’entiers naturels peut
étre négatif). Cependant, comme la fonction carrée est paire, ning = (Jac—bd|)? + (ad+bc)? est bien une somme
de deux carrées.

Correction de I’exercice 11. Procédons par analyse-synthese :
e Analyse : soit f: C — C une fonction telle que pour tout = € R, f(z) = z et pour tout (z,2') € C2,
flz+2)=f(z)+ f(2) et f(z2) = f(2)f(2'). Soit z = a+1ib avec a € R et b € R. Le but est de calculer
explicitement, f(z) :

f(2) = fla+1ib) = f(a) + f(ib) = f(a) + fF()f(b) = a + f()b

Cependant, on ne connait pas f(i). Comme i x i = —1, on f(—1) = f(i x i) = f(i) x f(i) = f(i)%. Ainsi,
f(i)2 = —1. Ainsi, f(i) est une racine carrée de —1, or il y a deux racines carrées de —1 : i et —i. Ainsi,
nécessairement, f(i) =i ou f(i) = —i. Dans le premier cas, f(z) = a + ib = z, ainsi f: z — 2. Dans le
second cas, f(z) = a—ib = Z, ainsi, f: z — Z.

e Syntheése : posons les fonctions suivantes :

C—C C—C
f: et g:

]

Et vérifions qu’elles conviennent. Pour tout = € R, f(z) = x, pour tout (z,2') € C?, f(z+2/) =2+ 2 =
f(2) + f(2)) et f(z2') = 22/ = f(2)f(¢'). Pour tout z € R, g(xr) = T = =, pour tout (z,2') € C2,
g(z+2)=2+72 =2+2 = g(2) + g() et g(z2') = 22/ = 22/ = g(2)g(2) (d’aprés les propriétés du
cours sur le conjugué d’un complexe). Ainsi, les fonctions f et g ainsi posées vérifient bien les conditions
demandées.

La synthese montre que les fonctions z — z et z — Z vérifient bien les propriétés recherchées. L’analyse montre

que ce sont les seules fonctions.

Correction de I’exercice 12. Soit t € R,

lett —1] = \/(cos(t) —1)2 +sin?(t) = \/cosz(t) —2cos(t) + 1 +sin?(t) = \/2(1 — cos(t))
o 1—cos(2t) ,. . . 9 . it 5 .
Or sin®(t) = ———. Ainsi, 1 — cos(t) = 2sin®(¢/2). Des lors, |e'* — 1| = 4/4(sin”(¢/2) = 2|sin(¢/2)|. Or,
pour tout x € R, |sin(z)| < |z|. Ainsi, |e'? — 1] < 2|t/2| = |¢|. On peut donner une interprétation graphique de
cette inégalité (voir figure 3).

Correction de ’exercice 13.
Correction de ’exercice 14.
Correction de ’exercice 15.
Correction de ’exercice 16.
Correction de ’exercice 17.
Correction de ’exercice 18.

Correction de ’exercice 19. 1. Remarquons que :
e P(1)=13-1=0
e D’aprés la formule de Moivre, P(j) = j3 —1=¢'?2" -1 =0
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FIGURE 3 — |e'! — 1| représente la longueur du segment d’extrémités 1 et eif. Ce segment est en bleu bleu, [t|
représente la valeur absolue de I’angle de e'! donc la longueur de ’arc, cet arc est en rouge. Comme la ligne
droite est le plus court chemin qui relie deux points, |e't — 1| < |¢]

e Encore une fois, d’apres la formule de Moivre, P(j2) = j — 1 =e'4" — 1 = 0.
-1 W3 ., -1 V3

3
De plus, comme j = > + N et j2 = o> g0 on remarque 1, j et j2 sont trois nombres complexes

deux & deux distincts, on a donc trouvé trois racines distinctes de X3 — 1, comme c’est un polynéme de
degré 3, il a donc au plus 3 racines et on a donc trouvé toutes ces racines.

2. e j= el =% _ pi-4om _ 2
e Ilxjxj?=53=1
L, 1—4% 1-1 , . Lo . .
o l+j+7°= T 1 0 (somme des termes d’une suite géométrique de raison j # 1)
—J —J
« j(+1) =32 +j= 1.
Correction de I’exercice 20.
Correction de ’exercice 21. 1. D’apres la formule de Moivre, w® = e! 5 = ¢127 — | En reconnaissant
la somme des termes d’une suite géométrique de raison w # 1,
1— 5
ltw+w?+ud+w==—"—" =0
1—w
4 iZr idr iZr —i2x A 2 3 e fpcus
a=w+w" =e'5 +e'5 =e'5 +e'F = 2cos(2n/5). De méme b = w* + w® =e'5 +e'5 =
elS e 1% = cos(4m/5).
2.
a+b=w+w’+w +uw=-1
De plus, ab = (w + wh)(w? + w3) = w? + w + W + w" = w3 + w! + w! + w? = —1. Ainsi, a et b sont
racines du polynéme (X —a)(X —b) = X2 —(a+b)X +ab= X2+ X — 1.
—1++/5
3. Les racines de ce polyndéme sont ;\f
@ o —1-+5 . .
4. Comme 27/5 € ]0;5 [, cos(2m/5) > 0 et donc a > 0. Ainsi, comme —s < 0, nécessairement
—14+4/5 —1—-4/5 2 5—1 2
a = Q\F et b= 2\f Des lors, cos <57r> = \[4 . De plus, sin (;) > 0. Ainsi,

w(3) e (3) - (557

Correction de ’exercice 22.
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FIGURE 4 — Le pentagone régulier formé par les cinq racines de I'unité.

Correction de ’exercice 23. z et 2’ sont solutions de ce systéme ssi z et 2z’ sont racines de
P=(X-2)(X-2)=X?—(2+2)X 427 =X?—(5+2)X + 5+ 5i
Cherchons donc les racines de P = X2 — (5 + 2i) X + 5 + 5i. Le discriminant vaut
A = (—(5+2i)%) —4(5+5i) =25 +20i —4 — 20 — 20i = 1 = (1)?

L . 5+2i—1 54+2i+1 . . . ) o . )
Ainsi les solutions sont 5 et 2 ainsi soit z =2 +iet 2’ =3 +isoit z=3+iet 2 =2+i.

Correction de ’exercice 24.

Correction de I’exercice 25. Notons P = a X" ™! +bX™ + 1, d’apreés le cours, P est factorisable par (X — 2)?
ssi 2 est racine de multiplicité ' au moins deux dans P ssi P(2) = P'(2) = 0. Or,

+1 no _
o B a2n+1 + 2" - 1 a2™ + b2 = -1
PR =P@2) =0 < {W R ot L
n _ n
— a=—2n+1 eth = —2 ”—27
Ainsi, seul le couple (ﬁ’ —27" — 2%) convient.

a—1

a—1
Correction de I’exercice 26. 1. X* —1 = X® - 1% = (X — 1) Y XkXe1=F — (X — 1) 3] X* Ainsi,
k=0 k=0
X% — 1 se factorise par X — 1 Autre méthode : 1 est racine de X* — 1 donc X — 1 divise X% — 1.
2. Sl existe ¢ € N* tel que a = bq. Alors :

q—1 q—1
X0—1=(X"71-19= (X" 1) ) (XO)F19717F = (X0 —1) } X*
k=0 k=0

ainsi, X® — 1 se factorise par X —1

Correction de ’exercice 27. Soit (P, Q) € K[X]? tel que Q% = X P?, avec P et @ non nuls. alors d’apres les
formules sur les degrés, 2d°Q = d°X + 2d°P. Ainsi, 1 = 2(d°Q — d°P) ce qui prouve que 1 est pair ce qui est
absurde. Si P = 0, alors Q% = 0 donc Q = 0 (car K[X] est integre). Si Q = 0, alors XP? = 0 or X # 0 donc
P = 0 (car, encore une fois, K[ X] est intégre. Réciproquement (0,0) est bien solution.

En conclusion, seul (0, 0) vérifie la relation demandée.

1. Ne pas oublier le «au moins», en effet, 2 il pourrait étre de multiplicité 3, 4 ou plus.

loic.devilliers@proton.me 2BCPST?2 lycée Saint-Louis, 24-25, TD5 6


loic.devilliers@proton.me

Correction de 1’exercice 28.
Correction de ’exercice 29.

Correction de I’exercice 30. Soit P € K[X] vérifiant PoP = P. Si P est non constant, alors d°Pxd°P = d°P.
Ainsi, d°P = 0 ou d°P = 1. Ainsi, si P est solution nécessairement, P est de degré 1 ou constant.
Réciproquement, considérons P € K;[X], ainsi P = aX + b avec (a,b) € K2. Or,

PoP=aP+b=a(aX +b)+b=a*X +ab+b

a2:a

ab+b = b
polynémes constants.

Ainsi, P o P ssi { ssi (a =1etb=0)oua =0 Ainsi les solutions sont exactement X et les

Correction de ’exercice 31.
Correction de ’exercice 32.
Correction de ’exercice 33.
Correction de ’exercice 34.
Correction de ’exercice 35.
Correction de ’exercice 36.

Correction de 1’exercice 37. Soit y € C. On pose, ) = P — y, alors d°Q = d°P > 1. D’apres le théoreme
de d’Alembert-Gauss, Q admet une racine. Il existe z € C tel que Q(z) = P(x) —y = 0. Par conséquent,
y = P(x), le complexe y admet bien un antécédent pour P. En conclusion, la fonction polynomiale associée &
P est surjective.

Correction de 1’exercice 38.

Correction de ’exercice 39. Si P est un tel polynome, alors on a une somme de 5 réels positifs qui est
nulle, donc tous les termes sont nuls. Ainsi, 0, —3, 5, —7 et 42 sont racines de P avec d°P < 4. Ainsi,

P a plus de racines que son degré. Ainsi P est nul. Réciproquement si P = 0, alors on a bien la relation
P(0)2 + P(=3)2 + P(5)* + P(—7)% + P(42)*2 = 0.

Correction de ’exercice 40. 1. Supposons que pour tout n € N, P(n) = Q(n). Posons R = P — @, alors
pour tout n € N, R(n) = P(n) — Q(n) = 0. Ainsi, R a une infinité de racines donc R = 0. D'ou P—Q =0
ie P=0Q.

2. Supposons que pour tout z € R, P(sin(x)) = Q(sin(z)). Posons R = P — @, alors, pour tout a € [—1;1],
R(a) = P(sin(arcsin(a))) — Q(sin(arcsin(a))) = 0. Ainsi, R a une infinité de racines (U'intervalle [ —1;1]),
ainsi R est nul. Des lors, P = Q.

3. Supposons que z — P(z) soit périodique. Notons T' la période (rappelons alors que 7' > 0). Posons
R = P — P(0). Pour tout n € N, R(nT) = P(nT) — P(0) = P(0) — P(0) = 0. Ainsi, R a une infinité de
racines (tous les nT pour n € N et il y en a une infinité car 7' # 0), donc R = 0 puis P = P(0) donc P est
constant.

Correction de I’exercice 41. Soit P € R[X] vérifiant (X + 3)P(X) = XP(X +1).
e En remplacant X par 0, on obtient 3P(0) = 0 donc P(0) = 0.
e En remplacant X pur —2, on obtient 2P(—1) = 0 donc P(—1) = 0.
e En remplacant X par —2, on obtient 1P(—2) = 0.
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Ainsi, 0, —1 et —2 sont racines. Deés lors, il existe @ € R[X] tel que P = X(X + 1)(X + 2)Q Ainsi,
(X+3)XX+1)(X+2)Q=X(X+1)(X+2)(X +3)(Q(X +1))

Par conséquent X (X + 1)(X + 2)(X + 3) (Q —Q(X + 1)) = 0. Comme X (X + 1)(X + 2)(X + 3) n’est pas
le polynéme nul, par intégrité de R[X], on en déduit que Q — Q(X + 1) = 0 Soit Q(X) = Q(X + 1). Par
conséquent, z — @Q(z) est 1-périodique. D’apres la question 3 de 'exercice 40, @ est constant. Par conséquent,
P=XX(X+1)(X +2) avec Ae R.

Réciproquement, si P = AX (X + 1)(X + 2) avec A € R, alors

(X +3)P(X) = XX +1)(X+2)
XP(X+1)= XXX+ 1)(X +2)(X +3)
Ainsi, (X +3)P = XP(X +1).

Les polynomes vérifiant (X + 3)P = X P(X + 1) sont donc exactement les polynémes AX (X + 1)(X + 2)
avec A € R.

Correction de ’exercice 42. Notons a une éventuelle racine multiple de P,. Alors P,(a) = P,/(a) = 0.

n ‘X"C
P,=1+ > , alors?
=
n k.kal n kal n—1 Xk
B/ =0+ )] = =Y =P
= k! = (k—1)! = k!
n
Ainsi, P,(a) = P,—1(a) = 0. Par différence P,(a) — Py—1(a) = a—' = 0. Ainsi, nécessairement a = 0. Or,
n

0 = P,(0) =1 ce qui est impossible. Par conséquent, P, n’a que des racines complexes simples.

Correction de I’exercice 43. 1. Supposons qu'’il existe (a, b, c) € R? tel que
1 a b c
Yz e R\{0,—1,—2 = —+ +
reRY } zz+1D)(z+2) = z+1 x+2

En multipliant par z et en faisant * — 0 on obtient a = 1/2. En multipliant par  + 1 et en faisant
x — —1 b = —1. En multipliant par X + 2 et en faisant * — —2 ¢ = 1/2. Ainsi, si a, b, et ¢ existent
nécessairement (a,b,c) = (1/2,—1,1/2). Réciproquement, posons (a,b,c) = (1/2,—1,1/2). Alors, pour
tout = € R\{0,—1, -2} :

1 1
a b c §(ar+1)(x+2)—a:(x+2)+§:c(x+1)
-+ + =
r z+1 x+2 z(z+1)(z+2)
Y (LI Y P L
x| = — = z|=-— = =
T2 2 2 2) "2 1
z(z+1)(z+2) z(z+1)(z+2)
Ainsi, (a,b,c) = (1/2,—1,1/2) convient et c’est le seul triplet qui conviennent par ce qui a été fait
précédemment.

2. En écrivant la fraction en une somme de trois fractions par ce qui précede, on obtient :

ilk: k_+1 k+2 i<< 2(k +2) (k1+1)>_<2(k1+1)_21k>>

2. Attention quand vous dérivez de bien isoler le terme constant dont la dérivée sera nulle, en effet, écrire (Xk)' = kX" est
problématique pour k = 0, X*~1 n’a alors pas de sens. Si vous n’étes pas convaincu, essayez de remplacer X par 0, ¢’est encore pire
si aprés vous faites la simplification avec les factorielles avec du (k — 1)! si k = 0...
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1 1

En posant up = on reconnait une somme télescopique :

20k +1) 2k
i (u —Ug) =u —u; = ! - ! —14-1— ! — ! +1
P k) = Unst ""2(n+2) 2n+1) 42 2m+4 2m+2 4
i, S 14, ainsi In série 3" 1 s 1 1
1nS1 Ea— alnsl la serie converge € = —.
P e k(k+ 1)k + 2) 8O Sk )k+2) 4

1 1
3. En primitivant chacun des éléments, x — §ln(:v) —In(z+1) + iln(x + 2) est une primitive de x —
1
z(x+1)(z + 2)

*
sur R¥.

Correction de 1’exercice 44.

0
Correction de I’exercice 45. 1. ri+ro+7r3 = —1 (la somme des racines vaut 'opposé du quotient entre

2
I'avant dernier coefficient et le dernier) Ainsi, 71 + 72 + r3 = 0. De plus, rirerz = (—1)3 1 (le produit

des racines vaut (—1)"

rirors = —2.

multiplié par le coefficient constant divisé par le coefficient dominant). Ainsi,

. Siry =0, alors on aurait ro = 0 et r3 = 0, ainsi le produit r1ror3 = 0 ce qui est impossible. Par conséquent,
r1 < 0.

. Comme r7o13 < 0 avec r1 < 0, rors > 0. Ainsi, ry et 73 sont de méme signe (soit ils sont tous les deux
strictement positifs soit ils sont strictement négatifs) Si ro < 0 et r3 < 0. Par somme 71 + 79 + 73 < 0.
Comme ry + ro + r3 = 0, ceci est impossible. Ainsi, ro > 0 et r3 > 0. De plus, r17ror3 = —2, donc
|T1]|r2||r3| = 2. En particulier, |r1| divise 2 et 2 est premier. Ainsi, soit |r;| = 2 soit |rj| = 1. Distinguons
les cas :

e Si|ri| =2, alors comme 1 < 0, 77 = —2. Et rorg = 1, ainsi ry et r3 sont des entiers naturels qui divise
1, ainsi ro = r3 = 1. Ici, (r1,72,73) = (—2,1,1)
e Si|ri| = 1, alors r; = —1 et rorg = 2. Comme 2 est premier soit 7o = 1 et r3 = 2 soit 179 = 2

et 73 = 1 mais ce dernier cas est impossible car ro < r3. Ainsi, (r1,r2,73) = (—1,1,2), mais alors
T +ro+r3=2%#0.
Ainsi nécessairement 71 = —2, 19 =let rg =1
. 1 est racine double, donc P,’(1) = 0. Or P,’ = 3X? — (a? + 2a). Ainsi, P,/(1) = 3 — a? — 2a. On a donc
I'équation a? + 2a + 3 = 0, dont les racines sont —3 et 1. Comme a € N. Nécessairement, a = 1.
. Sia=1.Alors, P, = X3 —3X +2. Alors P,(—=2) =0 = P,(1) = P,/(1) (car P,/ = 3X? - 3).
En conclusion, a = 1 est la seule valeur telle que P, est trois racines dans Z.

Correction de ’exercice 46. 1. =1, P,=2X et P3 =3X2%2—1.

2. Par la formule du binéme de Newton

( >X”_k (i* - (=)

—e

k=0

I
D= =

Il
D=
/\Q/\
N~ N~
i
B
)
??‘
[SIE]
o |
"‘CD
m\:\

wosa i E (o] E
)
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3. Isolons les deux premiers termes dans la somme obtenue précédemment :

7= () s () sin (3) x7- 1+2()sm( 7Y Xk = 1+2()3m(n_j>g)xj

Comme n # 0, dés lors, d°P, = n — 1, de plus P,, a pour coefficient dominant n (ce qui est cohérent avec
les calculs de Py, Py et P).

4. e Supposons n paire. Soit x € R. La fonction y — y™ est alors paire, on obtient :

1 n 1 n
Po(=2) = 5 (=2 +1)" = (-2 = 1)") = 5 (¢ = 1)" = (2 +1)") = —Pu(2)
Ainsi, la fonction P, est impaire.

e Supposons n impaire. Soit € R. La fonction y — y™ est alors impaire, on obtient :

1

(o s = (o =) = 5

Pa(=2) = 2i

(—(x—=1)" 4+ (x+1)") = Py(x)
Ainsi, la fonction P, est paire.

5. Soit z € C. Et cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que z soit racine de P,

1
Py(2) =0 <= 5[(2’—1—1’)"—(2—1’)"]:0 — (z4+)"=(=z-=-9)"
i
Remarquons alors que z = i n’est pas racine de P,,. Fixons donc z € C\{i}. Ainsi,

z+1 | k2m
= e n

P(z) =0 < (Z+Z> =1 < Jke[0;n—1]

zZ—1 —1i

i k2w

< Jke[[O;n—1] z+i=(z—1i)e' n
k2w s k2w
— Jke[0;n—1] (1—elT):—i<elT+1)

Remarquons que k& = 0 est impossible car conduirait & 0 = —2i. Ainsi,
k
—i (eik%+1> ei%r(e_i%r +ei%ﬂ) 2 cos (;)
P(2)=0 < 3Jkel;n—1] z=—m=(—i) — — — = () —————%
1—e eIT(e717—e17)

k
—9%isin <7T
n

™
Ainsi, on a trouvé que les racines de P, sont de la forme cotan <> pour k € [1;n — 1]. Comme la
n

N————

fonction cotan est strictement décroissante sur |0; 7 [, on en déduit que nous avons trouvé exactement
n — 1 racines distinctes de P,.

6. D’apres ce qui précede, on sait que P, est un polynéme de degré n — 1 et de coefficient dominant n dont

n—1 kr
on connait n — 1 racines deux & deux distinctes. P, = n [] <X — cotan ())
k=1 n

N
7. Supposons qu’il existe N € N et (sq,51,...,55) € RV*! tel que S(X) = > s, X2k, Alors
k=1

N N
VeeR s(—z) = Z sp(—x)% = 2 spa2k
k=1 k=1

n
Ainsi, x — S(z) est paire. Réciproquement, supposons que z > S(x) est paire. Notons S = 3} s, X¥,
k=0

sp(@k — (=2)F) = 0. Ainsi, Q(X) = éo su(1 = (=1)F)X* a

M=

alors pour tout xz € R, s(x) = s(—x), d’ou

k=0
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10.

11.

12.

une infinité de racines (tout réel est racine de @), donc @ est le polynéme nul, donc tous ces coefficients
sont nuls. Ainsi, pour tout k € [0;n]), sg(1 — (=1)¥) = 0. Or si k est impair, on obtient 2s; = 0, donc
n

s = 0. Ainsi, tous les s sont nuls pour k impair. Dés lors S = > s, X"*. En notant p = 2k et en
k=0,
k pair
[n/2]
faisant un changement d’indice, on obtient S = Y s9,(X?)P
p=0
. D’apres la question 4, la fonction Ps,11 est paire. Donc d’apres la question 7, il existe IV € N et il existe
(o, 21,...,oN) € RN tel que
N N
Pony1 = ), ap X2 = ) ap (X2
k=0 k=0

N
Notons R, (X) = Y 2, X*. Alors R, (X?) = Papy1(X).
k=0

. Par propriété des degrés, on obtient d°Po,t1 = d°R, x d°X?. Soit 2n = 2d, dés lors, d = n. Notons

R, =aX" +bX" ' + R ot Re R, 5[X]. Le but est de trouver a et b. Comme R, (X?) = Py,11(X), on

obtient -
~ a 2 1 2 1-—
aX? 40X 4 RX?) = ) ( " > sin <<”+’“>”> X
= k 2

Par identification et en utilisant les coefficients de P11, déterminés a la question 2, on obtient que

a = <2n221> — o1
p _<§ZJ—F;) _ <2n3+ 1> _ (@n+ 1)(2;)(271— 1) _ _(2n~|—1)7;(2n— 1)

Soit x € Ry, alors R, () = Ry((v/Z)?) = Pant+1(v/Z) Donc R, (z) = 0 si et seulement si /7 est une
racine de Pa, 41 si et seulement si y/x = cotan(kn/(2n + 1)) avec k € [ 1;2n]]. Or comme +/z = 0 et que
cotan(km/(2n + 1)) = 0 si k < n. On en déduit que, pour k € [1;n ], cotan(kr/(2n + 1))? est racine de
R,. Or d°R,, = n, donc R, a au plus n racines, et comme cotan® est injective sur ]0;7/2[ (strictement
décroissante), on a ainsi trouvé exactement n racines de R,,. Donc, on a toutes les racines de R,,. Dés lors

R, = (2n+1) ﬁ <X — cotan <(27f11)>2)

k=1

n
On sait, d’apres le résultat de 1’exercice 34, on sait que si P = >, a;pX k avec a, # 0, alors la somme des

k=0
racines de P vaut _dno , on obtient donc ici
Qn
(2n+ 1)n(2n —1)
an cotan? km _ 3 _n(2n—1)
“ 2n+1) 2n + 1 3

Considérons f: z +— x — sin(z). Comme f est la différence de deux fonctions dérivables sur Ry, f est
dérivable sur Ry et f': 2 — 1 — cos(x) > 0. Ainsi, f est croissante sur R, et donc pour tout x € Ry,
f(z) = f(0) = 0. Ainsi, pour z € Ry, sin(z) < z. De plus, pour z € |0;7/2], sin(x) > 0. Posons
maintenant ¢g: x — tan(z) — z, comme g est la différence de deux fonctions dérivables sur [0;7/2[, g est
dérivable sur cet intervalle et g’: x — 1+ tan?(z) — 1 = tan?(z) > 0, ainsi g est croissante sur [0;7/2[ et
pour tout x € [0;7/2[, g(x) = 0, ainsi tan(z) = . Ainsi, pour tout € [0;7/2[, 0 < sin(f) < 6 < tan(h).
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P D n
1 t 1; 1 9 =T——0, av < =,
3. Soit pe [1;n], alors o+ 1’ aecO<2n 1S o, 1<2

appliquer le résultat de la question précédente & 6,, ainsi sin(6,) < 6, < tan(d,). Or la fonction z — z~
est décroissante sur R*, on en déduit que Hp_2 < cotan?(6,). De plus,

ainsi, 6, € | 0;7/2[, des lors on peut
2

2
) B cos”(0p) 1
1 + cotan(f,) = 1 + sinz(ep) B Sing(ep)

Comme 0 < sin(f,) < 6 et que x — 272 est décroissante sur R*, on en déduit que 1 + cotan?(f,) =

1 _ _— ,
5 = Op 2 En réunissant ces deux résultats :
sin(6,)

P

1

cotan?(6,) < 02 < 1+ cotan®(6,)
P

14. En sommant les inégalités obtenues & la question précédente pour p € [ 1;n ], on obtient

i cotan?( i % z": 1 + cotan?(f (0p)) =n+ i cotan?(6),)
k=1 k=1 k=1

k=1

En utilisant le résultat de la question 12 et la définition de 6, il vient :

n(2n—1) O (2n + 1)2 n(2n —1)
Z T ST 3
k=1
Soit N )
2n—1 1 n(2n —1)m
(S P . N TR,
3(2n+1)2 = 2n +1)2  3(2n+1)

Or, 2n—1 ~ 2n, par produit, n(2n—1) ~ 2n?, et 2n+1 ~ 2n, par produit, 3(2n+1)% ~ 12n? par quotient
d’équivalents,
n(2n —)x?  722n? 7’

32n+1)2  12n2 6

Or, si est une suite est équivalente a une constante non nulle, d’apres le cours, elle tend vers cette constante.
Ainsi,
n(2n — 1)72 2
32n+1)2 n-owo 6

Par somme de limites finies

[\

(nm?) n(2n — 1)7? v
2n+1)2 " 32n+1)2 oo 6
A PO n w2 +0 ] 2
Gréace au théoreme d’encadrement, on en conclut que Z 2o 6 . Par conséquent, Z k2 =5

=1
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