Correction de I’exercice 1. a) Notons E = .% (R, R) = R® le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies

sur Ret F'={f e E, f continue en 0}.

e 'cFE
R— R

e La fonction nulle : 6: 0 est bien continue en 0 (en effet, f(x) =0 - 0=6(0)). Donc § € F
T ——> T—

e Soit (f,g) € F? et A€ R, alors f + \g est continue en 0, en effet :
(f + A (@) = f(2) + Ag(x) — F(0) + Ag(0) = (Af + 9)(0)

Tr—

donc f+Age F
Conclusion : F' est un sous-espace vectoriel de F.

Notons E = .7 (R,R) = RF le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R et F' = {f € E, f monotone sur R}.

9

R—R R—R
et g:

On va montrer que F' n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Prenons f: { 5

T — T — —3x

R—R

Remarquons que

x — a3 — 3x

alors f et g sont monotones donc f € F' et g € F. Posons h = f + g: {
0 < 1etqueh(0) =0> h(l) = —2 donc h n’est pas croissante, remarquons aussi que 1 < 2 et que
h(1) = —1 < h(2) = 2, donc h n’est pas décroissante. Ainsi, h = f + g ¢ F. Par conséquent, F' n’est pas un
sous-espace vectoriel de F.
Notons E = .Z([1;2],R) = R[1:2] Je R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur [1;2] et F = {f €
[1;2] — R
E, f(1) = 1}. Alors, posons la fonction nulle 6: { , comme (1) =0, 0 ¢ F. Donc F n’est pas
z —0

un sous-espace vectoriel de FE.

Notons F = {(u,), € RN VYneN Un+2 — DUp41 + 6 = 0}, posons, pour tout n € N, u,, = 0, (up), est la
suite nulle, pour n = 28 € N, u,19 — bup1 + 6 = 6 # 0, donc la suite nulle n’est pas dans F', donc F' n’est
pas un SEV de RN,

Notons
F = {(up)nen € RY, (un)n est arithmétique} = {(up)nen € RY 3reR VneN Upt1 = Up + T}

e Fc RN,

e Posons, pour tout n € N, u, = 0, (up)y est la suite nulle. Posons également r = 0, de sorte que, pour
tout n € N, up11 =0 = u, + r. Donc la suite nulle est dans F'.

e Soient (uy,) et (v,) € F et A € R. Notons r la raison de (uy,), et 7’ la raison de (vy,)p, alors

VneN  Aupi1 + Vg1 = Mup +7) +vp + 7" = Aup +v,) + (A +17)

Ainsi, la suite (Au, + v,), est une suite arithmétique (de raison A\r + r’). Des lors, (Au, + vy)n € F.
Ainsi, 'ensemble des suites arithmétiques réelles est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles.

Notons £ = RN le R-espace vectoriel des suites réelles etF = {(un)n, U, soit géométrique}. Prenons (uy,)n
et (vn)n deux suites définies par, pour tout n € N, u,, = 1" et v,, = 2", alors (uy), € F et (v,), € F. Notons

(Wn)neN = (Un)nen + (U )nen. Alors pour tout n € N, w, = 1 + 2". Remarquons que wg = 2 et w1 = 3 ne

w1 3 w9 ) w1 wy .
sont pas nuls, on peut donc calculer — = — et — = -, donc — # —, ainsi la suite (wy), n’est pas
wo 2 w1 3 wo w1

géométrique. Donc (up)nen + (Un)nen € F. F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de F.
{fe?(a;0],R), f(a) = f(b)}
Posons E = Z([a;b],R) le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur [a;b]. Et F = {f €
¢([a;b],R), fbf@) at = 0} :

e FcCE. ‘
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[a;b] — R b b
e La fonction nulle 6: est continue sur [a;b] et | O(t)dt = J 0dt =0. Donc e F.

xZ — 0 a a
e Soit (f,g) € F?2 et A € R, alors f + Ag est continue sur [a;b] (opérations sur les fonctions continues),
donc f+Age €([a;b],R). De plus, par linéarité de l'intégrale :

b b b b

f (f+)\g)(t)dt=ff(t)+)\g(t)dtzff(t)dt+)\f g#)dt = 0+ X0 = 0
Donc f + Ag e F.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de E.

{f e 2(R,R), f(1) = f'(1) =0}

Notons le R-espace vectoriel E = #,(R) et F = {M € .#,(R), M est inversible}. La matrice nulle 0,, n’est
pas inversible (en effet, pour tout B € ., (R), 0,, x B = 0,, # I,). Donc F n’est pas un sous-espace vectoriel
de F.

Notons E = RN I'espace vectoriel des suites réelles. Et F' = {(u,) € E, (uy) converge}.
e FCc FE
e Posons, pour tout n € N, z, =0, (z,), est la suite nulle dans E, de plus, z, — 0, donc (z,)n € F.

e Soit (Up)nen € F et (v)nen € F, A € R, notons ¢ la limite de (uy,), et ¢’ la limite de (vy,),, alors d’apres le
cours Uy, + Avy, — L4+ N, ainsi, A(uy)n + A(vy)n est une suite convergente. Donc (uy,)y, + A(vy)n € F.
n—
Donc F' est un sous-espace vectoriel de E.

Notons E = RY I'espace vectoriel des suites réelles et F' = {(un)neny € RY (), bornée}.
e FCFE
e Posons, pour tout n € N, z, = 0 de sorte que (zy,), soit la suite nulle, alors pour tout n € N, |z,| < 42,
de sorte que la suite nulle soit bien bornée. Donc (2, )nen € F.
e Soit (up)nen € F et (vp)nen € F, A € R. Posons (wy)n = (Un)n + AMvy)n. 1l existe M € R tel que pour
tout n € N, |u,| < M. De méme, il existe M’ € N tel que pour tout n € N, |v,| < M’. Alors, d’apres
I'inégalité triangulaire, on a

VneN [wy| = |un + Avp| < Jup| + | Avp| < |un| + [A] X |vp| < M+ XM’

Ce qui prouve que la suite (wy,), € F.
Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de E.

Notons le R-espace vectoriel E = .#,(R) et F = {M € .#,(R), M = M?}. Comme I,?> = I,,, on a que
I,, € F'. Pourtant (2In)2 =41, # 2I,,, donc 2I,, ¢ F'. F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de F.

Notons E = R? le R-espace vectoriel et F' = {(z,y) € R?, z +y = 0}.

e FFc FE.

e 0p =(0,0),0or 0+0=0, donc O € F.

e Soit u € F et ve I, alors il existe z € R et y € R tel que u = (z,y) avec z + y = 0. De méme il existe
' eR ety €R tel que v = (2/,y') avec 2’ + ¢y’ = 0. Soit X € R. Notons w = u + \v = (z + A\z’,y + \y).
Calculons

(z+ X))+ (y+ M) =(@+y)+ A2 +y) =0+ X0

Doncw =u+ AveF.
F est donc un sous-espace vectoriel de R?.
Notons I'espace vectoriel E = R? et F = {(z,y) € R?, 2 + y = 1}. Remarquons que Og = (0,0) ¢ F, car
0+ 0 # 1. Donc F n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.
Notons F = {(x,y) € R%, 2y = 0}, remarquons que (1,0) € F et (0,1) € F, mais (1,0) + (0,1) = (1,1) avec
1 x1#0,donc (1,0) + (0,1) ¢ F. Ainsi, F' n’est pas un SEV de R2.
Notons l'espace vectoriel E = R? et F' = {(z,y) € R?, zy > 0}. Remarquons que v = (10,1) € F (car
10 x 1> 0) que v = (—1,—10) € F, car (—1) x (—=10) > 0, pourtant u + v = (9,—9) et 9 x —9 < 0, donc
u+v ¢ F. F n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R2.
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r) Notons Iespace vectoriel E = R? et F' = {(z,y) € R?, z < y}. Prenons le vecteur u = (1,2), alors comme
1 <2, 0naqueue F. Considérons v = (—1)u = (—1,—2), alors comme —1 > —2, v ¢ F, donc F' n’est pas
un sous-espace vectoriel de E.

s)
Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3. Tout d’abord, si F' < G, alors F'u G = G est bien un sous-espace vectoriel de FE.
De méme, si G < F alors F'u G = F est bien un sous-espace vectoriel de F, ainsisi Fc GouGc F, FuG
est bien un sous-espace vectoriel de E. Ainsi, I'implication réciproque est vérifiée.

Pour I'implication directe, supposons que F' U (G soit un espace vectoriel et procédons par ’absurde. Suppo-
sons donc que F ne soit pas inclus dans G et que G ne soit pas inclus dans F' . Cela veut dire qu’il existe f € F
avec f ¢ (G. De méme, cela veut dire qu’il existe g € G avec g ¢ F. Dans tous les cas, fe FuGet ge FuG.
Comme F'u G est un sous-espace vectoriel de F, il vient que f + g € F' U G. Par définition de 'union, f+g € F
ou f+geG.

e Dans le premier cas f + g = f' € F et donc g = f' — f € F (car F est un sous-espace vectoriel de E),
donc g € F ce qui est impossible.

e Dans le second cas, f+ g =g € Get donc f = ¢ —ge G (car G est un sous-espace vectoriel de F),
donc f € G ce qui est impossible.

On obtient donc une contradiction dans tous les cas. Donc notre hypothese était fausse. Ainsi F'< Gou G c F.

1. De l'intérét de savoir nier les ou.
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