Q) Chapitre 7
Applications linéaires

Prérequis :

Ensembles et applications : image d’'un ensemble, injectivité, surjectivité, bijectivité

Systemes linéaires

Matrices

Polynoémes

Espaces vectoriels

Espaces vectoriels de dimension finie

Objectifs :
e Définir les applications linéaires (des fonctions particulieres qui vont d’un espace vectoriel & un autre)
e Lien entre applications linéaires et matrice
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Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, K = R ou C et E et F', G trois K-espaces vectoriels.
1 Généralités
‘ ’ o . . . . 2’ 0
Deﬁnltlon d’une application linéaire
1. Une fonction u: E —> F est dite linéaire si V(z,2',\) € E? x A e K u(Ax + ') = du(z) + u(z’)

2. On note Z(E, F) lensemble des applications linéaires de FE dans F.
3. SiE=Fet fe Z(E,E), f est appelée endomorphisme de E. On note £ (E) = £(E, E).

Exemples 1.

1. Soit f: z —— 3z, f est linéaire de R dans R. 2. f:(z,y) — (z,x+y,x—y) est linéaire de R? dans R3.
b ¢ ([0;1],R) — €([0;1],R)
3. &: fr J [ est linéaire de €°([a;b],R) sur R 4. A: p ; est linéaire.
5. f: A~ AT est un endomorphisme de .7, (K). 6. f:(x1,...,2n) —> >, T est linéaire de C™ vers C.
k=1

Remarques 1. Pour ue Z(E,F), on a :
(] U(OE) = OF
e Pour tout (z,2') € E? et A € K, u(z + 2') = u(z) + u(2’), u(Azx) = du(x)

n n
e Pour tout (e1,eq,...,6e,) € E™ et (A1, A,..., ) €K™ u ( > )\kek) = > Mpu(er).
k=1 k=1

N

('_‘J Proposition n°1 : opérations sur les applications linéaires

\| 1. Si(f,g,\) e Z(E,F)?xK, alors \f+ge L(E,F) 2. Sife X(E,F),ge %(F,G),alors gof € .,Z(E,G)/
&J Proposition n° 2 : propriétés des endomorphismes A
Soient f e Z(F) et A€ KetneN*.
1. Idge Z(E) 2. foldg=Idgof=f 3. f*=fo...ofe Z(F) par convention, f' = Idg
My
\ n fois )
S
Déﬁnition d’un isomorphisme et deux espaces vectoriels isomorphes
e Si fe Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F.
e On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E vers F.
o Si fe Z(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.
iJ Proposition n° 3 : composition et inverse d’isomorphismes
Soient f e Z(FE,F) et g £(F,G) deux isomorphismes :
1. f~1: F — E est un isomorphisme 2. go f: E— G est un isomorphisme et (go f)"' = f"log™?!

)
Déﬁnition du noyau et de I’image

Soit f e Z(E,F).
1. On appelle noyau de f : Ker(f) ={z € E| f(z) = 0r}
2. On appelle image de f : Im(f) ={ye F|Jxe E y= f(a)} ={f(x) |z € E}
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iJ Proposition n°4 : le noyau et ’image sont des espaces vectoriels
| Soit fe Z(E,F), alors Ker(f) est un SEV de E et Im(f) est un SEV de F.

—/

]R4 N R3
Exemple 2. Soit f: . Déterminer dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).
(:E’yazvt) — (I +y, —2z — 2y’t - Z)

Remarque 2. La proposition 4 fournit une nouvelle méthode pour montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel.

Exemples 3. F' = {PeK[X]|P(0) =0} et G = {f € €%(R,R) | f” + f = 0} sont des espaces vectoriels.

. Kn[X] > Kn—l[X] . , . ;1 c .
Exemple 4. La fonction u: P - , est-elle injective ? Déterminer Im(u), en déduire que u est surjective.
—

2 Applications linéaires en dimension finie

2.1 Bases et applications linéaires

On suppose maintenant que E est de dimension finie n et on fixe # = (e1, ea,...,e,) une base de E.

Déﬁnition de ’image d’une famille finie de vecteurs
| On appelle image de .F = (f1, f2, ..., f,) par u€ L (E, F) la famille de vecteurs de F : u(F) = (u(f1),...,u(f,))-

Y/ ’ . . . ’, . .
' Théoréme n°1 : un isomorphisme transforme une base en base et préserve les dimensions

Soient u € Z(E, F) et % une base de E. Alors, u est un isomorphisme ssi u(%) est une base de F.
Dans ce cas, F' est de dimension finie et dim(F') = dim(E).

Remarque 3. Ce résultat sert a déterminer la dimension d’un espace vectoriel.

Remarques 4. e Si dim(F) = dim(F), alors E et F sont isomorphes. En particulier, F est isomorphe a K™.
e Si fe Z(E,F), alors Im(f) = vect(f(e1), f(ez2),..., f(en)) donc Im(f) est un SEV de F de dimension finie.

2.2 Rang d’une application linéaire et théoreme du rang

I
Déﬁnition du rang d’une application linéaire

| On appelle rang de u € Z(E, F) la dimension de son image, on note rg(u) = dim(Im(u)).
ij Proposition n° 6 : lien entre rang d’une application linéaire et rang de I"image d’une base
| Soient ue Z(E,F)et % = (e1,ea,...,e,) est une base de E alors rg(u) = rg(u(#)) = rg(u(er),ules),. .., ule,)).
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R"™ — R2
Exemple 5. Soit u: . Que vaut rg(u) ?

(fEl,IQ, cee ,l‘n) _ (xhxl)

Exemple 6. En reprenant la fonction u de 'exemple 5, quelle est la dimension du noyau de Ker(u) ?

R} —R?

Exemples 7. e Montrer que f: { est un automorphisme de R3.
(@,9,2) — (y+ 2,2+ x,2+y)
e Montrer que ®: P — P’ est un endomorphisme de R[X] surjectif mais non injectif.

e Montrer que ¥: f+— (z — f f) est un endomorphisme de ¢°(R,R) injectif mais non surjectif.
0

3 Matrice d’une application linéaire

On fixe F et F, G trois K-EV de dimension finie de dimensions respectives n, p et ¢, B = (e1,ea,...,e,) et B =
(€1,€h,...,¢el,) deux bases de E, € = (f1, f2,..., fp) une base de F, Z est une base de G.

)
Déﬁnition de la matrice d’une application linéaire dans des bases données

On appelle matrice de u € Z(E, F) dans les bases #Z et € la matrice de u(#) dans la base € notée :
u(ey) - -ule) - ulen)
(IR EEEEE (AW EERER a1,n fl
: : : : P
Matg s (u) = | @i+ Qjjreeeee aim |fi € Mpyn(K) ou u(e;) = 2 a; ;fi
: : : : i=1
ap,]. ..... ap’] ..... ap,n fp
Mat g « (u) a dim(E) = n colonnes et dim(F') = p lignes. Si E = F et = ¥, on pose Matgz(u) = Matg, z(u).

L _ R3[X] — Ro[X] .
Exemples 8. e Ecrire la matrice de f: dans les bases canoniques de R3[X] et de Ro[X].
P — P +XP"
1 0 1
e Soit g € Z(Ry[X], #>(R)) telle que Matgz «(g) = ; ; :1 ol A est la base canonique de Ro[X] et € celle
1 1 1

de .#>(R). Que valent g(X), g(X?) et g(2X —3X?)?
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Exemple 9. En reprenant 'exemple 8, calculer Y = AX ot X = Matg(P), A = Matg«(f), P € R3[X], # la base
canonique de R3[X] et € celle de Ro[X].

iJ Proposition n° 7 : matrice d’une combinaison linéaire d’applications linéaires
| Soient (u,v) e Z(E, F)? et A €K, alors Mat gz « (Au + v) = AMatg ¢ (u) + Matg « (v)
vou
G F E
w v w u w
9 € B
Remarques 5. e Le produit matriciel a, en fait, été défini ainsi pour avoir cette propriété.

e Le produit matriciel comme la composée ne sont pas commutatifs donc 'ordre est important.
e Sion notait Maty. 2(f) au lieu de Matg «(f), la formule deviendrait : Matg. g(vou) = Matg« (v)Maty—z(u),
ce qui serait plus «logique», mais cette notation n’est pas usuelle et donc non conseillée.

)
Déﬁnition du noyau, image et rang d’une matrice

On appelle noyau, image et rang de la matrice A € ., ,,(K) :
o Ker(A) ={X e #,:1(K)| AX =0} (SEV de 4, 1(K))
e Im(A) ={Y e, (K)|3IX € #,1(K) Y =AX}={AX | X € #,.1(K)} (SEV de ), 1(K))
o rg(A) = dim(Im(A))

iJ Proposition n°9 : lien entre image (resp. noyau) de f et image (resp. noyau) de A
Soient f e Z(E,F), A=Matg«(f) e Mpn(K), ze EetyeF.
1. zeKer(f) <= X = Matg(z)e Ker(A) 2. dim(Ker(f)) =
3. yelm(f) <= Y = Matg(y) € Im(A) 4. rg(f) =rg(A)
5. n = dim(Ker(A)) + rg(A) ou n est le nombre de colonnes de A  (théoréme du rang version matricielle)

dim(Ker(A))

Remarque 6. Si on connait KerA/ImA, alors en passant des coordonnées aux vecteurs, on connait Kerf/Imf.

Exemple 10. Soit f € Z(R;[X]) tel que A = Matg(f) = (2 ;) avec Z = (1,X). Calculer KerA, Kerf, ImA et Imf.

Attention soyez homogeéne !
< Si fe Z(E,F), une base de Ker(f)/Im(f) contient des vecteurs de E/F et non des matrices colonnes.
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(-'_'J Proposition n° 10 : propriétés du rang et de I’image d’une matrice
Soient A € A, n(K) et B € M, 4(K), C1,...,Cy les n colonnes de A, Ly, ..., L, les p lignes de A.
1. Im(A) = VeCt(Cl, CQ, ey Cn) 2. I‘g(A) =rg (017 CQ, vy On)
3. Si B € My (K) est inversible alors rg(AB) = rg(A) 4. Si A e A, ,,(K) est inversible alors rg(AB) = rg(B)
5. 1g(AT) =rg(A) (admis) 6. rg(A) =rg(Lq,...,Ly)
7. 1g(F) = rgMatgz(F)) pour F = (f1, f2,. .., fg) une famille de vecteurs de E.

. J

Remarque 7. Le rang d’'une matrice est invariant par opérations sur les lignes et colonnes. C’est pourquoi on peut
calculer le rang d’une matrice en 1’échelonnant.

1 21 1 2 3 1
Exemples 11. Calculer le rang des matrices A= |1 3 2|etB=|1 -2 2 -1
1 10 3 1 1 =2

Comment déterminer sans calcul le rang, I’image et le noyau d’une matrice A ?
1. Trouver .%, une famille de colonnes de A, telle que tout autre colonne de A est combinaison linéaire de .%.

2. Démontrer/affirmer que .# est libre, ainsi, rg(A) = Card.# et .# est une base de Im(A).

3. Si C; est une colonne de A qui n’est pas dans %, alors C; € vect(.%), ainsi le vecteur colonne des coefficients
de liaison est un vecteur du noyau. Grace au théoréeme du rang, on obtient assez de vecteurs.

Exemples 12. Déterminer, sans calcul, le rang, I'image et le noyau des matrices :

1 2 3 1 2 3 01 3 5
A=1|1 2 3 B=1|4 7 11 C=10 2 6 10
1 2 3 2 2 4 011 3
ij Proposition n° 11 : caractérisation des matrices inversibles
Soit A € #,,(K). Sont équivalents :
1. A est inversible 2. Ker(A4) ={0,1} 3. Im(A4) = #,1(K) 4. rg(A)=n
5. iBe #4,(K) BA=1I, (et alors B=A"Y) 6. 3Be #,(K) AB=1, (et alors B = A~1)
1 2 3
Exemple 13. La matrice A= |1 —2 1 ] est-elle inversible?
1 1 9

4 Changement de bases

La matrice d’une application linéaire dépend a priori des bases choisies. Que se passe-t-il si on change de base ?

)
Déﬁnition de la matrice de passage

On appelle matrice de passage de la base Z a la base %4’ la matrice de la famille %’ dans la base %4. On note
cette matrice Pg_.g = Matg(%').

Exemple 14. Soient Z = (1, X, X?) et ' = (5,2X — 3,5X? — 2) deux bases de Ry[X]. Donner Pg_, 5 et Py _ 5.

Remarque 8. Notons que Pg_,z = Matg z(Idg)

ij Proposition n°® 12 : inversibilité et inverse la matrice de passage

| Si B et #' sont deux bases de E, alors Pg_, 4 est inversible et (ng_,ggl)_l =Py _ 5.
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iJ Proposition n° 13 : formule de changement de bases pour un vecteur
| SizeE, notons X = Matg(z), X’ = Matg (z) et P = Pg_ 4, alors Matg(z) = Pg_ @ Matg (z) ie X = PX’

/" Moyen mnémotechnique pour la formule de changement de base pour un vecteur
Pour ne pas se tromper de formule, retenir «pépé» : les «p» sont du méme coté de la formule P et Xprime.

Exemples 15. Déterminer Matz (Q) et Mat»(Q) ot Q =1+ 2(X —1) +2(X —1)? e Ry[X], &' = (1, X — 1,(X — 1)?)
ot B = (1, X, X2)?

/‘ Moyen mnémotechnique pour retenir la formule de changement de base d’un endomorphisme
On peut retenir : «Alice = Pensionnaire Du PMU» ot PMU encode P~! (P Moins Un)

Remarque 9. Souvent, la base & sera la base canonique de F, la matrice Pz_, ¢ s’obtient alors facilement contrairement
a Py, . La base %' rendra souvent Matg (f) agréable (matrice diagonale ou triangulaire par exemple).

Exemple 16. Considérons I'endomorphisme de R? noté f: (z,y) — (5x + y,x + 5y) et n € N.

1. Donner A la matrice de f dans la base canonique de R2.
2. Justifier que Z’ = ((1,1),(1,—1)) est une base de R?. Donner D la matrice de f dans cette base.

3. Calculer D", puis grace a la formule de changement de base, calculer A™. En déduire f™.

Déﬁnition de deux matrices semblables
| Ondit que A e .#,(K) et B e .#,(K) sont semblables s’il existe P € .#,(K) inversible telle que A = PBP~!.

Remarque 10. Si u € Z(E) et A = Matg(u), alors A et B sont semblables ssi il existe %’ base de E telle que
B = Matg (u).
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Résumé du chapitre sous forme de tableaux

Lien entre espaces vectoriels et matrices

Soient FE et F, G sont trois EV de dimension finie, dim(E) = n et dim(F) = p. Z = (e, ea, . ..
est une base de F, & est une base de G.

Jen) et B = (e'1,¢9,...,¢,) sont des bases de E, € = (f1, f2,-- -, [p)

Concept Monde : EV /fonction linéaire Monde : Matrices Lien entre les deux mondes
I

n
Vecteur au départ x= > zieeFE X e My 1(K) X =Matg(z) = | :

=t T

P Y
Vecteur & larrivée y= > yfieF Y e #,1(K) Y = Matg(y) = | :

=1

J Yp

2
Image des vecteurs de la | we Z(E,F), u(e;) = ] a;;fi Ae My, (K) A =Matg ¢(u) = (i) 1<i<p
base i=1 1<j<n
Image d’un vecteur y = u(x) Y = AX
Définition de 'image Im(u) = {u(z) |z € E} Im(A) = {AX | X € 4,1(K)} y € Im(u) ssi Y = Mate(y) € Im(A)
Famille génératrice de | Im(u) = vect(u(ey),...,u(ey)) Im(A) = vect(Ch,...,C,) ou C; = j-iéme
I'image colonne de A.
Rang rg(u) = dim(Im(u)) rg(A) = dim(Im(A)) rg(A) = rg(u)
Noyau Ker(u) = {x € F|u(z) =0F} Ker(A) ={X € #,1(K)| AX =0} x € Ker(u) ssi X = Matg(z) € Ker(A)
dim(Ker(A)) = dim(Ker(u))
Théoréme du rang dim(F) = dim(Ker(u)) + rg(u) n = dim(Ker(A)) + rg(A) WARNING : n est le nombre de colonnes de 4
Composition/ Produit ve Z(F,G) alorsvoue Z(E,G) | A= Maty o(v)et B=Matgs(u) AB = Matg o(vou)
Changement de base P et B’ bases de E ou e;» = > pije | P=Ppm P = (pij)i<i<n
i=1 1<j<n

Changement de base | & et %' basesde Eet € E X = Matg(z), X' = Matg (x) P=Pg_e | X = PX’
pour un vecteur
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Cas particuliers des endomorphismes
Objets Endomorphisme Matrice carrée Lien
ue Z(E) Ae M, (K) A = Matg(u)
Changement de base ue L (E), B, B bases de F A = Matg(u), D = Matg(u), P = | A= PDP~!
Py a
Inversibilité 11 existe v € Z(F) tel que Il existe B € 4, (K) tel que u est bijective SI ET SEULEMENT SI A est inversible et
bijectivité wov =Idg AB =1, At = Matg(u™t)

Vecteur propre

z € F tel qu'il existe A € K tel que
u(z) = Av avec x # 0

X € Mp1(K) tel qu'il existe A € K tel
que AX = XX avec X #0

X vecteur propre de A pour A SI ET SEULEMENT SI
x vecteur propre de u pour A

Valeur propre

A e K tel qu’il existe x € F
non nul tel que u(z) = Az

A € K tel qu'il existe X € 4, 1(K)
non nul tel que AX = AX

A valeur propre de A ssi A valeur propre de u

Spectre ensemble des valeurs propres de u : | ensemble des valeurs propres de A : | Sp(A4) = Sp(u)
Sp(u) Sp(4)
Diagonalisabilité u est diagonalisable s’il existe %' | A est diagonalisable s’il existe P in- | w est diagonalisable ssi A = Matg(u) est diagonalisable.

base de E tel que Mat g (u) soit dia-
gonale

versible et D diagonale telle que A =
PDP~!

Opérations sur les lignes/colonnes

But

Méthode

Résoudre un systeme linéaire AX =Y o Ae #,,(K) et Y €

///p,l (K)

Opérations SEULEMENT sur les lignes du systéme.

Savoir si une matrice A € 4, (K) est inversible et déterminer son

inverse

Ou

Opérations SEULEMENT sur les lignes sur A et I,, jusquq’a obtenir I,, et B, A étant inversibe
ssi c’est possible possible. Dans ce cas, A~! = B.

Résoudre le systéeme Y = AX : A est inversible ssi s’'il Y = AX admet toujours une solution, sous
la forme X = BY. Dans ce cas, A~! = B.

Trouver le rang de A € 4, ,(K)

Effectuer des opérations sur les lignes ET les colonnes jusqu’a trouver une matrice échelonnée.

Trouver le rang de f € £(E,F)

Poser A = Matg «(f) € 4, (K) et calculer rg(f) = rg(A) par la méthode précédente.

Trouver le rang de # = (zq,...

,&p) une famille de vecteurs de B

Soit % une base de E, prendre A = Matg(.%) et calculer rg(.#) = rg(A).
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