
Correction de l’exercice 1. a) Notons E “ F pR,Rq “ RR le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies
sur R et F “ tf P E, f continue en 0u.

‚ F Ă E

‚ La fonction nulle : θ :
#

R ÝÑ R

x ÞÝÑ 0
est bien continue en 0 (en effet, θpxq “ 0 ÝÝÝÑ

xÑ0
0 “ θp0qq. Donc θ P F

‚ Soit pf, gq P F 2 et λ P R, alors f ` λg est continue en 0, en effet :

pf ` λqpxq “ fpxq ` λgpxq ÝÝÝÑ
xÑ0

fp0q ` λgp0q “ pλf ` gqp0q

donc f ` λg P F
Conclusion : F est un sous-espace vectoriel de E.

b) Notons E “ F pR,Rq “ RR le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R et F “ tf P E, f monotone sur Ru.

On va montrer que F n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Prenons f :
#

R ÝÑ R

x ÞÝÑ x3
et g :

#

R ÝÑ R

x ÞÝÑ ´3x
,

alors f et g sont monotones donc f P F et g P F . Posons h “ f ` g :
#

R ÝÑ R

x ÞÝÑ x3 ´ 3x
Remarquons que

0 ď 1 et que hp0q “ 0 ą hp1q “ ´2 donc h n’est pas croissante, remarquons aussi que 1 ď 2 et que
hp1q “ ´1 ă hp2q “ 2, donc h n’est pas décroissante. Ainsi, h “ f ` g R F . Par conséquent, F n’est pas un
sous-espace vectoriel de E.

c) Notons E “ F pr 1 ; 2 s ,Rq “ Rr 1 ; 2 s le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur r 1 ; 2 s et F “ tf P

E, fp1q “ 1u. Alors, posons la fonction nulle θ :
#

r 1 ; 2 s ÝÑ R

x ÞÝÑ 0
, comme θp1q “ 0, θ R F . Donc F n’est pas

un sous-espace vectoriel de E.
d) Notons F “ tpunqn P RN @n P N un`2 ´ 5un`1 ` 6 “ 0u, posons, pour tout n P N, un “ 0, punqn est la

suite nulle, pour n “ 28 P N, un`2 ´ 5un`1 ` 6 “ 6 ‰ 0, donc la suite nulle n’est pas dans F , donc F n’est
pas un SEV de RN.

e) Notons

F “ tpunqnPN P RN, punqn est arithmétiqueu “ tpunqnPN P RN Dr P R @n P N un`1 “ un ` ru

‚ F Ă RN.
‚ Posons, pour tout n P N, un “ 0, punqn est la suite nulle. Posons également r “ 0, de sorte que, pour

tout n P N, un`1 “ 0 “ un ` r. Donc la suite nulle est dans F .
‚ Soient punq et pvnq P F et λ P R. Notons r la raison de punqn et r1 la raison de pvnqn, alors

@n P N λun`1 ` vn`1 “ λpun ` rq ` vn ` r1 “ pλun ` vnq ` pλr ` r1q

Ainsi, la suite pλun ` vnqn est une suite arithmétique (de raison λr ` r1). Dès lors, pλun ` vnqn P F .
Ainsi, l’ensemble des suites arithmétiques réelles est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites réelles.

f) Notons E “ RN le R-espace vectoriel des suites réelles etF “ tpunqn, un soit géométriqueu. Prenons punqn

et pvnqn deux suites définies par, pour tout n P N, un “ 1n et vn “ 2n, alors punqn P F et pvnqn P F . Notons
pwnqnPN “ punqnPN ` pvnqnPN. Alors pour tout n P N, wn “ 1 ` 2n. Remarquons que w0 “ 2 et w1 “ 3 ne
sont pas nuls, on peut donc calculer w1

w0
“

3
2 et w2

w1
“

5
3, donc w1

w0
‰

w2
w1

, ainsi la suite pwnqn n’est pas
géométrique. Donc punqnPN ` pvnqnPN R F . F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de E.

g) tf P C pr a ; b s ,Rq, fpaq “ fpbqu

h) Posons E “ F pr a ; b s ,Rq le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur r a ; b s. Et F “ tf P

C pr a ; b s ,Rq,

ż b

a
fptq dt “ 0u :

‚ F Ă E.
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‚ La fonction nulle θ :
#

r a ; b s ÝÑ R

x ÞÝÑ 0
est continue sur r a ; b s et

ż b

a
θptq dt “

ż b

a
0 dt “ 0. Donc θ P F .

‚ Soit pf, gq P F 2 et λ P R, alors f ` λg est continue sur r a ; b s (opérations sur les fonctions continues),
donc f ` λg P C pr a ; b s ,Rq. De plus, par linéarité de l’intégrale :

ż b

a
pf ` λgqptq dt “

ż b

a
fptq ` λgptq dt “

ż b

a
fptq dt ` λ

ż b

a
gptq dt “ 0 ` λ0 “ 0

Donc f ` λg P F .
Donc F est un sous-espace vectoriel de E.

i) tf P DpR,Rq, fp1q “ f 1p1q “ 0u

j) Notons le R-espace vectoriel E “ MnpRq et F “ tM P MnpRq, M est inversibleu. La matrice nulle 0n n’est
pas inversible (en effet, pour tout B P MnpRq, 0n ˆ B “ 0n ‰ In). Donc F n’est pas un sous-espace vectoriel
de E.

k) Notons E “ RN l’espace vectoriel des suites réelles. Et F “ tpunq P E, punq convergeu.
‚ F Ă E
‚ Posons, pour tout n P N, zn “ 0, pznqn est la suite nulle dans E, de plus, zn ÝÝÝÑ

nÑ8
0, donc pznqn P F .

‚ Soit punqnPN P F et pvnqnPN P F , λ P R, notons ℓ la limite de punqn et ℓ1 la limite de pvnqn, alors d’après le
cours un ` λvn ÝÝÝÑ

nÑ8
ℓ ` λℓ1, ainsi, λpunqn ` λpvnqn est une suite convergente. Donc punqn ` λpvnqn P F .

Donc F est un sous-espace vectoriel de E.
l) Notons E “ RN l’espace vectoriel des suites réelles et F “ tpunqnPN P RN punqn bornéeu.

‚ F Ă E
‚ Posons, pour tout n P N, zn “ 0 de sorte que pznqn soit la suite nulle, alors pour tout n P N, |zn| ď 42,

de sorte que la suite nulle soit bien bornée. Donc pznqnPN P F .
‚ Soit punqnPN P F et pvnqnPN P F , λ P R. Posons pwnqn “ punqn ` λpvnqn. Il existe M P R tel que pour

tout n P N, |un| ď M . De même, il existe M 1 P N tel que pour tout n P N, |vn| ď M 1. Alors, d’après
l’inégalité triangulaire, on a

@n P N |wn| “ |un ` λvn| ď |un| ` |λvn| ď |un| ` |λ| ˆ |vn| ď M ` |λ|M 1

Ce qui prouve que la suite pwnqn P F .
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E.

m) Notons le R-espace vectoriel E “ MnpRq et F “ tM P MnpRq, M “ M2u. Comme In
2 “ In, on a que

In P F . Pourtant p2Inq2 “ 4In ‰ 2In, donc 2In R F . F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de E.
n) Notons E “ R2 le R-espace vectoriel et F “ tpx, yq P R2, x ` y “ 0u.

‚ F Ă E.
‚ 0E “ p0, 0q, or 0 ` 0 “ 0, donc 0E P F .
‚ Soit u P F et v P F , alors il existe x P R et y P R tel que u “ px, yq avec x ` y “ 0. De même il existe

x1 P R et y1 P R tel que v “ px1, y1q avec x1 ` y1 “ 0. Soit λ P R. Notons w “ u ` λv “ px ` λx1, y ` λy1q.
Calculons

px ` λx1q ` py ` λy1q “ px ` yq ` λpx1 ` y1q “ 0 ` λ0

Donc w “ u ` λv P F .
F est donc un sous-espace vectoriel de R2.

o) Notons l’espace vectoriel E “ R2 et F “ tpx, yq P R2, x ` y “ 1u. Remarquons que 0E “ p0, 0q R F , car
0 ` 0 ‰ 1. Donc F n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.

p) Notons F “ tpx, yq P R2, xy “ 0u, remarquons que p1, 0q P F et p0, 1q P F , mais p1, 0q ` p0, 1q “ p1, 1q avec
1 ˆ 1 ‰ 0, donc p1, 0q ` p0, 1q R F . Ainsi, F n’est pas un SEV de R2.

q) Notons l’espace vectoriel E “ R2 et F “ tpx, yq P R2, xy ě 0u. Remarquons que u “ p10, 1q P F (car
10 ˆ 1 ě 0q que v “ p´1, ´10q P F , car p´1q ˆ p´10q ě 0, pourtant u ` v “ p9, ´9q et 9 ˆ ´9 ă 0, donc
u ` v R F . F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R2.
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r) Notons l’espace vectoriel E “ R2 et F “ tpx, yq P R2, x ď yu. Prenons le vecteur u “ p1, 2q, alors comme
1 ď 2, on a que u P F . Considérons v “ p´1qu “ p´1, ´2q, alors comme ´1 ą ´2, v R F , donc F n’est pas
un sous-espace vectoriel de E.

s)

Correction de l’exercice 2.

Correction de l’exercice 3. Tout d’abord, si F Ă G, alors F Y G “ G est bien un sous-espace vectoriel de E.
De même, si G Ă F alors F Y G “ F est bien un sous-espace vectoriel de E, ainsi si F Ă G ou G Ă F , F Y G
est bien un sous-espace vectoriel de E. Ainsi, l’implication réciproque est vérifiée.

Pour l’implication directe, supposons que F Y G soit un espace vectoriel et procédons par l’absurde. Suppo-
sons donc que F ne soit pas inclus dans G et que G ne soit pas inclus dans F 1. Cela veut dire qu’il existe f P F
avec f R G. De même, cela veut dire qu’il existe g P G avec g R F . Dans tous les cas, f P F Y G et g P F Y G.
Comme F Y G est un sous-espace vectoriel de E, il vient que f ` g P F Y G. Par définition de l’union, f ` g P F
ou f ` g P G.

‚ Dans le premier cas f ` g “ f 1 P F et donc g “ f 1 ´ f P F (car F est un sous-espace vectoriel de E),
donc g P F ce qui est impossible.

‚ Dans le second cas, f ` g “ g1 P G et donc f “ g1 ´ g P G (car G est un sous-espace vectoriel de E),
donc f P G ce qui est impossible.

On obtient donc une contradiction dans tous les cas. Donc notre hypothèse était fausse. Ainsi F Ă G ou G Ă F .

Correction de l’exercice 4.

Correction de l’exercice 5.

Correction de l’exercice 6.

Correction de l’exercice 7.

Correction de l’exercice 8.

Correction de l’exercice 9.

Correction de l’exercice 10. ‚ Soient α1 ă α2 ă . . . ă αn, posons fi : x ÞÑ |x ´ αi|. Supposons la liée.
D’après le cours, on sait donc qu’il existe j P rr 1 ; n ss tel que fj s’écrit comme une combinaison linéaire
des autres fi :

Dpλiq1ďiďn
i‰j

P Kn´1 fj “

n
ÿ

i“1
i‰j

λifi

Remarquons que si j ‰ i, alors x ÞÑ |x ´ αi| est dérivable en αj , par combinaison linéaire de fonctions
dérivables en αj , on en déduit que fj est dérivable en αj . Ce qui est absurde. La famille pfjq1ďjďn est
donc libre.

‚ Posons E “ RR. Soient α1 ă α2 ă . . . ă αn, posons fi : x ÞÑ e αix P E. Soit pλiq1ďiďn P Rn tel
que

n
ř

i“1
λifi “ 0E . On a donc, pour tout x P R,

n
ř

i“1
λie αix “ 0. Montrons que tous les λi sont nuls.

Proposons pour cela trois méthodes plus ou moins courtes, plus ou moins rigoureuses.
Méthode 1 Divisons par la plus grande exponentielle, on a

@x P R λn `

n´1
ÿ

i“1
λie pαi´αnqx “ 0

Comme αi ´ αn ă 0 pour i P rr 1 ; n ´ 1 ss, par passage à la limite quand x Ñ `8, on en déduit que
λn “ 0, puis on recommence avec λn´1 etc. 2

1. De l’intérêt de savoir nier les ou.
2. Court mais pas très rigoureux.
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Méthode 2 Posons pour k P rr 1 ; n ss, Ppkq, «pf1, f2, . . . , fkq est libre».
— Initialisation : pour n “ 1, si on a λ1f1 “ 0, alors comme f1 n’est pas la fonction nulle, on a

λ1 “ 0 : Pp1q est vraie.
— Hérédité : soit k P rr 1 ; n´1 ss, supposons Ppkq vraie et montrons Ppk`1q vraie. Soit pλiq1ďiďk`1 P

Rk`1 tel que

k`1
ÿ

i“1
λifi “ 0E (1)

On a donc pour tout x P R,
k`1
ř

i“1
λie αix “ 0. Montrons que tous les λi sont nuls. Divisons par la

plus grande exponentielle, on a :

@x P R λk`1 `

k
ÿ

i“1
λie pαi´αk`1qx “ 0

Comme αi ´ αk`1 ă 0 pour i P rr 1 ; k ss, par passage à la limite quand x Ñ `8, on en déduit
que λk`1 “ 0, en reportant cette information dans (1), on a donc

n
ř

i“1
λifi “ 0, en appliquant

l’hypothèse de récurrence, pf1, f2, . . . , fkq est libre, on a donc, pour tout i P rr 1 ; n ss, λi “ 0. De
plus, λk`1 “ 0. Ce qui montre la liberté de pf1, f2, . . . , fk`1q. Donc Ppk ` 1q est vraie.

— Conclusion : par récurrence finie, pour tout k P rr 1 ; n ss, Ppkq est vraie. Donc Ppnq est vraie
ainsi, la famille est libre 3.

Méthode 3 Soit pλiq1ďiďn P Rn tel que
n
ř

i“1
λifi “ 0. Supposons qu’il existe i P rr 1 ; n ss tel que λi ‰ 0, notons

p “ maxti P rr 1 ; n ss, λi ‰ 0u, p est bien défini car on a pris le maximum d’un ensemble fini non

vide d’entiers. Alors
p
ř

i“1
λifi “ 0. On a donc, pour tout x P R,

p
ř

i“1
λie αix “ 0E . Divisons par la plus

grande exponentielle, on a

@x P R λp `

p´1
ÿ

i“1
λie pαi´αpqx “ 0

Comme αi ´ αp ă 0 pour i P rr 1 ; p ´ 1 ss, par passage à la limite quand x Ñ `8, on en déduit que
λp “ 0, ce qui est absurde. Donc pour tout i P rr 1 ; n ss, λi “ 0, la famille pfiq1ďiďn est libre 4.

Correction de l’exercice 11. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/nokX87JcxlQ

Correction de l’exercice 12. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/lyCsBIAZMJ0 Notons u “ p1qnPN,
v “ p2nqnPN et w “ p3nqnPN. Soit pa, b, cq P R3. Supposons que au ` bv ` cw “ 0 (suite nulle), alors pour tout
n P N, a1 ` b2n ` w3n “ 0. Ainsi, pour n P t0, 1, 2u, on obtient

$

&

%

a ` b ` c “ 0
a ` 2b ` 3c “ 0
a ` 4b ` 9c “ 0

Ce système de trois équations à trois inconnus se résout en faisant des opérations sur les équations et après
résolution, on obtient a “ b “ c “ 0.

Ainsi, pu, v, wq est une famille libre.

Correction de l’exercice 13.
3. Plus rigoureux, mais long long.
4. Plus courte que la méthode 2, mais plus rigoureuse que la méthode 1. De plus, c’est la même méthode qu’on avait utilisé pour

montré qu’une famille de polynômes échelonnées en degré était libre.
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Correction de l’exercice 14. Soit pa, b, c, dq P R4. Supposons que af1 ` bf2 ` cf3 ` df4 “ 0E (la fonction
nulle). On a donc :

@x P R a cospxq ` b sinpxq ` cx cospxq ` dx sinpxq “ 0

Si on prend x “ 0, on obtient af1p0q`bf2p0q`cf3p0q`df4p0q “ 0 soit a`0`0`0 “ 0. Donc a “ 0. En prenant
x “ π, on obtient, c ˆ p´πq “ 0. Donc c “ 0. En considérant x “

π

2 , on obtient, b ` d
π

2 “ 0, en prenant x “ 3π

2 ,

on obtient ´b ´ d
3π

2 “ 0. En résolvant ce système de deux équations à deux inconnues, il vient c “ b “ 0. Ainsi
a “ b “ c “ d “ 0. La famille pf1, f2, f3, f4q est donc libre.

Correction de l’exercice 15. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/FTBwAY10bMg

Correction de l’exercice 16.

Correction de l’exercice 17. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/M8Jpf6bvw-Y

Correction de l’exercice 18.

Correction de l’exercice 19. 1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9. ‚ Matrices triangulaires supérieures : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/-1xOOlEgYPI

‚ S2pRq (cas particulier plus simple à comprendre avant) : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/
CVt-ryAmokw

‚ SnpRq : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/zWRQ1lyYLsk

‚ Pour AnpRq, on montre pEi,j ´Ej,iq1ďiăjďn est une base de AnpRq, puis que son cardinal est npn ´ 1q

2 .

Correction de l’exercice 20. 1. Posons g1 “ p1, 0, 0q, g2 “ p0, 1, 0q, g3 “ p0, 0, 1q et g4 “ p1{2, 3{2, 5{2q.
Alors, pour tout px, y, zq P R3, px, y, zq “ xg1 ` yg2 ` zg3 ` 0g4. Ainsi, pg1, g2, g3, g4q est une famille
génératrice 5 de R3. Cependant, comme g4 “

1
2g1 `

3
2g2 `

5
2g3, la famille pg1, g2, g3, g4q n’est pas libre 6

2. Posons ℓ1 “ p1, 0, 0q et ℓ2 “ p0, 1, 0q, alors pℓ1, ℓ2q est une famille libre de R3 (car il s’agit d’une famille
de deux vecteurs non colinéraires) mais p0, 0, 1q R vectpℓ1, ℓ2q, en effet toute combinaison linéaire de ℓ1
et ℓ2 est de la forme xp1, 0, 0q ` yp0, 1, 0q “ px, y, 0q avec px, yq P R2. Donc pℓ1, ℓ2q n’est pas une famille
génératrice 7 de R3.

3. Posons e1 “ p1, 0, 0q, e2 “ p0, 1, 0q et e3 “ p1, 1, 0q les vecteurs e1, e2 et e3 ne sont pas deux à deux
colinéaires. Cependant comme e3 “ e1 ` e2, la famille pe1, e2, e3q n’est pas libre.

5. C’est normal, pg1, g2, g3q est la base canonique de R3.
6. On peut aussi dire que le cardinal d’une famille libre est inférieure ou égale à 3 “ dimpR3

q donc une famille de quatre vecteurs
de R3 est nécessairement liée.

7. On peut aussi dire que le cardinal d’une famille génératrice de R3 est supérieure ou égale à 3 “ dimpR3
q donc une famille de

deux vecteurs de R3 ne peut pas être génératrice.
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Correction de l’exercice 21. 1. Montrons que H est un sous-espace vectoriel de MnpRq :
‚ H Ă MnpRq.
‚ Si A “ 0n, alors

n
ř

k“1
ak,k “

n
ř

k“1
0 “ 0 donc 0n P H.

‚ Soit pA, B, λq P MnpRq2 ˆ R. Notons C “ λA ` B, alors par linéarité de la somme :

n
ÿ

k“1
ck,k “

n
ÿ

k“1
pλak,k ` bk,kq “ λ

n
ÿ

k“1
ak,k `

n
ÿ

k“1
bk,k “ λ0 ` 0 “ 0

Ainsi, λA ` B P H
Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de MnpRq.

2. Trouvons une base de H. Soit M P H, alors mn,n “ ´
n´1
ř

k“1
mk,k. Ainsi, en décomposant M dans la base

canonique et en remplaçant mn,n par sa valeur, il vient :

M “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,iEi,i ` mn,nEn,n `

ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,iEi,i ´

˜

n´1
ÿ

i“1
mi,i

¸

En,n `
ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,ipEi,i ´ En,nq `

ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j P vectpBq

Où on a posé, B “ pEi,i ´ En,nq1ďiďn´1 Y pEi,jq1ďi‰jďn. Ainsi, H Ă vectpBq. De plus, toutes les matrices
de B sont dans H (en effet, les matrices Ei,i ´ En,n, pour 1 ď i ď n ´ 1, ont un ´1, un 1 et n ´ 2 zéros
sur leur diagonale et les matrices Ei,j , pour i ‰ j, n’ont que des 0 sur leur diagonale) et que H est un
sous-espace vectoriel, vectpBq Ă H, ainsi H “ vectpBq. Ainsi, G est une famille génératrice de H.
Montrons que B est libre. Soit pλ1, λ2, . . . , λn´1q P Rn´1 et pµi,jq1ďi‰jďn P Rn2´n. Supposons

n´1
ÿ

i“1
λipEi,i ´ En,nq `

ÿ

1ďi‰jďn

µi,jEi,j “ 0n

Alors, en développant par λi et en utilisant la linéarité de la somme :

n´1
ÿ

i“1
λiEi,i `

˜

´

n´1
ÿ

i“1
λi

¸

En,n `
ÿ

1ďi‰jďn

µi,jEi,j “ 0n

Or, la famille pEi,jq1ďiďn
1ďjďn

est libre (c’est la base canonique de MnpRq), donc pour tout i P rr 1 ; n ´ 1 ss,

λi “ 0 et pour tout pi, jq avec i ‰ j, µi,j “ 0. Ceci montre que B est libre.
Ainsi, B est une base de H.

3. Dès lors, dimpHq “ CardpBq “ pn ´ 1q ` pn2 ´ nq “ n2 ´ 1.
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Correction de l’exercice 22.

Correction de l’exercice 23. Soit P P E :

P P F ðñ P paq “ P pbq “ 0 ðñ DQ P Rrxs P “ pX ´ aqpX ´ bqQ

ðñ DQ P R2rXs P “ pX ´ aqpX ´ bqQ ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ pX ´ aqpX ´ bqpαX2 ` βX ` γq

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ αX2pX ´ aqpX ´ bq ` βXpX ´ aqpX ´ bq ` γpX ´ aqpX ´ bq

ðñ P P vectpX2pX ´ aqpX ´ 2q, XpX ´ aqpX ´ bq, pX ´ aqpX ´ bqq

Dès lors, F “ vectpX2pX ´ aqpX ´ 2q, XpX ´ aqpX ´ bq, pX ´ aqpX ´ bqq. Ainsi, F est sous-espace vectoriel de
E et B “ pX2pX ´ aqpX ´ 2q, XpX ´ aqpX ´ bq, pX ´ aqpX ´ bqq en est une famille génératrice. De plus, B
est une famille de polynômes non nuls dont les degrés sont deux à deux distincts, ainsi, B est libre. Dès lors,
B est une base de F , et donc dimpF q “ |B| “ 3.

Correction de l’exercice 24. ‚ Montrons que F1 est libre. soit pa, b, cq P R3. Supposons que

ap1, 1, 1, 1q ` bp1, 2, 3, 4q ` cp1, 0, 0, 0q “ p0, 0, 0, 0q

On obtient :
$

’

’

&

’

’

%

a ` b ` c “ 0
a ` 2b “ 0
a ` 3b “ 0
a ` 4b “ 0

Alors, si on fait L4 ´ L3, on a que b “ 0, en remplaçant dans L4, on obtient que a “ 0, puis en
remplaçant dans L1, on obtient que c “ 0. Ainsi, F est une famille libre de R4. D’après le théorème de la
base incomplète, on peut donc la compléter en une base en rajoutant des vecteurs de la base canonique
(tant que la famille reste libre). Prenons alors p0, 1, 0, 0q et montrons que B “ F1 X pp0, 1, 0, 0qq est libre.
Soit pa, b, c, dq P R4. Supposons

ap1, 1, 1, 1q ` bp1, 2, 3, 4q ` cp1, 0, 0, 0q ` dp0, 1, 0, 0q “ p0, 0, 0, 0q

alors, on obtient le système :
$

’

’

&

’

’

%

a ` b ` c “ 0
a ` 2b ` d “ 0

a ` 3b “ 0
a ` 4b “ 0

Alors, si on fait L4 ´ L3, on a que b “ 0, en remplaçant dans L4, on obtient que a “ 0, puis en
remplaçant dans L1 et dans L2, on obtient que c “ 0 et d “ 0. Ainsi, B est une famille libre de R4 et
comme dimpR4q “ 4 “ |B|, B est une famille base de R4.

‚ F2 est liée, en effet, 3p1, 2, 3, 4q ´ 2p1, 1, 1, 1q “ p1, 4, 7, 10q. Ainsi, on ne peut compléter F2 en une base,
car si on rajoute des vecteurs à F2, on aura toujours p1, 4, 7, 10q qui s’écrira comme combinaison linéaire
des autres vecteurs de la famille.

Correction de l’exercice 25.

Correction de l’exercice 26. On sait que dimpMnpRqq “ n2. Donc toute famille de vecteurs de MnpRq avec
n2 ` 1 est forcément liée. En particulier pIn, M, M2, . . . , Mn2

q est liée.

Correction de l’exercice 27.

Correction de l’exercice 28. Soit P P E, on a :

P P H ðñ P p1q “ 0
ðñ DQ P R2rXs P “ pX ´ 1qQ

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ pX ´ 1qpaX2 ` bX ` cq

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ aX2pX ´ 1q ` bXpX ´ 1q ` cpX ´ 1q

ðñ P P vectpX2pX ´ 1q, XpX ´ 1q, Xq
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On a donc montré que H “ vectpX2pX ´ 1q, XpX ´ 1q, Xq. Ainsi H est un espace vectoriel, et B “ pX2pX ´

1q, XpX ´ 1q, Xq en est une partie génératrice. Comme B est échelonnée en degré, B est libre. Ainsi, B est une
base de H, on en déduit que dimpHq “ |B| “ 3 (ainsi, dimpHq “ dimpEq ´ 1, donc H est un hyperplan de E).

Correction de l’exercice 29.

Correction de l’exercice 30. 1. ‚ F étant l’espace engendré par une famille finie de polynômes de R3rXs

(ici un vecteur X ´ 1), on sait, d’après le cours, que F est un sous-espace vectoriel de R3rXs.
‚ Tout d’abord G Ă E. 0E , le polynôme nul, vérifie bien 0Ep2q “ 0. Donc 0E P G. Soit pP, Qq P G2 et

λ P R. Alors pP ` λQqp2q “ P p2q ` λQp2q “ 0 ` λ0 “ 0. Donc P ` λQ P G. Donc G est un sous-espace
vectoriel de R3rXs.

2. ‚ pX ´ 1q est une famille génératrice de E. Comme il s’agit d’un vecteur non nul, cette famille est une
libre. pX ´ 1q est une base de F . Donc dimpF q “ 1.

‚ On va d’abord décrire G ; pour tout P P E :

P P G ðñ P p2q “ 0
ðñ X ´ 2|P

ðñ DQ P R2rXs P “ pX ´ 2qQ

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ pX ´ 2qpaX2 ` bX ` cq

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ aX2pX ´ 2q ` bXpX ´ 2q ` cpX ´ 2q

ðñ P P vectpX2pX ´ 2q, XpX ´ 2q, X ´ 2q

Par équivalence, on a donc montré que G “ vectpX ´ 2, XpX ´ 2q, X2pX ´ 2qq. On a donc trouvé
que B “ pX ´ 2, XpX ´ 2q, X2pX ´ 2qq est une partie génératrice de G. De plus, cette famille étant
échelonnée en degré, elle est libre. B est donc une base de G et donc dimpGq “ CardB “ 3.

Correction de l’exercice 31.

Correction de l’exercice 32.

Correction de l’exercice 33. 1. Soit pL0, L1, . . . , Lnq une famille de polynômes de RnrXs vérifiant pour
tout pi, jq P rr 1 ; n ss2, Lipajq “ δi,j . Montrons que cette famille est libre. Soit pλ0, λ1, . . . , λnq P Rn`1.
Supposons que

n
ř

i“0
λiLipXq “ 0RnrXs. Soit j P rr 0 ; n ss, évaluons en aj . On a donc

n
ř

i“0
λiLipajq “ 0.

Soit
n
ř

i“0
λiδi,j “ 0. Dans cette somme tous les termes sont nulles sauf celui pour i “ j, on a donc

λj “ 0. Et ce pour tout les j P rr 0 ; n ss. Prouvant que la famille pL0, L1, . . . , Lnq est libre. De plus
| pL0, L1, . . . , Lnq | “ n ` 1 “ dimpRnrXsq. Donc la famille pL0, L1, . . . , Lnq est une base de RnrXs.

2. Prouvons d’abord l’existence puis l’unicité :
‚ Pour i P rr 0 ; n ss, posons PipXq “

n
ś

k“0
k‰i

pX ´ akq P RnrXs. Soit k P rr 0 ; n ssztiu. On a Pipakq “ 0. Alors

que Pipaiq “
n

ś

k“0
k‰i

pai ´ akq. Il n’y a donc aucune raison pour que Pipaiq “ 1. Par contre divisons Pi par

Pipaiq et dans ce cas on aura une chance que ça vaille 1. Pour cela il faudrait que Pipaiq ‰ 0. Or c’est
le cas, car pour tout k P rr 0 ; n ssztiu, ai ´ ak ‰ 0 (par hypothèse). Posons donc :

@i P rr 0 ; n ss LipXq “

n
ś

k“0
k‰i

pX ´ akq

n
ś

k“0
k‰i

pai ´ akq

“

n
ź

k“0
k‰i

X ´ ak

ai ´ ak
P RnrXs

Alors on a bien pour tout pi, jq P rr 0 ; n ss2, Lipajq “ δi,j .
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‚ Soit pL0, L1, . . . , Lnq et pL1
1, L1

2, . . . , L1
nq deux familles de polynômes vérifiant pour tout pi, jq P

rr 0 ; n ss2, Lipajq “ L1
ipajq “ δi,j . Soit i P rr 0 ; n ss, posons P “ Li ´ L1

i, alors pour tout j P rr 0 ; n ss,
P pajq “ Lipajq ´ L1

ipajq “ δi,j ´ δi,j “ 0. Ainsi tous les aj sont racines de P , or d˝P ď n, avec P qui a
n ` 1 racines distinctes. Donc P “ 0RnrXs, prouvant que Li “ L1

i. Et donc l’unicité de ces polynômes.
3. Raisonnons par analyse-synthèse :

‚ Analyse : Soit P un polynôme tel que P paiq “ bi. Décomposons ce polynôme dans la base pL0, L1, . . . , Lnq :

D pλ1, λ2, . . . , λnq P Rn`1 P “

n
ÿ

i“0
λiLi

Soit j P rr 0 ; n ss, évaluons ce polynôme en aj , alors bj “ P pajq “
n
ř

i“0
λiLipajq “

n
ř

i“0
λiδi,j “ λj . Donc si

un tel polynôme existe, nécessairement P “
n
ř

i“0
biLi.

‚ Synthèse : posons P “
n
ř

i“0
biLi. Alors pour tout j P rr 0 ; n ss, P pajq “

n
ř

i“0
biLipajq “

n
ř

i“0
biδi,j “ bj .

Donc ce polynôme P convient.
Par analyse synthèse un tel polynôme existe et est unique.

Exemple : fixons a0 “ 0, a1 “ 2, a2 “ 3 et a3 “ ´2, b0 “ b1 “ 1 et b2 “ b3 “ 2. Trouver un polynôme de
degré au plus 3 valant 1 en 0 et en 2 et valant 2 en 4 et ´1 n’est pas a priori un problème facile. Si on pose
P “ c3X3 `c2X2 `c1X `c0, (décomposition de P dans la base canonique), trouver les coefficients ci pour
que ça marche serait compliqué. Alors que si on pose L0, L1, L2 et L3 comme avant, on sait directement
que P “ L0 ` L1 ` 2L2 ` 2L3. Et donc on peut dessiner P .

‚
a0

‚ ‚ ‚‚

‚
a1

‚
a2

‚
a3

Figure 1 – En rouge, on a L0, en violet, on a L1, en bleu, on a L2 et en vert, on a L3. Ces quatre polynômes
forment une base de R3rXs (espace vectoriel de dimension 4).

Correction de l’exercice 34.

Correction de l’exercice 35.

Correction de l’exercice 36.
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‚
a0

‚
a1

‚
a2

‚
a3

‚

‚

‚‚

Figure 2 – Le polynôme passe par les points prescrits : pour trouver P il suffit de faire une combinaison linéaire
des Li dont les coefficients sont les bi.
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