Correction de I’exercice 1. a) Notons E = .% (R, R) = R® le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies

sur Ret F'={f e E, f continue en 0}.

e 'cFE
R— R

e La fonction nulle : 6: 0 est bien continue en 0 (en effet, f(x) =0 - 0=6(0)). Donc § € F
T ——> T—

e Soit (f,g) € F? et A€ R, alors f + \g est continue en 0, en effet :
(f + A (@) = f(2) + Ag(x) — F(0) + Ag(0) = (Af + 9)(0)

Tr—

donc f+Age F
Conclusion : F' est un sous-espace vectoriel de F.

Notons E = .7 (R,R) = RF le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R et F' = {f € E, f monotone sur R}.

9

R—R R—R
et g:

On va montrer que F' n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Prenons f: { 5

T — T — —3x

R—R

Remarquons que

x — a3 — 3x

alors f et g sont monotones donc f € F' et g € F. Posons h = f + g: {
0 < 1etqueh(0) =0> h(l) = —2 donc h n’est pas croissante, remarquons aussi que 1 < 2 et que
h(1) = —1 < h(2) = 2, donc h n’est pas décroissante. Ainsi, h = f + g ¢ F. Par conséquent, F' n’est pas un
sous-espace vectoriel de F.
Notons E = .Z([1;2],R) = R[1:2] Je R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur [1;2] et F = {f €
[1;2] — R
E, f(1) = 1}. Alors, posons la fonction nulle 6: { , comme (1) =0, 0 ¢ F. Donc F n’est pas
z —0

un sous-espace vectoriel de FE.

Notons F = {(u,), € RN VYneN Un+2 — DUp41 + 6 = 0}, posons, pour tout n € N, u,, = 0, (up), est la
suite nulle, pour n = 28 € N, u,19 — bup1 + 6 = 6 # 0, donc la suite nulle n’est pas dans F', donc F' n’est
pas un SEV de RN,

Notons
F = {(up)nen € RY, (un)n est arithmétique} = {(up)nen € RY 3reR VneN Upt1 = Up + T}

e Fc RN,

e Posons, pour tout n € N, u, = 0, (up)y est la suite nulle. Posons également r = 0, de sorte que, pour
tout n € N, up11 =0 = u, + r. Donc la suite nulle est dans F'.

e Soient (uy,) et (v,) € F et A € R. Notons r la raison de (uy,), et 7’ la raison de (vy,)p, alors

VneN  Aupi1 + Vg1 = Mup +7) +vp + 7" = Aup +v,) + (A +17)

Ainsi, la suite (Au, + v,), est une suite arithmétique (de raison A\r + r’). Des lors, (Au, + vy)n € F.
Ainsi, 'ensemble des suites arithmétiques réelles est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles.

Notons £ = RN le R-espace vectoriel des suites réelles etF = {(un)n, U, soit géométrique}. Prenons (uy,)n
et (vn)n deux suites définies par, pour tout n € N, u,, = 1" et v,, = 2", alors (uy), € F et (v,), € F. Notons

(Wn)neN = (Un)nen + (U )nen. Alors pour tout n € N, w, = 1 + 2". Remarquons que wg = 2 et w1 = 3 ne

w1 3 w9 ) w1 wy .
sont pas nuls, on peut donc calculer — = — et — = -, donc — # —, ainsi la suite (wy), n’est pas
wo 2 w1 3 wo w1

géométrique. Donc (up)nen + (Un)nen € F. F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de F.
{fe?(a;0],R), f(a) = f(b)}
Posons E = Z([a;b],R) le R-espace vectoriel des fonctions réelles définies sur [a;b]. Et F = {f €
¢([a;b],R), fbf@) at = 0} :

e FcCE. ‘
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[a;b] — R b b
e La fonction nulle 6: est continue sur [a;b] et | O(t)dt = J 0dt =0. Donc e F.

xZ — 0 a a
e Soit (f,g) € F?2 et A € R, alors f + Ag est continue sur [a;b] (opérations sur les fonctions continues),
donc f+Age €([a;b],R). De plus, par linéarité de l'intégrale :

b b b b

f (f+)\g)(t)dt=ff(t)+)\g(t)dtzff(t)dt+)\f g#)dt = 0+ X0 = 0
Donc f + Ag e F.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de E.

{f e 2(R,R), f(1) = f'(1) =0}

Notons le R-espace vectoriel E = #,(R) et F = {M € .#,(R), M est inversible}. La matrice nulle 0,, n’est
pas inversible (en effet, pour tout B € ., (R), 0,, x B = 0,, # I,). Donc F n’est pas un sous-espace vectoriel
de F.

Notons E = RN I'espace vectoriel des suites réelles. Et F' = {(u,) € E, (uy) converge}.
e FCc FE
e Posons, pour tout n € N, z, =0, (z,), est la suite nulle dans E, de plus, z, — 0, donc (z,)n € F.

e Soit (Up)nen € F et (v)nen € F, A € R, notons ¢ la limite de (uy,), et ¢’ la limite de (vy,),, alors d’apres le
cours Uy, + Avy, — L4+ N, ainsi, A(uy)n + A(vy)n est une suite convergente. Donc (uy,)y, + A(vy)n € F.
n—
Donc F' est un sous-espace vectoriel de E.

Notons E = RY I'espace vectoriel des suites réelles et F' = {(un)neny € RY (), bornée}.
e FCFE
e Posons, pour tout n € N, z, = 0 de sorte que (zy,), soit la suite nulle, alors pour tout n € N, |z,| < 42,
de sorte que la suite nulle soit bien bornée. Donc (2, )nen € F.
e Soit (up)nen € F et (vp)nen € F, A € R. Posons (wy)n = (Un)n + AMvy)n. 1l existe M € R tel que pour
tout n € N, |u,| < M. De méme, il existe M’ € N tel que pour tout n € N, |v,| < M’. Alors, d’apres
I'inégalité triangulaire, on a

VneN [wy| = |un + Avp| < Jup| + | Avp| < |un| + [A] X |vp| < M+ XM’

Ce qui prouve que la suite (wy,), € F.
Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de E.

Notons le R-espace vectoriel E = .#,(R) et F = {M € .#,(R), M = M?}. Comme I,?> = I,,, on a que
I,, € F'. Pourtant (2In)2 =41, # 2I,,, donc 2I,, ¢ F'. F n’est donc pas un sous-espace vectoriel de F.

Notons E = R? le R-espace vectoriel et F' = {(z,y) € R?, z +y = 0}.

e FFc FE.

e 0p =(0,0),0or 0+0=0, donc O € F.

e Soit u € F et ve I, alors il existe z € R et y € R tel que u = (z,y) avec z + y = 0. De méme il existe
' eR ety €R tel que v = (2/,y') avec 2’ + ¢y’ = 0. Soit X € R. Notons w = u + \v = (z + A\z’,y + \y).
Calculons

(z+ X))+ (y+ M) =(@+y)+ A2 +y) =0+ X0

Doncw =u+ AveF.
F est donc un sous-espace vectoriel de R?.
Notons I'espace vectoriel E = R? et F = {(z,y) € R?, 2 + y = 1}. Remarquons que Og = (0,0) ¢ F, car
0+ 0 # 1. Donc F n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.
Notons F = {(x,y) € R%, 2y = 0}, remarquons que (1,0) € F et (0,1) € F, mais (1,0) + (0,1) = (1,1) avec
1 x1#0,donc (1,0) + (0,1) ¢ F. Ainsi, F' n’est pas un SEV de R2.
Notons l'espace vectoriel E = R? et F' = {(z,y) € R?, zy > 0}. Remarquons que v = (10,1) € F (car
10 x 1> 0) que v = (—1,—10) € F, car (—1) x (—=10) > 0, pourtant u + v = (9,—9) et 9 x —9 < 0, donc
u+v ¢ F. F n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R2.
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R2, 2 < y}. Prenons le vecteur v = (1,2), alors comme
—1,—-2), alors comme —1 > —2, v ¢ F, donc F n’est pas

r) Notons I'espace vectoriel E = R? et F
1< 2,0n aqueue F. Considérons v =
un sous-espace vectoriel de E.

5)

Correction de ’exercice 2.
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Correction de I’exercice 3. Tout d’abord, si F' < G, alors F'u G = G est bien un sous-espace vectoriel de E.
De méme, si G < F alors F'u G = F est bien un sous-espace vectoriel de F, ainsisi Fc GouGc F, F UG
est bien un sous-espace vectoriel de E. Ainsi, 'implication réciproque est vérifiée.

Pour I'implication directe, supposons que F' U G soit un espace vectoriel et procédons par ’absurde. Suppo-
sons donc que F ne soit pas inclus dans G et que G ne soit pas inclus dans F '. Cela veut dire qu’il existe f € F
avec f ¢ GG. De méme, cela veut dire qu’il existe g € G avec g ¢ F. Dans tous les cas, fe FuGet ge FuG.
Comme F' U G est un sous-espace vectoriel de F, il vient que f + g € F' U G. Par définition de 'union, f+g € F
ouf+ged.

e Dans le premier cas f + g = f' € F et donc g = f' — f € F (car F est un sous-espace vectoriel de E),
donc g € F ce qui est impossible.

e Dans le second cas, f+ g =¢ € Get donc f = ¢ —ge G (car G est un sous-espace vectoriel de E),
donc f € G ce qui est impossible.

On obtient donc une contradiction dans tous les cas. Donc notre hypothése était fausse. Ainsi F' < Gou G c F.

Correction de ’exercice 4.
Correction de ’exercice 5.
Correction de ’exercice 6.
Correction de ’exercice 7.
Correction de ’exercice 8.
Correction de ’exercice 9.

Correction de ’exercice 10. e Soient o < g < ... < ap, posons f;: x — |r — «;|. Supposons la liée.
D’apres le cours, on sait donc qu’il existe j € [1;n] tel que f; s’écrit comme une combinaison linéaire
des autres f; :

n

INi)i<iscn €K1 f = Z Aifi

1] i=1

i#j
Remarquons que si j # 4, alors  — |z — a4 est dérivable en «a;, par combinaison linéaire de fonctions
dérivables en «a;, on en déduit que f; est dérivable en a;. Ce qui est absurde. La famille (f;)1<j<n est

donc libre.
e Posons E = R®. Soient a1 < az < ... < ay, posons fi: x +— %% e E. Soit (\)1<i<n € R" tel
n n

que Y, Aifi = Og. On a donc, pour tout z € R, > \je®? = 0. Montrons que tous les A; sont nuls.

i=1 i=1
Proposons pour cela trois méthodes plus ou moins courtes, plus ou moins rigoureuses.

Méthode 1 Divisons par la plus grande exponentielle, on a
n—1

VeeR M\, + Z Ne (@ian)z _
=1

Comme a; — v, < 0 pour i € [1;n — 1], par passage a la limite quand = — +00, on en déduit que
An = 0, puis on recommence avec \,_1 etc.”

1. De l'intérét de savoir nier les ou.
2. Court mais pas tres rigoureux.

loic.devilliers@proton.me PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD6 3


loic.devilliers@proton.me

Méthode 2 Posons pour k€ [1;n ], Z(k), «(f1, f2,- .-, fx) est librey.
— Initialisation : pour n = 1, si on a A1f; = 0, alors comme f; n’est pas la fonction nulle, on a
A1 =0: (1) est vraie.
— Hérédité : soit k € [ 1;n—1]], supposons Z(k) vraie et montrons & (k+1) vraie. Soit (\;)1<i<k+1 €
RF*1 tel que

k+1

Z )\ifi =0g (1)
1=1

k+1

On a donc pour tout z € R, >, \je®® = 0. Montrons que tous les A; sont nuls. Divisons par la
i=1

plus grande exponentielle, on a :

k
VZL’ € R Ak‘-‘rl _|_ Z )\ie(ai_ak+1)$ _ 0
=1

Comme «; — agy1 < 0 pour i € [1;k [, par passage & la limite quand x — +00, on en déduit
n

que A\p11 = 0, en reportant cette information dans (1), on a donc > A\;f; = 0, en appliquant
i=1

1=
I’hypothése de récurrence, (f1, fa, ..., fx) est libre, on a donc, pour tout i € [1;n], A; = 0. De
plus, Ag+1 = 0. Ce qui montre la liberté de (f1, fo,..., fx+1). Donc Z(k + 1) est vraie.
— Conclusion : par récurrence finie, pour tout k € [1;n], &(k) est vraie. Donc &(n) est vraie
ainsi, la famille est libre .
n
Méthode 3 Soit (\;)1<i<n € R™ tel que > \;f; = 0. Supposons qu'il existe i € [1;n]] tel que A; # 0, notons
i=1
p =max{i € [1;n], A\; # 0}, p est bien défini car on a pris le maximum d’un ensemble fini non
P P
vide d’entiers. Alors Y] A;f; = 0. On a donc, pour tout z € R, >} A\;je®® = 0g. Divisons par la plus
i=1 i=1
grande exponentielle, on a
p—1
VoeR M+ > Nl =
i=1
Comme o; — o, < 0 pour i € [1;p — 1]], par passage a la limite quand  — +00, on en déduit que
Ap = 0, ce qui est absurde. Donc pour tout i € [1;n], A\; = 0, la famille (f;)1<i<n est libre ™.

Correction de I’exercice 11. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/nokX87Jcx1Q

Correction de l’exercice 12. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/1yCsBIAZMIO Notons u = (1),en,
v = (2")nen et w = (3"),en. Soit (a,b,c) € R3. Supposons que au + bv + cw = 0 (suite nulle), alors pour tout
n e N, al + b2" + w3™ = 0. Ainsi, pour n € {0, 1,2}, on obtient

at+b+ec = 0
a+2b+3¢ = 0
a+4b+9¢c = 0

Ce systeme de trois équations a trois inconnus se résout en faisant des opérations sur les équations et apres
résolution, on obtient a = b = ¢ = 0.
Ainsi, (u,v,w) est une famille libre.

Correction de ’exercice 13.

3. Plus rigoureux, mais long long.
4. Plus courte que la méthode 2, mais plus rigoureuse que la méthode 1. De plus, c’est la méme méthode qu’on avait utilisé pour
montré qu'une famille de polynomes échelonnées en degré était libre.
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Correction de ’exercice 14. Soit (a,b,c,d) € R*. Supposons que af; + bfs + cfs + dfs = O (la fonction
nulle). On a donc :
VzeR acos(x) + bsin(z) + cx cos(x) + drsin(zx) = 0

Si on prend = = 0, on obtient af1(0) +bf2(0) + cf3(0) + df4(0) = 0 soit a+0+0+0 = 0. Donc a = 0. En prenant

™ T T
x = 7, on obtient, ¢ x (—7) = 0. Donc ¢ = 0. En considérant x = 5700 obtient, b+d§ = 0, en prenant x = 35,

3
on obtient —b — d% = 0. En résolvant ce systeme de deux équations & deux inconnues, il vient ¢ = b = 0. Ainsi
a=b=c=d=0.La famille (f1, fo, f3, f4) est donc libre.

Correction de l’exercice 15. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/FTBwAY10bMg
Correction de I’exercice 16.
Correction de ’exercice 17. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/M8Ipf6bvu-Y

Correction de ’exercice 18.

Correction de ’exercice 19. 1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9. e Matrices triangulaires supérieures : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/-1x001EgYPI

#(R) (cas particulier plus simple & comprendre avant) : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/
CVt-ryAmokw
Zn(R) : Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/zWRQ11yYLsk

—1
Pour .27, (R), on montre (E; j — Ej;)1<i<j<n €st une base de 47, (R), puis que son cardinal est n(nQ)
Correction de l’exercice 20. 1. Posons g; = (1,0,0), g2 = (0,1,0), g3 = (0,0,1) et g4 = (1/2,3/2,5/2).

Alors, pour tout (z,y,2) € R3, (2,9,2) = zg1 + yg2 + 293 + Ogs. Ainsi, (g1, 92,93,94) est une famille

1

génératrice® de R3. Cependant, comme g4 = 291 + 592 + 293 la famille (g1, g2, g3, 94) n'est pas libre©

2. Posons #1 = (1,0,0) et £3 = (0,1,0), alors (¢1,¢2) est une famille libre de R? (car il s’agit d’une famille
de deux vecteurs non colinéraires) mais (0,0, 1) ¢ vect(¢1,¢3), en effet toute combinaison linéaire de ¢;
et 3 est de la forme z(1,0,0) + y(0,1,0) = (z,y,0) avec (z,y) € R%. Donc ({1, /2) n’est pas une famille
génératrice” de R3.

3. Posons e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (1,1,0) les vecteurs eq, e et e3 ne sont pas deux & deux
colinéaires. Cependant comme e3 = e + e, la famille (eg, ez, e3) n’est pas libre.

5. C’est normal, (g1, gz, gs) est la base canonique de R3.

6. On peut aussi dire que le cardinal d’une famille libre est inférieure ou égale & 3 = dim(]R3) donc une famille de quatre vecteurs
de R? est nécessairement liée.

7. On peut aussi dire que le cardinal d’une famille génératrice de R® est supérieure ou égale & 3 = dim(R®) donc une famille de
deux vecteurs de R? ne peut pas étre génératrice.
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Correction de I’exercice 21. 1. Montrons que H est un sous-espace vectoriel de ., (R) :
o Hc #,(R).
n

n
e Si A=0y,alors ) apr = >, 0=0donc 0, € H.
k=1 k=1
e Soit (A4, B,\) € #,(R)? x R. Notons C = MA + B, alors par linéarité de la somme :

Z Chk = Z (Aagk + bri) = A Z agk + Z brr =X +0=0
k=1 k=1

k=1 k=1

Ainsi, \A+ Be H
Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de ., (R).
n—1
2. Trouvons une base de H. Soit M € H, alors my, = — Y, my. Ainsi, en décomposant M dans la base
k=1
canonique et en remplagant m,, , par sa valeur, il vient :

n n
M:ZZ i, i
im1j=1

n

= m; i B i + mpnEnn + Z m; ;s

1<i#j<n

n—1
= m; i B — (Z mu) Enn+ Z m; i B j

i=1 1<i#j<n

= > mii(Eii — Enn) + 2 m; jE; j € vect(A)

i=1 1<i#j<n

Ot on a posé, B = (Ei; — Enn)i<isn—1 Y (Eij)1<izj<n- Ainsi, H < vect(2). De plus, toutes les matrices
de % sont dans H (en effet, les matrices E;; — Ep, ,, pour 1 <i<n—1,ont un —1, un 1 et n — 2 zéros
sur leur diagonale et les matrices E; j, pour i # j, n’ont que des 0 sur leur diagonale) et que H est un
sous-espace vectoriel, vect(#) c H, ainsi H = vect(%). Ainsi, ¢ est une famille génératrice de H.

Montrons que 4 est libre. Soit (A1, Ao,..., \p_1) € R" 1 et (i j)1<izj<n € R ", Supposons

n—1
DIXi(EBii = Enn)+ Y, pijEij = 0n
i=1

1<i#j<n

Alors, en développant par A; et en utilisant la linéarité de la somme :

n—1
Z)\iEi,i"i' ( Z)\)Enn‘i' Z ,Uz,j i,j =0,
=1

1<i#j<n

Or, la famille (F; j)1<i<n est libre (c’est la base canonique de .#,(R)), donc pour tout i € [1;n — 1],
1<j<n

i = 0 et pour tout (4, j) avec i # j, p; j = 0. Ceci montre que A est libre.
Ainsi, £ est une base de H.
3. Dés lors, dim(H) = Card(%) = (n — 1) + (n?> —n) =n? — 1.
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Correction de ’exercice 22.
Correction de ’exercice 23. Soit P e F :
PeF <« Pla)=P(b)=0 <= 3QeR[z] P=(X—-a)(X-0)Q
— JQeRyX] P=(X—-a)(X-b)Q < I(a,bec)eR® P=(X—-a)(X—-0b)(aX?®+ X +7)
— 3J(a,b,c)eR® P=aX*X—a)(X —0b)+BX(X —a)(X —b) +v(X —a)(X —b)
«— Pevect(X}(X —a)(X —2),X(X —a)(X —b),(X —a)(X —D))
Dés lors, F = vect(X2(X —a)(X —2), X(X —a)(X —b),(X —a)(X —b)). Ainsi, F est sous-espace vectoriel de
Eet = (X*(X—-a)(X —2),X(X —a)(X —b),(X —a)(X — b)) en est une famille génératrice. De plus, &

est une famille de polyndémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts, ainsi, & est libre. Dés lors,
2 est une base de F, et donc dim(F') = |#4| = 3.

Correction de I’exercice 24. e Montrons que .%; est libre. soit (a,b,c) € R®. Supposons que

a(1,1,1,1) + b(1,2,3,4) + ¢(1,0,0,0) = (0,0,0,0)

On obtient :
at+b+c = 0
a+2b = 0
a+3b = 0
a+4b = 0

Alors, si on fait Ly — L3, on a que b = 0, en remplacant dans L4, on obtient que a = 0, puis en
remplacant dans Ly, on obtient que ¢ = 0. Ainsi, .# est une famille libre de R*. D’aprés le théoréeme de la
base incompléete, on peut donc la compléter en une base en rajoutant des vecteurs de la base canonique
(tant que la famille reste libre). Prenons alors (0, 1,0, 0) et montrons que # = .%1 n ((0,1,0,0)) est libre.
Soit (a, b, c,d) € R*. Supposons

a(1,1,1,1) + b(1,2,3,4) + ¢(1,0,0,0) + d(0,1,0,0) = (0,0,0,0)

alors, on obtient le systéme :
a+b+c =
a+2b+d =
a+ 3b =
a+ 4b =

o O oo

Alors, si on fait Ly — L3, on a que b = 0, en remplagant dans L4, on obtient que a = 0, puis en
remplacant dans L; et dans Lo, on obtient que ¢ = 0 et d = 0. Ainsi, # est une famille libre de R?* et
comme dim(R*) = 4 = | 4|, Z est une famille base de R*.

o 5 est liée, en effet, 3(1,2,3,4) —2(1,1,1,1) = (1,4,7,10). Ainsi, on ne peut compléter .%5 en une base,
car si on rajoute des vecteurs a .%3, on aura toujours (1,4,7,10) qui s’écrira comme combinaison linéaire
des autres vecteurs de la famille.

Correction de ’exercice 25.

Correction de ’exercice 26. On sait que dim(.#,(R)) = n%. Donc toute famille de vecteurs de ., (R) avec
n? + 1 est forcément liée. En particulier (I,,, M, M?,..., M "2) est liée.

Correction de ’exercice 27.

Correction de 1’exercice 28. Soit P€ F, on a :

PeH <« P(1)=0
— JQeRy[X] P=(X-1Q
~— 3(a,b,c) eR3 = (X — 1)(aX? +bX +¢)
— 3J(a,b,c) eR? =aX*(X 1) +bX(X —1) +¢(X —1)
— Pevect(X*(X —1),X(X -1),X)
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On a donc montré que H = vect(X?(X — 1), X (X — 1), X). Ainsi H est un espace vectoriel, et # = (X?(X —
1), X(X —1), X) en est une partie génératrice. Comme Z est échelonnée en degré, Z est libre. Ainsi, Z est une
base de H, on en déduit que dim(H) = |#| = 3 (ainsi, dim(H) = dim(E) — 1, donc H est un hyperplan de E).

Correction de ’exercice 29.

Correction de ’exercice 30. 1. e F étant l'espace engendré par une famille finie de polynémes de R3[ X |
(ici un vecteur X — 1), on sait, d’apres le cours, que F' est un sous-espace vectoriel de R3[X].
e Tout d’abord G c E. Og, le polynéme nul, vérifie bien 0g(2) = 0. Donc Og € G. Soit (P, Q) € G? et
AeR. Alors (P+AQ)(2) = P(2) +AQ(2) = 0+ A0 = 0. Donc P+ AQ@ € G. Donc G est un sous-espace
vectoriel de R3[X].

2. o (X —1) est une famille génératrice de E. Comme il s’agit d’un vecteur non nul, cette famille est une
libre. (X — 1) est une base de F. Donc dim(F') = 1.
e On va d’abord décrire G ; pour tout P e E :

PeG « P(2)=0
— X -2|P
— 3JQeRy[X] P=(X-2)0Q
«— 3J(a,b,c) eR? P=(X—-2)(aX?+bX +c)
— 3J(a,b,c0)eR? P=aX*(X-2)+bX(X —2)+c(X —2)
— Pevect(X?(X -2),X(X -2),X —-2)
Par équivalence, on a donc montré que G = vect(X — 2, X(X — 2), X%(X — 2)). On a donc trouvé

que B = (X —2,X(X —2), X%(X —2)) est une partie génératrice de G. De plus, cette famille étant
échelonnée en degré, elle est libre. 2 est donc une base de G et donc dim(G) = CardZ = 3.

Correction de I’exercice 31.

Correction de ’exercice 32.

Correction de ’exercice 33. 1. Soit (Lo, L1, ..., L,) une famille de polynémes de R,,[X] vérifiant pour
tout (i,7) € [[1‘71]]2 L;i(a;) = 6;j. Montrons que cette famille est libre. Soit (Ao, A1,...,\,) € R*HL
Supposons que Z AiLi(X) = Og,[x]- Soit j € [0;n], évaluons en a;. On a donc i AiLi(aj) = 0.

i=0 =0
Soit Z Aidi; = 0. Dans cette somme tous les termes sont nulles sauf celui pour ¢ = j, on a donc
i=0
Aj = 0. Et ce pour tout les j € [[0;n]. Prouvant que la famille (Lo, L1, ..., Ly) est libre. De plus
| (Lo, L1,...,Ly) | =n+1=dim(R,[X]). Donc la famille (Lo, L1, ..., L,) est une base de R,[X].
2. Prouvons d’abord l'existence puis I'unicité :

e Pourie [[0;n], posons Pi(X) = ﬁ (X —ag) € Ry[X]. Soit k € [0;n]\{¢}. On a P;(ax) = 0. Alors

k=0
k#i
n
que Pj(a;) = [](a; —ag). Il n’y a donc aucune raison pour que P;(a;) = 1. Par contre divisons P; par
k=0
k#1

Pi(a;) et dans ce cas on aura une chance que ga vaille 1. Pour cela il faudrait que Pj(a;) # 0. Or c’est
le cas, car pour tout k € [[0;n]\{i}, a; — ar # 0 (par hypothese). Posons donc :

ﬁ( X —ag)

k=0
vie[0in] LX) -t [[E%cp,x)
s R
E=0 k#z
k#i

Alors on a bien pour tout (i,5) € [0;n]?, Li(aj) = d; ;.
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e Soit (Lo,L1,...,Ly) et (L'1,L'y,...,L';) deux familles de polyndmes vérifiant pour tout (i,j) €
[0;n]? Li(aj) = Li(aj) = 8. Soit i € [0;n]], posons P = L; — L., alors pour tout j € [0;n],
P(a;) = Li(aj) — Li(aj) = 6; j — 6; j = 0. Ainsi tous les a; sont racines de P, or d°P < n, avec P qui a
n + 1 racines distinctes. Donc P = Og [x], prouvant que L; = L. Et donc l'unicité de ces polynomes.

3. Raisonnons par analyse-synthese :

e Analyse : Soit P un polynome tel que P(a;) = b;. Décomposons ce polynéme dans la base (Lo, L1, ..., L) :
n
H(Al,)\g,...,)\n)ERnJ’_l P = Z)\lLZ
i=0
n n
Soit j € [0;n]), évaluons ce polyndme en a;, alors b; = P(aj) = > AiLi(a;) = > X\id;j = A;. Donc si
i=0 i=0
n
un tel polyndme existe, nécessairement P = Y b;L;.
n =0 n n
e Synthese : posons P = »; b;L;. Alors pour tout j € [0;n], P(aj) = > biLi(aj) = >, bidi; = b;.
—_— i=0 i=0 i=0
Donc ce polynéme P convient.
Par analyse synthese un tel polynome existe et est unique.
Exemple : fixons ag = 0, a1 = 2, a0 =3 et ag = —2, by = by = 1 et by = b3 = 2. Trouver un polynoéme de

degré au plus 3 valant 1 en 0 et en 2 et valant 2 en 4 et —1 n’est pas a priori un probléme facile. Si on pose
P = c3X3 4 c2X?% + 1 X + o, (décomposition de P dans la base canonique), trouver les coefficients ¢; pour
que ¢a marche serait compliqué. Alors que si on pose Lo, L1, Ls et Ls comme avant, on sait directement
que P = Lo+ L1 + 2Ls + 2L3. Et donc on peut dessiner P.

A~

~

FIGURE 1 — En rouge, on a Ly, en violet, on a Ly, en bleu, on a Ly et en vert, on a L3. Ces quatre polyndmes
forment une base de R3[X] (espace vectoriel de dimension 4).

Correction de 1’exercice 34.
Correction de ’exercice 35.

Correction de ’exercice 36.
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FIGURE 2 — Le polyndéme passe par les points prescrits : pour trouver P il suffit de faire une combinaison linéaire
des L; dont les coefficients sont les b;.
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