Q) Chapitre 7

Applications linéaires

Prérequis :

Systemes linéaires

Matrices

Polynoémes

Espaces vectoriels

Espaces vectoriels de dimension finie
Objectifs :

Ensembles et applications : image d’'un ensemble, injectivité, surjectivité, bijectivité

e Définir les applications linéaires (des fonctions particulieres qui vont d’un espace vectoriel & un autre)

e Lien entre applications linéaires et matrice
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Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, K = R ou C et E et F', G trois K-espaces vectoriels.
1 Généralités
‘ ’ . . . . . ’, .
Deﬁnltlon d’une application linéaire
1. Une fonction u: E —> F est dite linéaire si V(z,2',\) € E? x A e K u(Ax + ') = du(z) + u(z’)

2. On note Z(E, F) lensemble des applications linéaires de FE dans F.
3. SiE=Fet fe Z(E,E), f est appelée endomorphisme de E. On note £ (E) = £(E, E).

Exemples 1.

1. Soit f: z —— 3z, f est linéaire de R dans R. 2. f:(z,y) — (z,x+y,x—y) est linéaire de R? dans R3.
b ¢ ([0;1],R) — €([0;1],R)
3. &: fr f [ est linéaire de €°([a;b],R) sur R 4. A: p ; est linéaire.
5. f: A~ AT est un endomorphisme de .7, (K). 6. f:(x1,...,2n) —> >, T est linéaire de C™ vers C.
k=1

Remarques 1. Pour ue Z(E,F), on a :
(] U(OE) = OF
e Pour tout (z,2') € E? et A € K, u(z + 2') = u(z) + u(2’), u(Azx) = du(x)

n n
e Pour tout (e1,eq,...,6e,) € E™ et (A1, A,..., ) €K™ u ( > )\kek> = > Mpu(er).
k=1 k=1

Justification des remarques 1 :
e u(0p) =u(l-0p +0g) =1-u(0g) +u(0r) = 2u(0g), en retranchant u(0g) des deux cotés, on obtient 0 = u(0g).
o Soit (z,2') € E® et A € K, alors u(z +2') = u(l -z +2') = 1-u(x) + u(@’) = u(z) + u(@) et u(Azx) = u(Az + 0g)
Au(z) + u(0g) = Au(z) + 0F = Au(z).

e Posons, pour n € N* Z2(n) : «pour tout (e, es,...,e,) € E™ et pour tout (Ai,A2,...,A,) € K", u(z )\kek> =
k=1

>3 Aku(er)». Pour n = 1, soit e; € E et A1 € K, alors u(Are1) = Au(er) par le point précédent, donc Z?(1) est vraie.
k=1
Soit n € N* supposons £ (n) vraie. Soit (A1, A2,..., Ant1) € K"t et (z1,22,...,Tnt1) € K"+,

n+1

n+1 n n n
u <Z /\k6k> =u ( Axer + )\n+16n+1) =u <Z /\kek> + Ansru(enst) S Z Arvuler) + Ansi€nsr = 2 Aru(er)
k=1 k=1 k=1 ™ k=1 k=1

Donc Z(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N* 2(n) est vraie.

-" Proposition n°1 : opérations sur les applications linéaires
| 1. Si(f,g,\) e Z(E,F)?xK,alors \f+ge Z(E,F) 2. Sife Z(E,F),ge%(F,G),alorsgof e Z(E,G)

iJ Proposition n° 2 : propriétés des endomorphismes
Soient f e Z(E) et A€ K et n e N*.
1. Idgpe Z(E) 2. foldg=Idgof=f 3. f*=fo...ofe. % (FE) par convention, f* = Idg
- —

n fois

<>
Deﬁnltlon d’un isomorphisme et deux espaces vectoriels isomorphes

e Si fe Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F.
e On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E vers F.
e Si f e Z(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.
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iJ Proposition n° 3 : composition et inverse d’isomorphismes
Soient f e Z(E,F) et g e Z(F,G) deux isomorphismes :
1. f~': F — E est un isomorphisme 2. go f: E— G est un isomorphisme et (go f)™1 = f~log™?

Démonstration de la proposition n° 3 :
e Comme f € .Z(F,F) est bijective, on sait déja que f~': F — E est une bijection, montrons donc que f~* est linéaire. Soit
(z,2') € F2 et A e K, montrons que f~'(A\x+2') = A\f "' (x) + f~*(2'). Pour ¢a, calculons I'image de f de ces deux vecteurs,
ona:

FF Qe +a))=da+a’ et fOfTH@) ) = M)+ F(FHED) = A+ o

f linéaire

Ainsi, f(f~' Az +2')) = fFOf 1 (x) + f71(2")). Or f est injective (car bijective), on en déduit f~'(A\z + 2') = A\f "' (z) +
f7H("). Alors, f~! est linéaire et bijective, donc un isomorphisme de F vers E.
e Tout d’abord, on sait d’aprés la proposition 1 que go f € £(E,G). De plus :

flogto(gof)=fto(g tog)of=f"oldrpof=f"of=1dp
(gof)of togt=go(fof)og'=goldpog '=gog ' =1Ide

Ce qui prouve que g o f est bijective et que (go f) = ftog™* [ |

I
Déﬁnition du noyau et de ’image

Soit f e Z(E,F).
1. On appelle noyau de f : Ker(f) ={r e E| f(z) = 0p}
2. On appelle image de f : Im(f) ={ye F|Ize E y= f(x)} ={f(z) |z E}

ij Proposition n°4 : le noyau et 1’image sont des espaces vectoriels
| Soit fe Z(E,F), alors Ker(f) est un SEV de E et Im(f) est un SEV de F.

R4 — R3
Exemple 2. Soit f: . Déterminer dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).
(:v,y,z,t) — (l‘ +y, —2x — 2y’t - Z)

Remarque 2. La proposition 4 fournit une nouvelle méthode pour montrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel.
Exemples 3. F' = {PeK[X]|P(0) =0} et G = {f € €*(R,R) | f” + f = 0} sont des espaces vectoriels.

Solution des exemples 3 : En effet, posons ¢: P +— P(0), alors, pour tout (P,Q,\) € K[X]? x K, par définition de la somme de
deux fonctions et du produit d’une fonction par un scalaire : (AP + Q) = (AP + Q)(0) = AP(0) + Q(0) = Ap(P) + ¢(Q). Ainsi,
¢ est une application linéaire de K[X] vers K. De plus, Ker(yp) = {P € K[X] | ¢(P) = 0} = {P € K[X]| P(0) = 0} = F est un
sous-espace vectoriel de K[X].

¢*(R,R) — €°(R,R)
Posons maintenant 1) : { f g . Tout d’abord, vérifions ’'ensemble d’arrivée, si f € €%(R,R), alors f” € €°(R,R),
tout comme f, ainsi f” + f € €°(R,R). De plus, si (f,g) € €*(R,R), alors

YAf+9) = (A +9)" + (Af +9) = A"+ f) + (d" +9) = W(f) + ¥(g)
Par conséquent, ¢ € Z(%*(R,R), ° (R, R)). De plus,

Ker(y) = {f e €*(R,R) ¢(f) =0} ={fe€*R,R) f'+f=0}=G

est donc un sous-espace vectoriel de (R, R).
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Démonstration de la proposition n°5 :

1. Supposons f surjective et montrons Im(f) = F. Par définition de 'image, Im(f) < F. Soit y € F, alors comme f est surjective,
il existe x € E tel que y = f(z). Dot y € Im(f), donc F < Im(f). Dés lors, Im(f) = F.
Réciproquement, supposons Im(f) = F, et montrons f surjective. Soit y € F' = Im(f), donc il existe x € E tel que y = f(z),
et ce pour tout y € F', donc f est surjective.

2. Supposons f injective. Comme Ker(f) est un SEV de E, {0g} < Ker(f). Soit « € Ker(f), alors f(x) = Op, comme f(0g) = Op,
on a f(z) = f(0g). Or, f est injective, donc x = O € {0g}, et ce pour tout = € Ker(f), donc Ker(f) c {Og}. Par double
inclusion, Ker(f) = {0g}.

Réciproquement, supposons Ker(f) = {0g}. Montrons f injective. Soit (x,z’) € E2. Supposons f(z) = f(z'). Montrons z = 2/,
on a alors f(z)— f(z') = 0p. En notant A = —1, on a f(z)+ Af(z') = O, soit f(z+ Az') = Op. Donc z+ Az’ € Ker(f) = {0g}.

Soit * — 2’ € {Og}, d’olt, x = x’. Ainsi, f est injective. [ |
. Kn[X] > anl[X] L. . , . L. . .
Exemple 4. La fonction u: P P , est-elle injective ? Déterminer Im(u), en déduire que u est surjective.
—

Solution de I’exemple 4 : Remarquons que si P € K,[X], alors d°P’' < d°P — 1 < n — 1, ainsi P’ € K, [X], ainsi, on a bien
u: Kp[X] — Kn—1[X]. De plus, u est linéaire (par linéarité de la dérivation). Comme u(42) = 0, donc 42 € Ker(u) et 42 est non

d d

nul, donc u n’est pas injective. Soit Q@ = 3] axrX* € K[X], posons P = 3 kai_:le“ € K[X], alors u(P) = P’ = Q. Donc u est
k=0 k=0

surjective.

2 Applications linéaires en dimension finie

2.1 Bases et applications linéaires

On suppose maintenant que E est de dimension finie n et on fixe # = (e, ea,...,e,) une base de E.

Déﬁnition de I’'image d’une famille finie de vecteurs
| On appelle image de .F = (f1, fa, ..., f») par u € Z(E, F) la famille de vecteurs de F : u(F) = (u(f1),...,u(fp)).

L/ ’ . . . ’, . .
l: Théoréme n° 1 : un isomorphisme transforme une base en base et préserve les dimensions

Soient u € Z(E, F) et # une base de E. Alors, u est un isomorphisme ssi u(%) est une base de F.
Dans ce cas, F' est de dimension finie et dim(F') = dim(E).

Démonstration du théoréme n°1 : Notons & = (e1,e2,...,en). Supposons que u soit un isomorphisme. Soit (A1, A2,...,An) €

K". Supposons que Y, Agu(er) = Og, alors par linéarité de u, on obtient, u ( > /\kek) = O0g. Ainsi, Y, Apex € Ker(u). Or, u est
k=1 k=1 k=1

injective, donc, Ker(u) = {0g}, ce qui montre que i Arer = 0g. Or, £ est libre, donc pour tout k € [1;n], Ax = 0. On a ainsi,
montré que u(9%) est libre. Soit y € F, comme u estk:lrjective, il existe x € FE tel que y = u(x). Or, x € E et & engendre E, donc il
existe (A1, A2,...,An) € K" tel que z = i Aker, comme u est linéaire, y = u(z) = u (i Aker | = i Aru(er). Ceci montre que y
est une combinaison linéaire des Vecteurzzée u(Z). Ainsi, u(A) est une famille génératl;i:(;a de F. Ail;l:il, u(ZA) est une base de F, F
admet une base donc une famille génératrice donc est de dimension finie. De plus,

dim(F) = Cardu(#) = Card(u(e1), u(ez),...,u(e,)) = n = Card(ei, ez, ..., en) = dim(E)
Supposons que & = (e1, €2, ..., en) soit une base de E telle que u(#) soit une base de F'. Et montrons que u est un isomorphisme.
Soit z € Ker(u), comme £ engendre E, il existe (A1, A2,..., ) € K" tel que z = > Ageg, et u(z) = > Mpu(ex) = 0g. Or

k=1 k=1
u(B) = (uler),ulez),...,u(e,)) est libre (car c’est une base), donc pour tout k € [ 1;n ]|, A\x = 0. Ainsi, z = 0g, donc Ker(u) < {0g},
Pinclusion réciproque étant vraie, car u est linéaire. Par conséquent, Ker(u) = {Og}, ainsi u est injective. Soit y € F', comme u(Z%)

engendre F', il existe (A1, A2,...,An) € K" tel que y = > Apu(ex), par linéarité, y = uw | >, Awex |, ainsi, u est surjective. u est
k=1 k=1

injective surjective et linéaire, donc u est un isomorphisme.

Remarque 3. Ce résultat sert a déterminer la dimension d’un espace vectoriel.
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4 ’ . . . ’ . LY 2’ . ’, .
-: Théoréme n° 2 : une fonction linéaire est entiérement caractérisée par ’image d’une base

Si B = (e1,€2,...,6e,) est une base de E et # = (f1, fa,..., fn) une famille de F, alors il existe un unique
u€ Z(E,F) tel que, pour tout i € [1;n], u(e;) = fi.

Démonstration du théoréme n° 2 : Par analyse-syntheése.
e Analyse : Soit u € Z(E, F) tel que pour tout i € [1;n ], u(e;) = fi. Soit x € E, le but est de calculer u(z) pour connaitre u.

Comme z € E, alors il existe (z1,z2,...,%n) € K" tel que x = Z zrer Alors u(z) = ( > xkek) = > zruler) = D, Tk fr-

k=1 k=1 k=1
E — F
Ainsi, on a prouvé que si u existe, alors u: n n
T =), TKer —> Y. Thfr
k=1 k=1
E — F
e Synthese : posons u: n n , vérifions que w convienne i.e. que w est linéaire et que, pour tout ¢ €
T =) Tper —> X, Tkfk
k=1 k=1

[1;n],u(e ) fi . Soit (z, y) € E? et A € K, alors il existe un unlque (x1,x2, ...,Zn) € K" et un unique (y1,y2,...,yn) € K

tel que z = Z xrek et y = Z yrek. Posons z = Az +y = A Z Trer + Z yrer = », (AT + yi)er. Ainsi,
k=1 k=1 k=1 k=1

(Am+y —u Z )\xk—f—yk Z )\kafk ykfk —)\Zxkfk"" Zykfk _)‘u( ) (y)

k=1 =

Doncu e Z(E,F). Soit je [1;n], comme e; = > djrex, u(e;) = >, djkfx = f;. Ainsi, pour tout j € [1;n]), u(e;) = fj.
k=1 k=1

Donc u répond bien au probleme.
Ainsi, u existe bien par la synthese et est unique par I'analyse. |

Remarques 4. e Si dim(F) = dim(F), alors F et F sont isomorphes. En particulier, F est isomorphe a K".
e Si fe Z(E,F), alors Im(f) = vect(f(e1), f(ez2),..., f(en)) donc Im(f) est un SEV de F' de dimension finie.

Justification des remarques 4 :

e Supposons dim(E) = dim(F) = n, soit B = (e1,e2,...,e,) une base de E et € = (f1, f2,..., fn) une base de F. En
particulier, Z est une base de F et % est une famille de F'. D’aprés le théoréme 2, il existe u € Z(E, F) tel que pour tout
i€ [[1;n], u(e;) = fi, dit autrement, u(#) = €. Comme B et € sont des bases, on en déduit que u transforme une base de
E en une base de F', d’apreés le théoréme 1, u est donc un isomorphisme, ainsi il existe un isomorphisme de E vers F', on peut
donc en conclure que E et F sont isomorphes. En particulier, on peut appliquer ce résultat & F = K", car dim(K") = n,
ainsi, E est isomorphe & K" lorsque n = dim(E).

e En utilisant la définition de I'image et en décomposant x € F dans la base %, on obtient en utilisant le fait que f soit
linéaire :

Im(f) = {f(z) |z € E}

= {f (Z m%) | (z1,22,...,2x) EE}
k=1
= {2 :ckf(ek) | (ml,mz, e ,.Tn) € E}

= vect(f(z1), f(z2),..., f(zn))

2.2 Rang d’une application linéaire et théoreme du rang

<
Déﬁnition du rang d’une application linéaire
| On appelle rang de u € Z(E, F) la dimension de son image, on note rg(u) = dim(Im(u)).

ij Proposition n°6 : lien entre rang d’une application linéaire et rang de 1’image d’une base
| Soient ue Z(E,F)et B = (e1,ea,...,e,) est une base de E alors rg(u) = rg(u(%)) = rg(uler), ules), ..., uley,)).
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Démonstration de la proposition n° 6 : En utilisant la remarque 4, il vient : rg(u) = dim(Im(u)) = dim(vect(u(e1),...,u(en)) =

rg(u(er), ..., ulen)) = rg(u(#))

|
R™ — R2
Exemple 5. Soit u: . Que vaut rg(u)?
(xlva:?a e 7$n) | (xlyxl)
Solution des exemples 5 : On sait que rg(u) = rg(u(e1),u(e2),...,u(en)) ot (e1,es2,...,en) est la base canonique de R"™. Or

u(er) = (1,1), et pour tout k € [2;n], u(e;) = (0,0). Donc rg(u) = rg((1,1),(0,0),...,(0,0)) = rg((1,1)). Or ((1,1)) est une
famille libre. Ainsi, ((1,1)) est libre, donc rg(u) = 1.

Démonstration du théoréme n° 3 : Notons k = dimKer(f). Considérons, Bx = (e1, eq,...,ex) une base du noyau de f. Comme
c’est une famille libre de E, on peut la compléter en une base de E. En notant n = dim(E), il existe (ext1,...,en) € E" " tel que
P = (e1,...,€k,€k+1,-..,€n) soit une base de E. Notons S = vect(ext1,...,en), S est un sous-espace vectoriel de E. Montrons que
_ (S — Im(f)
f: est un isomorphisme :

z — f(z)

e Pour tout z € S, f(z) = f(x) € Im(f), ainsi f: S — Im(f) est bien définie.
e Par linéarité de f, on a :

Y(z,z',\) e S* x K fOz+2') = fOx+a') = Af(2) + f(&') = M\f(x) + f(z))

Ainsi, f € Z(S,Im(f)).
e Soit € Ker(f), donc z € S et f(z) = f(x) = 0p. Comme = € S, il existe (Ags1,. .., n) € K* 7 tel que x = i Asei. De
k k i=:+1
plus, f(z) = 0g donc x € Ker(f), ainsi, il existe (u1, u2,...,up) € KP tel que z = ) pie;. Ainsi, wie; = Y, Me;. En
rajoutant des zéros, on obtient : = - e

k n k n
Z/Liei + Z Oe; = Z Oe; + Z Aie;
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
Par unicité, de I’écriture d’un vecteur dans une famille libre, on en déduit que pour tout i € [1;k], u: = 0 et pour tout
k _ -
i€[k+1;n], i =0. Ainsi, z = >, Oe; = Og, ainsi Ker(f) < {Og}, 'inclusion réciproque étant toujours vraie, ainsi f est
i=1
injective.
e Soit y € Im(f), par définition de 'image de f, il existe z € E tel que y = f(z). Comme z € E, alors il existe (A1, A2,..., \n) €
n
K" tel que = >, Aje;. Alors, par linéarité de f et du fait que e; € Ker(f) pourie [[1;k] :
i=1

i=

k n k n n
y=1[@)=f (_2 Nif(e) + )] Aif(ei)> = D Nif(e) +f ( > m») =/ ( )y Am»)

k+1 i=k+1 i=k+1

n - - o~
Remarquons que s = Y, M\e; € S, ainsi y = f(s), ce qui montre que y admet un antécédent par f, f: S — Im(f) est
i—k+1
surjective.
Ainsi, f est bien un isomorphisme. On peut donc en conclure que

dim(Im(f)) = dim(S) = n — k = dim(E) — dim(Ker(f))

Ainsi, dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E). u

Exemple 6. En reprenant la fonction u de 'exemple 5, quelle est la dimension du noyau de Ker(u) ?
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Démonstration du théoréme n°4 :
e Si f est bijective alors elle est injective et surjective. D’ou 3 = 1 et 3 = 2.
e Supposons [ injective, alors d’aprés le théoréme du rang, dim(E) = dim(Ker(f)) +rg(f). Or comme f est injective Ker(f) =
{0g}, et donc dim(Ker(f)) = 0. Donc rg(f) = dim(E) = dim(F). Ainsi, Im(f) < dim(F') et ces deux espaces vectoriels ont
méme dimension, donc Im(f) = F. Ainsi, f est surjective. Donc f est bijective. D'ott 1 => 2 et 1 = 3
o Si f est surjective, alors Im(f) = F. D’apres le théoréme du rang dim(E) = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)). Ainsi, dim(Ker(f)) =
dim(FE) — dim(F) = 0. Donc Ker(f) = {Og}, ainsi f est injective. D’ott 2 = 1 et 2 = 3. |

R} — R?
Exemples 7. e Montrer que f: est un automorphisme de R3.
(@,9,2) — (y+ 2,2+ z,2+y)

e Montrer que ®: P — P’ est un endomorphisme de R[X] surjectif mais non injectif.
T

e Montrer que ¥: f+— (z — J f) est un endomorphisme de ¢°(R,R) injectif mais non surjectif.
0

3 Matrice d’une application linéaire

On fixe F et F, G trois K-EV de dimension finie de dimensions respectives n, p et ¢, B = (e1,ea,...,€,) et B =
(e, €5, ...,¢l) deux bases de E, € = (f1, fa,-.., fp) une base de F', & est une base de G.

I
Déﬁnition de la matrice d’une application linéaire dans des bases données

On appelle matrice de u € Z(FE, F) dans les bases % et € la matrice de u(#) dans la base € notée :
u(er) ----ule;) - -ulen)
al 1 ..... (]1 J ..... a17n fl
: : N P
Matg @ (u) = | @in------ O EEEEER ain |fi € M, (K) ol u(ej) = Z a; ; fi
Ap1 - Apj e apn ) [
Matz «(u) a dim(E) = n colonnes et dim(F') = p lignes. Si E = F et 4 = €, on pose Matz(u) = Matz z(u).

. , R3[X] — Ro[X] ,
Exemples 8. e Ecrire la matrice de f: dans les bases canoniques de R3[X] et de Ro[X].
P — P +XP
1 0 1
e Soit g € Z(Ro[X], #>(R)) telle que Matz «(g) = ; g :1 ol £ est la base canonique de Ro[X] et € celle
1 1 1

de .#>(R). Que valent g(X), g(X?) et g(2X —3X?)?

'_-:J Théoréme n°5 : calcul de la matrice de u(z) en fonction de la matrice de u et celle de =

| Siue Z(E,F)etxeE alors Mate (u(z)) = Mat g « (u)Matg(z).
Démonstration du théoréme n°5 : Rappelons que B = (e1,€2,...,en) et € = (f1, f2,..., fp). Or, x € E, il existe un unique
n-uplet (x1,x2,...,2n) € K" tel que z = Z zrer donc X = Matg(f ( . Notons A = Matg,«(f) et Y = Maty (u(x)).
k=1

M:v

k

y =u(z —u(Emkek> Zxkuek_i <iai7kfi>_

n

> a1,k
k=1
n

Z Traikfi = Z <Z aml‘k)fi
i=1 k=1

> askxk
On obtient Y = Matg(y) = | k=1 = AX (en effet, on reconnait, pour tout ¢ € [1;p]], que la i-itme de Y est égal au

n

2 Ap kT
k=1

coeflicient & la i-iéme ligne du produit A x X). |
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Exemple 9. En reprenant 'exemple 8, calculer Y = AX ot X = Matg(P), A = Matg «(f), P € Rg[X], £ la base
canonique de R3[X] et € celle de Ro[X].

ij Proposition n° 7 : matrice d’une combinaison linéaire d’applications linéaires
| Soient (u,v) e Z(E,F)? et A €K, alors Mat g « (Au + v) = AMatg ¢ (u) + Matg % (v)

ZL(E,F) — My n(K)
Démonstration de la proposition n°®7 : Posons ®:
u —> Mat g, « (u)
o Démontrons que ® est linéaire. Soit (u,v) € L(E, F)? et A € R, rappelons que & = (e1,e2,...,¢en) et € = (f1, f2,.- -, fo)-
Notons A = ®(u), B = ®(v) et C = ®(Au + v). Montrons que C = AA + B.

p

— A =Matg % (u) = (ai;)i1<i<p- Ainsi, pour tout j € [1;n], u(e;) = 3, aijfi-
1<j<n i=1
P

— B = Matg,¢(v) = (bi;)1i<i<p- Ainsi, pour tout j € [1;n], v(e;) = > b, fi-
1<j<n i=1
P

— C =Matg,¢(Au+v) = (ci,j)1<i<p - Ainsi, pour tout j e [1;n], (Au+v)(e;) = ) ¢ fi-
1<j<n i=1

Soit j € [[1;n]], calculons (Au + v)(e;) d’une autre fagon :
P P P
Au+0)(e5) = Mule) +v(es) = A Y aifi+ Y bigfi = D) (Naiy + biy)fi
i=1 i=1 i=1
Par unicité de la décomposition de (Au+wv)(e;), dans la base €, on en déduit que, pour touti € [1;p], ¢i,; = Aai; + bi,;. Et ce
pour tout j € [1;n]. Déslors, C = AA+ B. Donc Matg,« (Au+v) = AMatg (u)+Mat g (v), ainsi, P(Au+v) = AP (u) +P(v).
e Montrons que ® est injective, soit u € Ker(®), alors A = Matg,«(u) = Opn, ainsi chaque colonne de A est nulle, donc
P p
u(e;) = X aijfi = > 0fi = Op. Donc u et 0 (g, r) sont deux applications linéaires qui coincident sur une base de
i=1 i=1
E, d’apres le théoréme 2, u = 0 (p,F). Ainsi, Ker(®) ¢ {0g(g,r)}. Comme Ker(®) est un espace vectoriel, I'inclusion
réciproque est toujours vraie, ainsi ® est injective.
P
e Soit M = (mij)i1<i<p € Mpn(K). Notons g; = Z m;,; fi. D’apres le théoreme 2, il existe u € Z(E, F) tel que pour tout

1I<j<n i=1

jel1l;n], ule;) = g;. Ainsi, u(e;) = Z mg ; fi. Dés lors, Matg, «(u) = M. Donc M = ®(u), et ce pour tout M € 4, »(K).

D’ou @ est surjective.
Ainsi, ® est un isomorphisme, comme .#; (K) est un K-espace vectoriel de dimension finie, on en déduit, d’apres le théoréme 1,
que .Z(E, F) est de dimension finie et que dim(Z(E, F')) = dim(#,»(K)) = pn = dim(F) x dim(E). [ ]

7 ’ . . ’ . . . ’ .
-f Théoréme n° 6 : matrice d’'une composée d’applications linéaires

| Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors Mat g, o (v o u) = Maty,»(v) x Matg « (u)
vou
G~ F = E
w v w u w
v(u(x)) u(x) x
9 € B

Démonstration du théoréme n° 6 : Rappelons que & = (e1,€2,...,en) et € = (f1, fo,..., fp) et 2 = (91, 92,-..,9q). Notons
A = Mate,o((v) € Mq,p(K), B=Matg ¢(u) € #pn(K) et C =Matg o(vou)e #;n(K). Le but est de montrer que C' = AB

q

e A= Maty o((v) = (ai;)1<i<q- Ainsi, pour tout k€ [1;p], v(f&) = > aikgs-
1<j<p =
p

e B =Matg w(u) = (bi;)i<i<p- Ainsi, pour tout j € [1;n], u(e;) = 3, bi,; fx-
1<j<n k=1
q

o C =Matg g(vou) = (¢;)i<i<q- Ainsi, pour tout j € [1;n]], (vou)(e;) = Z Ci i Gi-
1<j<n i=1

Soit j € [1;n]], calculons (v ou)(e;) d’'une autre fagon :

(woues) = wlu(es)) =v (2 bk,jfk) S,
k=1
= Z Z (aikbr,j9i) = Z Z (as,kbr,;9:) = Z

k=1i=1 i=1k=1 i=1

< (g

P
Z aq, kbk J)
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Par unicité de la décomposition de (v ou)(e;) dans la base 2, on en déduit que
p
Vie[[1;4] Cij = Z @i, kb,
k=1

Ceci étant valable pour tout j € [1;n]), on en déduit par la formule du produit matriciel que C' = AB. |

Remarques 5. e Le produit matriciel a, en fait, été défini ainsi pour avoir cette propriété.
e Le produit matriciel comme la composée ne sont pas commutatifs donc ’ordre est important.
e Sion notait Maty. 2(f) au lieu de Matg «(f), la formule deviendrait : Matg. g(vou) = Matg« (v)Mate—z(u),
ce qui serait plus «logique», mais cette notation n’est pas usuelle et donc non conseillée.

ij Proposition n° 8 : matrice d’un automorphisme
| Soit u € Z(E). Alors u est bijective ssi Matg(u) est inversible. Dans ce cas, Matg(u)~! = Matg(u™").

Démonstration de la proposition n°8 : Notons A = Matg(u).
e Supposons que u soit bijective. Alors uou™' = u™! ou = Idg. Donc

Matg(u o uil) = Matgg@f1 ou) = Matg(Idg)
En utilisant le théoreme 6, on obtient
Mat g (u)Mat gz (u™") = Matg (v ' )Mat g (u) = Mat e (Idg)

Mat g (Idg) est une matrice carrée de taille n. Soit j € [ 1;n ]. Dans la j-iéme colonne de cette matrice, on met les coordonnées
de Ide(e;) = e;j dans la base #. Or, ej = O0e1 + ... + 0e;j—1 + le; + Oejr1 + ... + en. Ainsi, la j-iéme collen de Matz (Idg)
ne contient que des zéros, sauf a 1 & la j-iéme ligne. Et ce pour tout j € [1;n ], donc Matg(Idg) = I,. On en déduit que
AMatg(u™t) = Matg(u™")A = I,,. Ceci montre que A est inversible et que A" = Matg(u™).
e Supposons A inversible, alors AA™! = A7 A = I,,. D’aprés la démonstration de la proposition 7, U:
v +—> Matg(v)

est un isomorphisme. Comme A~ € ., (K), par surjectivité de ¥, A™" admet un antécédent, il existe v € Z(F) tel que
Al = ®(v) = Matg(v). Donc Matg(u)Matg(v) = Matg(v)Matg(u) = Matg(Idg). En utilisant la proposition 6, on
obtient Mat g (uov) = Matg(vou) = Matg(Idg), donc ¥(uov) = ¥(vou) = ¥(Idg), par injectivité de ¥, uov = vou = Idg,
ce qui démontre que u est bijective. |

I
Déﬁnition du noyau, image et rang d’une matrice

On appelle noyau, image et rang de la matrice A € 4, ,,(K) :
o Ker(A) ={X e #,1(K)| AX =0} (SEV de 4, 1(K))
e Im(A) ={Y e #,:(K)|3X e #,1(K) Y =AX}={AX|X e #,.1(K)} (SEV de 4, :1(K))
o rg(A) = dim(Im(A))

'_-fJ Proposition n°9 : lien entre image (resp. noyau) de f et image (resp. noyau) de A
Soient fe Z(E,F), A=Matg«(f) e Mp,(K),ze EctyeF.
1. zeKer(f) <= X =Matg(x)ec Ker(A) 2. dim(Ker(f)) = dim(Ker(A))
3. yelm(f) <= Y = Matg(y) € Im(A) 4. rg(f) =rg(A)
5. n = dim(Ker(A)) + rg(A4) ou n est le nombre de colonnes de A  (théoréme du rang version matricielle)

E — Mnq1(K)
Démonstration de la proposition n°9 : Montrons que ¢: est un isomorphisme. Soit (z,z,\) € E? x K,
x —— Matg(z)
n n
alors il existe un unique (21, @2, ...,2n) € K" tel que 2 = Y, @e; et un unique (z'1,2'2,...,2"n) € K" tel que 2’ = Y, aje;. De sorte
i=1 i=1
1 xll
n n n
que Matg(z) = | : | et Matg(a') = | : | Deplus, \x +2' =X X zie; + Y, zje; = >, (Az; + x))e; de sorte que
:C.n xil i=1 i=1 i=1
Axy + 1 xh
Matg(\z + ') = =A[ |+ ]| ¢ | =AMats(z) + Mats(z')
Aty + 2), n x,
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En d’autres termes, o(Az + ') = Ap(x) + ¢(z'). Ainsi, ¢ est linéaire. Soit = € Ker(yp), alors les coordonnées de z dans % sont

toutes nulles, donc z = »} 0; = 0g. Donc, Ker(¢) < {0g}, comme l'inclusion réciproque est toujours vraie, on en déduit que ¢
i=1
est injective. Comme dim(E) = n = dim(.#,,1(K)), d’aprés le théoréme 4, on en déduit que ¢ est un isomorphisme. De méme,
F— My (K)
D: est isomorphisme et que si y = f(z) et Y = Mat«(y), alors Y = AX (théoréme 5).
y — Mate (y)

o z e Ker(f)ssi f(z) =0p ssi AX = 0,1 ssi X € Ker(A).
Ceci prouve que Ker(A) = p(Ker(f)) avec ¢ est isomorphisme, ainsi dim(Ker(A)) = dim(Ker(f)).

e yelm(f) ssiil existe x € E tel que y = f(z) ssi il existe X € #,,1(K) tel que Y = AX ssi Y € Im(A).
Ainsi p(Im(f)) = Im(A) avec ¢ un isomorphisme, ainsi dim(Im(f)) = dim(Im(A)). Soit rg(f) = rg(A).

e En appliquant le théoréme duranga f: F — F, dim(E) = dim(Ker(f))-+rg(f). Par ce qui précéde, n = dim(Ker(A))+rg(A).
]

Remarque 6. Si on connait KerA/ImA, alors en passant des coordonnées aux vecteurs, on connait Ker f/Imf.

Exemple 10. Soit f € Z(R;[X]) tel que A = Matg(f) = <; ;) avec B = (1,X). Calculer KerA, Kerf, ImA et Imf.

Attention soyez homogéne !
< Si fe Z(E,F), une base de Ker(f)/Im(f) contient des vecteurs de E//F et non des matrices colonnes.

&J Proposition n° 10 : propriétés du rang et de I’image d’une matrice )
Soient A € A, n(K) et B € My, 4(K), Cy,...,Cy les n colonnes de A, Ly, ..., L, les p lignes de A.
1. Im(A) = VeCt(Ol, CQ, ceey Cn) 2. I‘g(A) =T1g (Cl, Cg, ey Cn)
3. SiB e My n(K) est inversible alors rg(AB) = rg(A) 4. Si A € 4, ,(K) est inversible alors rg(AB) = rg(B)
5. 1g(AT) =rg(4) (admis) 6. rg(A) =rg(Lq,...,Ly)
\ 7. 1g(F) = rgMatgz(F)) pour F = (f1, fa,. .., fq) une famille de vecteurs de E. y

Démonstration de la proposition n° 10 :
1. Par définition, Im(A) = {AX | X € #,,1(K)} En décomposant X dans (E1, Es, ..., Ey) la base canonique de .#,,1(K), on
n
obtient Im(A) = {A >} z:E; | (z1,22,...,2n) € K*}, en développant par A, on reconnait un espace vectoriel engendré :
i=1

n

Im(A4) = {Z 2, AE; | (z1,22,...,%n) € K"} = vect(AF1, AFEs,...,AE,). Or, un calcul matriciel, montre que pour tout
i=1
jell;n], AE; = Cj, ainsi, Im(A) = vect (C1,Cy, ..., Ch).

2. En passant & la dimension, le résultat précédent, on obtient rg(A4) = rg(Cv,Ca,...,Cr)

3. Supposons B inversible. Soit Y € Im(AB), alors il existe X € .#,,1(K) tel que Y = ABX, en posant X = BX € Mn1(K)
on obtient Y = AX € Im(A), ainsi, Im(AB) < Im(A). Soit YV € Im(A), il existe X € .#,,1(K) tel que Y = AX, alors
Y = ABB™'X, en posant X = B~ X € #,,1(K) tel que Y = ABX € Im(AB), donc Im(A) < Im(AB), par double inclusion,
Im(A) = Im(AB), donc dim(Im(A)) = dim(Im(AB)), soit rg(A) = rg(AB).

Im(AB) — Im(B)

4. Soit Y € Im(AB), alors il existe X € .4, (K) tel que Y = ABX, ainsi, A~'Y = BX € Im(B). On pose ¢ { )
Y +— ATY

par ce qui précede ¢ est bien définie. Pour tout (Y,Y”,\) € Im(AB)? x K, par distributivité,
SAY +Y) = ATTAY +Y) =AY + ATY = Ap(Y) + o(Y)

Ainsi, ¢ est linéaire. Soit Y € Ker(¢), donc A™'Y = 0,1, en multipliant par A, on obtient ¥ = A0,1 = 0,1, ainsi,
Ker(¢) < {0,,1}, 'inclusion réciproque étant toujours vérifiée, ¢ est injective. Soit Z € Im(B), alors il existe X € .#,,1(K)
tel que Z = BX et donc Z = A"'ABX, on pose X = ABX € Im(AB), on obtient que Z = A™'X = ¢(X), ainsi, ¢ est
surjective. On en conclut que ¢ est un isomorphisme, ainsi dim(Im(AB)) = dim(Im(B)), donc rg(AB) = rg(B).

5. Voir exercice de TD.
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6. D’apres le point précédent, rg(A) = rg(AT), or d’aprés le point 2, le rang de AT est égal au rang des colonnes de AT, or les
colonnes de AT sont les lignes de A, on obtient donc que rg(A) = rg(L1, ..., Ly).

7. Notons . = (e1,ez,...,€e,) et pour tout ¢ € [1;7], C; = Matg(e;) Posons F = vect(%) de sorte que rg(.#) = dim(F), et
G = vect(Cy,Cs, . ..,Chr) de sorte que rg(Mat (%)) = dim(G). Posons ¢: x — Matg(z), alors ¢ réalise un isomorphisme de
F vers G. Ce qui prouve que dim(F) = dim(G), ainsi rg(%#) = rg(Matg(.%))

Remarque 7. Le rang d’'une matrice est invariant par opérations sur les lignes et colonnes. C’est pourquoi on peut
calculer le rang d’une matrice en 1’échelonnant.

Justification de la remarque 7 : Si A € .4, (K). Notons (F; ;) la base canonique de ., (K) et (Eid'):][gign la base canonique
<j<sn
de #,(K). Posons, pour ¢ # j, A # 0, alors certaines matrices inversibles permettent de faire les opération]s élémentaires sur les
lignes ou sur les colonnes en effectuant un produit a droite ou & gauche (elles sont données ici & titre informatif mais ne sont pas a
connaitre) :
e Faire opération C; < C; sur A correspond a faire le produit AP; ; ou P;; = I, — E;; — E; ; + E; ; + E;; € GL,(K).
Cj «— Cj + AC; correspond a ATiyj ()\) ou Ti’j()\) =1, + )\E,"j € GLn(K).
C; < AC; correspond & AD;(\) ot D;(A) = I, + (A — 1)E; ; € GL,(K).
L; < Lj correspond a PiyjA ou pi,j = Ip — Ei,i — Ej,j + Ei,j + Ej,i € GLP(K)
L; < L; + ALj correspond & T; ;(A\)A ot T; j(\) = I, + AE; j € GL,(K)
L; < AL; correspond & D;(A\)A ot D;(\) = I, + (A — 1)E;; € GL,(K)
Ainsi, toutes ces opérations, reviennent & multiplier & droite ou & gauche A par une matrice inversible et donc la nouvelle matrice

obtenue aura le méme rang que A par la proposition 10.

1 2 1 1 2 3 1
Exemples 11. Calculer le rang des matrices A=[1 3 2|etB=|1 -2 2 -1
1 1 0 3 1 1 =2
Solution de ’exemple 11 :
1 2 1 1 1
e rg(A) =rg 1], 3), 2 = rg 1],|2]| =2 En effet, les deux vecteurs sont linéairement indépendants
1 1 0 C2=C3+Cq

(deux vecteurs non colinéaires).

1 2 3 1 1 3 2 1

e rg(B) = = rg{0 -4 -1 =2 = rgfl0 -1 —4 -2
ot o -5 =8 =5/ 7% \o -8 -5 -5
1 -3 2 1 1 0 —-10 -5 10 0 0
= rg|l0 1 -4 =2 = rg|0 1 —4 =2 = rg{0O 1 0 O
Q= \g 8 -5 -—5)piopiiie (0 0 27 11)GIEINERESE \o o 21 11
1 00 0 1 00 0
= g0 1 0 0 = rg{o0 1 0 0|=3
CsegrCs \g 0 1 1)9% % o 0o 1 0
Cy—FCy

Comment déterminer sans calcul le rang, I’image et le noyau d’une matrice A ?
1. Trouver .%, une famille de colonnes de A, telle que tout autre colonne de A est combinaison linéaire de .%.

2. Démontrer/affirmer que .# est libre, ainsi, rg(A) = Card.# et .# est une base de Im(A).

3. Si C; est une colonne de A qui n’est pas dans .#, alors C; € vect(.%), ainsi le vecteur colonne des coefficients
de liaison est un vecteur du noyau. Grace au théoréeme du rang, on obtient assez de vecteurs.

Exemples 12. Déterminer, sans calcul, le rang, I’image et le noyau des matrices :

1 2 3 1 2 3 01 3 5
A=11 2 3 B=|[4 7 11 C=10 2 6 10
1 2 3 2 2 4 01 1 3
iJ Proposition n° 11 : caractérisation des matrices inversibles
Soit A € #,,(K). Sont équivalents :
1. A est inversible 2. Ker(A4) = {0,1} 3. Im(A) = #,1(K) 4. rg(A)=n
5. iBe #,(K) BA=1, (et alors B=A"Y) 6. 3Be #,(K) AB=1, (et alors B = A™1)
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Démonstration de la proposition n° 11 :

o Soit f € ZL(E) tel que Matg(f) = A. Comme f est un endomorphisme en dimension finie, on sait que f est bijective ssi

f injective ssi f surjective. Ainsi, f est bijective ssi Ker(f) = {0g} ssi Im(f) = FE ssi rg(f) = E. Or, f est bijective ssi A
inversible, Ker(f) = {0g} ssi Ker(A) = {On,1}, rg(f) = n ssi rg(A) = n Im(A) = #,,1(K) ssi Im(f) = E. En rassemblant
toutes ces équivalences, on obtient que A est inversible ssi Ker(A) = {On 1} ssi rg(A) = n ssi Im(A4) = #y,1(K). Ainsi,
l. = 2. < 3. < 4.

o Si A est inversible, alors, par définition, AA™* = A™1A=1,,donc 1. = 5et 1. — 6.
e Supposons qu’il existe B € #,(K) tel que BA = I,,, soit X € Ker(A), alors AX = 0,1, en multipliant par B a gauche,

on obtient BAX = B0,,1, donc X = 0y,1, ainsi, Ker(A) < {0,,1}, I'inclusion réciproque étant toujours vérifier, on obtient
que Ker(A) = {0,,1}, ainsi comme 2. = 1., on en déduit que A est inversible, ainsi, en multipliant par A™' & droite, on
obtient BAA™! = A7! soit B = A™'. Ainsi, 5. — 1.

e Supposons maintenant qu’il existe B € .#,(K) tel que AB = I,. Soit Y € #,1(K), alors Y = I,Y = ABY, en posant

X = BY € #,,1(K), on obtient ¥ = AX donc Y € Im(A), donc #,,1(K) < Im(A), l'inclusion réciproque étant vraie, on
obtient que Im(A) = .#,,1(K), comme 3. = 1, on en déduit que A est inversible, en multipliant par A~ & gauche, on
obtient AT'AB = A~! donc B = A7}, ainsi 6. — 1..

1 2 3
Exemple 13. La matrice A= |1 —2 1 ] est-elle inversible?
1 1 9

4

Changement de bases

La matrice d’une application linéaire dépend a priori des bases choisies. Que se passe-t-il si on change de base ?

I
Déﬁnition de la matrice de passage

On appelle matrice de passage de la base Z & la base &’ la matrice de la famille %’ dans la base Z. On note
cette matrice Pg_,g = Matg(#').

Exemple 14. Soient 2 = (1, X, X?) et #' = (5,2X — 3,5X? — 2) deux bases de Ro[X]. Donner Pg_, 5 et Py _ 4.

Remarque 8. Notons que Pg_,z = Matg z(Idg)

Justification de la remarque 8 : En effet, Matg 5 (Ids) = Matg(Ide(e)),Ide(eh),. .., Ide(e,)) = Matg(el, b, ..., e,) =
Matgg(%/) =Py ..

ﬁJ Proposition n° 12 : inversibilité et inverse la matrice de passage

Si B et B’ sont deux bases de E, alors Pgz_, 4 est inversible et (P(@_,@/)_l =Py _. 5.

Démonstration de la proposition n® 12 : En utilisant la remarque8, il vient :

Pp_ .z X Pgi_ g = Mat@/,@(IdE) X Matg&@/(ldE) = Mat@,@(IdE OIdE) =1,
théoreme 6

De méme, Py, X Pg_,g = I,. Ceci prouve que Pg_, g est inversible que son inverse est Pg/_, . |

'ij Proposition n° 13 : formule de changement de bases pour un vecteur

Si z € E, notons X = Matg(x), X' = Matg (z) et P = Pg_, g, alors Matg(z) = Pg_.gMatg (z) ie X = PX’

Démonstration de la proposition n° 13 : Proposons deux méthodes :

e Posons y = Idg(z) et A = Matg 5 (Idg) et Y = Matg(y), alors, d’aprés le théoréme 5, Y = AX'. De plus, y = z, donc
Yy , Yy , 1Y , pius, y )

Y =X,et A= P, donc X = PX'.

!
xr1 T
e Notons & = (e1,e2,...,en) et B = (e1,...,en), X =Matg(z) = | . |et X' =Matg(z)=| : |.Comme P = Pg_, g =
/
In Ty
n n n n n n n
. ! VN / / s ez
(pij)1<isn, on sait que e; = > pije;. Onax = ) zief = > @} Dij€i | = 2, pijT; | s = D, xie;. Par unicité
1<j<n i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1 i=1
n
des coordonnées dans la base & : pour tout i € [1;n]], z; = >, psja;. Ainsi, X = PX'. |
i=1
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/’ Moyen mnémotechnique pour la formule de changement de base pour un vecteur
Pour ne pas se tromper de formule, retenir «pépé» : les «p» sont du méme coté de la formule P et X prime.

Exemples 15. Calculer Matg (Q) et Mat»(Q) ot Q@ =1+2(X — 1) +2(X — 1)? e Ry[X], B/ = (1, X — 1, (X — 1)?) et
%= (1,X,X?).

Démonstration du théoréme n° 7 : En utilisant la remarque 8, ainsi que le théoréme 6 :
P‘@_,‘@/Matgz;/(f)P_@/_,% = Mat@/,@(IdE)Mat‘@/,@/(f)Matgz;,gz;/ (IdE)
= Matgglygg(IdE o f)Matgg,ggl (IdE)
= Matgglygg(f)Matgg)gg/(IdE)
= Mat@,@(f OIdE) = Mat@(f)

/‘ Moyen mnémotechnique pour retenir la formule de changement de base d’'un endomorphisme
On peut retenir : «Alice = Pensionnaire Du PMU» ott PMU encode P~! (P Moins Un)

Remarque 9. Souvent, la base % sera la base canonique de E, la matrice P = Pg .5 s’obtient alors facilement
contrairement & Pg_, . La base %’ rendra souvent Matg (f) agréable (matrice diagonale ou triangulaire par exemple).
Exemple 16. Considérons I'endomorphisme de R? noté f: (z,y) — (5x + y,x + 5y) et n € N.

1. Donner A la matrice de f dans la base canonique de R2.

2. Justifier que #’ = ((1,1),(1,—1)) est une base de R?. Donner D la matrice de f dans cette base.

3. Calculer D", puis grace a la formule de changement de base, calculer A™. En déduire f™.

Solution de ’exemple 16 :

1 5

2. A’ est une famille de deux vecteurs et ils sont non colinéaires donc &’ est une famille libre de R?, de plus, Card(#') = 2 =
dim(R?), ainsi, &’ est une base de R?. De plus, f(1,1) = (6,6) = 6(1,1) + 0(1,1) et f(1,—1) = (4,—4) = 0(1,1) + 4(1, -1),

ainsi, D = Matpgy (f) = <(6) 2)

1. £(1,0) = (5,1) = 5(1,0) + 1(0,1) et £(0,1) = (1,5) = 1(1,0) + 5(0, 1), ainsi Mates(f) = (5 1)

3. D" = (60 42) (car D est diagonale). Or, d’aprés le théoréme 7, A = PDP™! avec P = Pg_ 4/, or (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1)

1 -1

et (1,—1) = 1(1,0) + — 1(0,1) de sorte que P = (l ! >

Déﬁnition de deux matrices semblables
| Ondit que A e #,(K) et B e .#,(K) sont semblables s’il existe P € .#,(K) inversible telle que A = PBP~!,
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Remarque 10. Si u € Z(E) et A = Matg(u), alors A et B sont semblables ssi il existe %’ base de E telle que
B = Matg (u).

Justification de la remarque 10 : S’il existe %’ base de telle que B = Mat g/ (u), comme A = Matg(u), d’aprés le théoréme 7,

A = PBP ! avec P = Pg_, 4. Ainsi, A et B sont semblables. Réciproquement, supposons A et B semblables, alors, il existe P une

matrice inversible telle que A = PBP~". Pour j € [1;n]], posons € = 3, p; jei, alors &' = (e'1,€’a,...,€'n) est une famille de
i=1

vecteurs, telle que Matg (%) = P. Ainsi, rg(#') = rg(Mat»(%')) = rg(P) = n (car P est inversible), ainsi, %’ est une famille libre

(son rang est égale & son cardinal), comme Card%’ = dim(E), %’ est une base de E. De plus, Pg_, g = P. Notons C = Mat g (f),

alors, d’aprés le théoréme 7, A = PCP~", ainsi, C = P"*AP = P"'PAP™' = B, dés lors B = Mat g (f).
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Résumé du chapitre sous forme de tableaux

Lien entre espaces vectoriels et matrices

Soient E et F', G sont trois EV de dimension finie, dim(F) = n et dim(F) = p. Z = (e, ea, ..
est une base de F, & est une base de G.

en)et B = (e1,¢9,...,€,)sont des bases de E, € = (f1, fo, .-, [p)

Concept Monde : EV /fonction linéaire Monde : Matrices Lien entre les deux mondes
I
n
Vecteur au départ x= > zieeFE X e My 1(K) X =Matg(z) = | :
=t T
P Y1
Vecteur & larrivée y= > yfieF Y e #,1(K) Y = Matg(y) = | :
=1
J Yp
2
Image des vecteurs de la | we Z(E,F), u(e;) = ] a;;fi Ae My, (K) A =Matg ¢(u) = (i) 1<i<p
base i=1 Isjsn
Image d’un vecteur y = u(x) Y = AX
Définition de 'image Im(u) = {u(z) |z € E} Im(A) = {AX | X € 4,1(K)} y € Im(u) ssi Y = Mate(y) € Im(A)
Famille génératrice de | Im(u) = vect(u(ey),...,u(ey)) Im(A) = vect(Cy,...,Cp) ou Cj est la j-

I’image

iéme colonne de A.

Rang

rg(u) = dim(Im(u))

rg(A) = dim(Im(A))

rg(A) = rg(u)

Noyau

Ker(u) = {x € F|u(z) =0F}

Ker(A) = {X € A, 1(K) | AX = 0}

x € Ker(u) ssi X = Matg(z) € Ker(A)
dim(Ker(A)) = dim(Ker(u))

Théoréme du rang

dim(F) = dim(Ker(u)) + rg(u)

n = dim(Ker(A)) + rg(A)

WARNING : n est le nombre de colonnes de A

Composition/Produit

ve Z(F,G) alorsvoue Z(F,Q)

A = Maty »(v) et B = Matg «(u)

AB = Mat%@(v ou)

Changement de base

n
P et #' basesde Eoue) = 3, pije;
i=1

P=Pg .z

P = (pi.j)léién

1<j<n

Changement de base
pour un vecteur

%’et%’basesdeEeter

X = Matg(z), X' = Matg (x) P = Pg_.g

X =PX'
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Cas particuliers des endomorphismes

Objets Endomorphisme Matrice carrée Lien

ue Z(E) Ae #,(K) A = Matg(u)
Changement de base ue L(E), B, B bases de £ A = Matg(u), D = Matg(u), P = | A= PDP!

Pop o

Definition de linversibi- | Il existe v € Z(E) tel que 1l existe B € #,,(K) tel que u est bijective SI ET SEULEMENT SI A est inversible
lité/bijectivité uov=Idg =vou AB=BA=1, et A1 = Matg(u™!)
Caractérisation de l'inver- | Il existe v € Z(F) tel que 1l existe B € 4, (K) tel que
sibilité/ bijectivité wov = Idg AB =1,

Vecteur propre

x € F tel qu’il existe A € K tel que
u(z) = Az avec x # O

X € Mp1(K) tel qu'il existe A € K tel
que AX = XX avec X # 0,1

X vecteur propre de A pour A SI ET SEULEMENT SI
x vecteur propre de u pour A

Valeur propre

A e K tel qu’il existe x €
non nul tel que u(z) = Az

A € K tel qu'il existe X € 4, 1(K)
non nul tel que AX = AX

A valeur propre de A ssi A valeur propre de u

Spectre ensemble des valeurs propres de u : | ensemble des valeurs propres de A : | Sp(A) = Sp(u)
Sp(u) Sp(A)
Diagonalisabilité u est diagonalisable 8’il existe &’ | A est diagonalisable s’il existe P in- | u est diagonalisable ssi A = Matg(u) est diagonali-

base de E tel que Mat g (u) soit dia-
gonale

versible et D diagonale telle que A =
PDpP!

sable.

Opérations sur les lignes/colonnes

But

Méthode
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Résoudre un systeme linéaire AX =Y ou A € 4, ,(K) et Y €
M1 (K) d’inconnue X € 4, 1(K)

Opérations SEULEMENT sur les lignes du systeme.

Déterminer si une matrice A € ., (K) est inversible et déterminer
son inverse

Opérations SEULEMENT sur les lignes sur (A|I,,) jusqu’a obtenir (I,|B), A étant inversible ssi
c’est possible possible. Dans ce cas, A~! = B.

Ou

Résoudre le systeme Y = AX : A est inversible ssi Y = AX admet toujours une seule solution,
sous la forme X = BY . Dans ce cas, A~! = B.

Trouver le rang de A € A, ,(K) Effectuer des opérations sur les lignes ET les colonnes jusqu’a trouver une matrice échelonnée.

Trouver le rang de f e Z(E,F) Poser A = Matg «(f) € My (K) et calculer rg(f) = rg(A) par la méthode précédente.

Trouver le rang de .% = (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E | Soit Z une base de F, prendre A = Matg(#) et calculer rg(#) = rg(A).
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