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Exercice 1
1. dimpM3pRqq “ 3 ˆ 3 “ 9.

2. Fixons A P M3pRq.
‚ T p1qpAq Ă M3pRq (ensemble défini par compréhension).
‚ Remarquons que si M “ 03, alors AM “ A03 “ 03 “ M . Donc, 03 P T p1qpAq.
‚ Soient pM, Nq P T p1qpAq

2 et λ P R, alors par distributivité, ApλM ` Nq “ λAM ` AN “ λM ` N . Donc,
λM ` N P T p1qpAq.

Par conséquent, T p1qpAq est un sous-espace vectoriel de M3pRq.

3. Soit M P T p1qpAq, alors AM “ M , dès lors, A2M “ ApAMq “ AM . Ceci montre que M P T p2qpAq. Par
conséquent, T p1qpAq Ă T p2qpAq.

4. Supposons A inversible. Soit M P T p2qpAq, alors A2M “ AM , en multipliant à gauche par A´1, alors A´1A2M “

A´1AM , soit I3AM “ I3M donc AM “ M , donc M P T p1qpAq, on a montré que T p2qpAq Ă T p1qpAq et d’après
la question précédente, T p1qpAq Ă T p2qpAq. Par double inclusion, T p1qpAq “ T p2qpAq.

5. Supposons A ´ I3 inversible. Soit M P T p1qpAq, alors AM “ M , donc AM ´ I3M “ 03, par distributivité, il en
découle que pA ´ I3qM “ 03, en multipliant par pA ´ I3q´1, il vient

pA ´ I3q´1pA ´ I3qM “ pA ´ I3q´103

D’où, M “ 03. On a donc montré que, T p1qpAq Ă t03u. Comme T p1qpAq est un sous-espace vectoriel de M3pRq,
l’inclusion réciproque est vérifiée. Ainsi, T p1qpAq “ t03u.

6. Remarquons que B ´I3 “

¨

˝

´2 1 0
0 ´2 1
0 0 1

˛

‚est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux

sont non nuls. Ainsi, B ´ I3 est inversible. D’après la question précédente, T p1qpBq “ t03u. De plus, B est une
matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls, donc B est inversible. D’après la
question 4, T p2qpBq “ T p1qpBq “ t03u.

7.
¨

˝

1 1 1
1 1 0
1 0 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

L2ÐL2´L1
L3ÐL3´L1

¨

˝

1 1 1
0 0 ´1
0 ´1 0

˛

‚

¨

˝

1 0 0
´1 1 0
´1 0 1

˛

‚

L2 Ø L3
¨

˝

1 1 1
0 ´1 0
0 0 ´1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
´1 0 1
´1 1 0

˛

‚

L2Ð´L2
L3Ð´L3

¨

˝

1 1 1
0 1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚

L1 Ð L1 ´ L2 ´ L3
¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

´1 1 1
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚

1



Ainsi, P est inversible et P ´1 “

¨

˝

´1 1 1
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚.

8.

D “

¨

˝

´1 1 1
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚ˆ

»

–

¨

˝

3 ´2 ´1
1 0 ´1
2 ´2 0

˛

‚ˆ

¨

˝

1 1 1
1 1 0
1 0 1

˛

‚

fi

fl “

¨

˝

´1 1 1
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚

¨

˝

0 1 2
0 1 0
0 0 2

˛

‚“

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 2

˛

‚

9. On montre par récurrence que, pour tout n P N, Cn “ PDnP ´1. C’est vrai au rang 0 car C0 “ I3 “ PD0P ´1.
Soit n P N, si on suppose que c’est vrai pour au rang n, alors Cn`1 “ CCn “ CPDnP ´1 “ pPDP ´1qPDnP ´1 “

PDDnP ´1 “ PDn`1P ´1.
Comme D est diagonale on calcule facilement ses puissances, pour n P N˚ :

Dn “

¨

˝

0n 0 0
0 1n 0
0 0 2n

˛

‚“

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 2n

˛

‚

Il ne reste plus qu à multiplier par P à gauche et P ´1 à droite.

Cn “

¨

˝

1 1 1
1 1 0
1 0 1

˛

‚¨

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 2n

˛

‚¨

¨

˝

´1 1 1
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚“

¨

˝

0 1 2n

0 1 0
0 0 2n

˛

‚¨

¨

˝

´1 1 1
1 0 ´1
1 ´1 0

˛

‚“

¨

˝

1 ` 2n ´2n ´1
1 0 ´1
2n ´2n 0

˛

‚

Pour n “ 0, C0 “ I3

10. Soit N “

¨

˝

x y z
a b c
d e f

˛

‚P M3pRq. Alors DN “

¨

˝

0 0 0
a b c
2d 2e 2f

˛

‚. Par conséquent,

N P T p1qpDq ðñ DN “ N ðñ

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

x “ 0
y “ 0
z “ 0
a “ a
b “ b
c “ c
d “ 2d
e “ 2e
f “ 2f

ðñ x “ y “ z “ d “ e “ f “ 0 ðñ N “

¨

˝

0 0 0
a b c
0 0 0

˛

‚

Par conséquent, pour N P M3pRq, N P T p1qpDq ssi il existe pa, b, cq P R3 tel que N “

¨

˝

0 0 0
a b c
0 0 0

˛

‚.

11. D’après la question précédente :

T p1qpDq “

$

&

%

¨

˝

0 0 0
a b c
0 0 0

˛

‚ | pa, b, cq P R3

,

.

-

“
␣

aE2,1 ` bE2,2 ` cE2,3 | pa, b, cq P R3( “ vectpE2,1, E2,2, E2,3q

Par conséquent, BD “ pE2,1, E2,2, E2,3q est une famille génératrice de T p1qpDq. Soit pa, b, cq P R3. Supposons

aE2,1 ` bE2,2 ` cE2,3 “ 03, alors

¨

˝

0 0 0
a b c
0 0 0

˛

‚“ 03, par unicité des coefficients d’une matrice a “ b “ c “ 0,

donc BD est une famille libre. Donc, BD est une base de T p1qpDq. Donc, dimpT p1qpDqq “ CardBD “ 3.

12. Remarquons que comme D “ P ´1CP , on a aussi PDP ´1 “ C

‚ Supposons que M P T p1qpCq, alors DN “ P 1CPP ´1M “ P ´1CM “ P ´1M “ N , donc N P T p1qpDq.
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‚ Supposons que N P T p1qpDq, alors CM “ PDP ´1PN “ PDN “ PN “ M donc M P T p1qpCq.
Par double implication, M P T p1qpCq ssi N “ P ´1M P T p1qpDq

13. Soit M P M3pRq, alors M P T p1qpCq ssi P ´1M P T p1qpDq ssi il existe pa, b, cq P R3 tel que P ´1M “

¨

˝

0 0 0
a b c
0 0 0

˛

‚

ssi il existe pa, b, cq P R3 tel que M “ P

¨

˝

0 0 0
a b c
0 0 0

˛

‚. Dès lors,

T p1qpCq “

$

&

%

¨

˝

a b c
a b c
0 0 0

˛

‚ | pa, b, cq P R3

,

.

-

“

$

&

%

a

¨

˝

1 0 0
1 0 0
0 0 0

˛

‚` b

¨

˝

0 1 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚` c

¨

˝

0 0 1
0 0 1
0 0 0

˛

‚ | pa, b, cq P R3

,

.

-

“ vect

¨

˝

¨

˝

1 0 0
1 0 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 1 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 0 1
0 0 1
0 0 0

˛

‚

˛

‚

Ainsi, posons BC “

¨

˝

¨

˝

1 0 0
1 0 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 1 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 0 1
0 0 1
0 0 0

˛

‚

˛

‚, BC est une famille génératrice de T p1qpCq. Soit

pa, b, cq P R3. Supposons

a

¨

˝

1 0 0
1 0 0
0 0 0

˛

‚` b

¨

˝

0 1 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚` c

¨

˝

0 0 1
0 0 1
0 0 0

˛

‚“ 03

Donc

¨

˝

a b c
a b c
0 0 0

˛

‚“ 03, comme deux matrices sont égales ssi elles ont les mêmes coefficients, on obtient a “ b “

c “ 0, donc BC est une famille libre. Par conséquent, BC est une base de T p1qpCq. Dès lors, dimpT p1qpCqq “

CardBC “ 3

14. Soit M P M3pRq, alors M P T p2qpCq ssi C2M “ CM ssi pPDP ´1q2M “ PDP ´1M ssi PDP ´1PDP ´1M “

PDP ´1M ssi PD2P ´1M “ PDP ´1M ssi D2N “ DN Où on a noté N “ P ´1M la dernière équiva-

lence étant obtenue en multipliant à gauche par P ou P ´1. Soit N “

¨

˝

a b c
d e f
g h i

˛

‚. Alors, N P T p2qpDq ssi
¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 4

˛

‚

¨

˝

a b c
d e f
g h i

˛

‚ “

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 2

˛

‚

¨

˝

a b c
d e f
g h i

˛

‚ ssi

¨

˝

0 0 0
d e f
4g 4h 4i

˛

‚ “

¨

˝

0 0 0
d e f
2g 2h 2i

˛

‚ ssi g “ h “ i “ 0.

Ainsi, T p2qpDq “

$

&

%

¨

˝

a b c
d e f
0 0 0

˛

‚ | pa, b, c, d, e, fq P R6

,

.

-

. Par conséquent,

T p2qpCq “

$

&

%

P

¨

˝

a b c
d e f
0 0 0

˛

‚ | pa, b, c, d, e, fq P R6

,

.

-

“

$

&

%

¨

˝

a ` d b ` e c ` f
a ` d b ` e c ` f

a b c

˛

‚ | pa, b, c, d, e, fq P R6

,

.

-

“ vect

¨

˝

¨

˝

1 0 0
1 0 0
1 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 1 0
0 1 0
0 1 0

˛

‚,

¨

˝

0 0 1
0 0 1
0 0 1

˛

‚,

¨

˝

1 0 0
1 0 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 1 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚,

¨

˝

0 0 1
0 0 1
0 0 0

˛

‚

˛

‚

looooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

B1
C

On obtient ainsi, B1
C une famille génératrice de T p2qpCq. Soit pa, b, c, d, e, fq P R6. Supposons que la com-

binaison linéaire de ces six matrices avec les scalaires a, b, c, d, e et f est la matrice nulle. On a alors
¨

˝

a ` d b ` e c ` f
a ` d b ` e c ` f

a b c

˛

‚“ 03. Alors, grâce à la dernière ligne, on obtient a “ b “ c “ 0, en utilisant la première

ligne, on obtient d “ e “ f “ 0. Par conséquent, B1
C est une famille libre de T p2qpCq. Dès lors, B1

C est une

3



base de T p2qpCq. Donc, dimpT p2qpCqq “ CardB1
C “ 6. Comme dimpT p1qpCqq ‰ dimpT p2qpCqq on en conclut que

T p1qpCq ‰ T p2qpCq.

Exercice 2

Soit n P N. Pour k P rr 0 ; n ss, on pose Bn,k “
`

n
k

˘

Xkp1 ´ Xqn´k.
1. ‚ Si k “ 0, Bn,k “ p1 ´ Xqn “ p´1qnpX ´ 1qn est un polynôme de degré n de coefficient dominant p´1qn et 1

est la seule racine et sa multiplicité vaut n.
‚ Si k “ n, Bn,k “ Xn est un polynôme de degré n de coefficient dominant 1, 0 est sa seule racine et sa

multiplicité vaut n.
‚ Si k P rr 1 ; n ´ 1 ss, alors

d˝Bn,k “ d˝Xkp1 ´ Xqn´k “ d˝Xk ` d˝p1 ´ Xqn´k “ k ` pn ´ kq “ n

De plus,

Bn,k “

ˆ

n

k

˙

p´1qn´kpX ´ 0qkpX ´ 1qn´k

Le coefficient dominant vaut
`

n
k

˘

p´1qn´k, Bn,k a deux racines 0 de multiplicité k et 1 de multiplicité n ´ k.

2. Soit n P N, d’après la formule du binôme de Newton
n
ÿ

k“0
Bn,k “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k “ pX ` p1 ´ Xqqn “ 1n “ 1

3. Soit n P N, k P rr 0 ; n ss et x P r 0 ; 1 s, ainsi, 1 ´ x ě 0, dès lors, Bn,kpxq “
`

n
k

˘

xkp1 ´ xqn´k est le produit de trois

nombres positifs, donc Bn,kpxq ě 0. De plus, comme pour tout j, Bn,jpxq ě 0, Bn,kpxq ď
n
ř

j“0
Bn,jpxq “ 1. Ainsi,

on a montré que 0 ď Bn,kpxq ď 1.

4. Soit on reconnaît directement la formule du maire, soit on recalcule :

k

ˆ

n

k

˙

“ k
n!

k!pn ´ kq! “ n
pn ´ 1q!

pk ´ 1q!ppn ´ 1q ´ pk ´ 1qq! “ n

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

5. En retirant le terme pour k “ 0 (qui est nul), en utilisant la question précédente, puis un changement d’indice,
on reconnaît une formule du binôme de Newton :

n
ÿ

k“0
kBn,k “

n
ÿ

k“1
k

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k “ n
n
ÿ

k“1

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

Xkp1 ´ Xqn´k

“
i“k´1

n
n´1
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 1
i

˙

Xi`1p1 ´ Xqn´1´i “ nX
n´1
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 1
i

˙

Xip1 ´ Xqn´1´i

“ nXpX ` p1 ´ Xqqn´1 “ nX

6. Soit k P rr 2 ; n ss, alors 1

kpk ´ 1q

ˆ

n

k

˙

“ kpk ´ 1q
n!

k!pn ´ kq! “
n!

pk ´ 2q!pn ´ kq
“ npn ´ 1q

pn ´ 2q!
pk ´ 2q!pn ´ 2 ´ pk ´ 2qq!

“ npn ´ 1q

ˆ

n ´ 2
k ´ 2

˙

Ainsi, en procédant de même qu’à la question 5, on retire les deux premiers termes qui sont nuls, on utilise la
formule que l’on vient d’établir, on effectue un changement d’indice pour reconnaître la formule du binôme de

1. Cette formule peut être appelée formule du maire et de son adjoint.
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Newton :
n
ÿ

k“0
kpk ´ 1qBn,k “

n
ÿ

k“2
kpk ´ 1q

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k “

n
ÿ

k“2
npn ´ 1q

ˆ

n ´ 2
k ´ 2

˙

Xkp1 ´ Xqn´k

“
i“k´2

npn ´ 1q

n´2
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 2
i

˙

Xi`2p1 ´ Xqn´2´i

“ npn ´ 1qX2
n´2
ÿ

i“0

ˆ

n ´ 2
i

˙

Xip1 ´ Xqn´2´i

“ npn ´ 1qX2pX ` p1 ´ Xqqn´2 “ npn ´ 1qX2

7. Par linéarité de la somme :
n
ÿ

k“0
k2Bn,k “

n
ÿ

k“0
pkpk ´ 1qBn,k ` kBn,kq “

n
ÿ

k“0
kpk ´ 1qBn,k `

n
ÿ

k“0
kBn,k “ npn ´ 1qX2 ` nX “ nxppn ´ 1qX ` 1q

8. Soit n P N˚ et k P rr 1 ; n ´ 1 ss, Bn,k “
`

n
k

˘

Xkp1 ´ Xqn´k par dérivation d’un produit et en utilisant la formule
du maire,

B1
n,k “

ˆ

n

k

˙

kXk´1p1 ´ Xqn´k ´

ˆ

n

n ´ k

˙

pn ´ kqXkp1 ´ Xqn´k´1

“ n

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

Xk´1p1 ´ Xqn´k ´ n

ˆ

n ´ 1
n ´ 1 ´ k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k´1

“ nBn´1,k´1 ´ nBn´1,k

9. On raisonne par l’absurde : on suppose qu’il existe k P rr 0 ; n ss tel que αk ‰ 0. Ainsi, en définissant un ensemble
par E “ tk P rr 0 ; n ss | αk ‰ 0u, E est un ensemble fini non vide. Par conséquent, E admet un minimum.

10. Comme k0 “ minpEq, pour tout k P rr 0 ; k0 ´ 1 ss, αk “ 0, ainsi comme
n
ř

k“0
αkBn,k “ 0, on en déduit que

n
ř

k“k0

αkBn,k “ 0, en isolant le premier terme et en divisant par αk0 ‰ 0, on obtient

Bn,k0 “
´1
αk0

n
ÿ

k“k0`1
αkBn,k “

´1
αk0

n
ÿ

k“k0`1
αk

ˆ

n

k

˙

Xkp1 ´ Xqn´k

“
´pX ´ 0qk0`1

αk0

n
ÿ

k“k0`1
αk

ˆ

n

k

˙

pX ´ 0qk´k0´1p1 ´ Xqn´k

Ceci prouve que la multiplicité de 0 dans Bn,k0 est supérieure ou égale à k0 ` 1. Or, elle vaut k0 d’après la
question 1. On obtient donc une contradiction. Par conséquent, pour tout k P rr 0 ; n ss, αk “ 0.

11. On vient de montrer que pBn,0, Bn,1, . . . , Bn,nq est libre or c’est une famille de cardinalité n ` 1 dans RnrXs

qui est de dimension n ` 1 : c’en est une base !

12. Soit pP, Qq P RnrXs
2, supposons ΦpP q “ ΦpQq, alors par linéarité de la somme,

n
ÿ

k“0

ˆ

P

ˆ

k

n

˙

´ Q

ˆ

k

n

˙˙

Bn,k “ 0

Comme la famille pBn,0, . . . , Bn,nq est libre, on en déduit que, pour tout k P rr 0 ; n ss, P pk{nq ´ Qpk{nq “ 0.
Ainsi, P ´Q P RnrXs et admet n`1 racines distinctes (tous les nombres k{n pour k P rr 0 ; n ss), donc P ´Q “ 0,
il s’ensuit que P “ Q. Par conséquent, Φ est injective.

Remarque 1. Φ étant un endomorphisme (linéarité facile à montrer) en dimension finie, on peut même en
conclure que Φ est un isomorphisme.
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Exercice 3
1. def somme(t,i,j):

S = 0
for k in range(i,j): # i <= k < j

S = S + t[k]
return S

Ou en bouclant directement sur la liste :

def somme(t,i,j):
S = 0
for x in t[i:j]:

S += x
return S

2. def somme_min(t):
n = len(t)
Smin = t[0] # Somme de la coupe t[0:1]
for i in range(n-1):

for j in range(i+1,n+1): # 0 <= i < j <= n
S = somme(t,i,j)
if S < Smin:

Smin = S
return Smin

3. def coupe_min(t,i,j):
n = len(t)
Smin = somme_min(t)
for i in range(n-1):

for j in range(i+1,n+1): # 0 <= i < j <= n
if Smin == somme(t,i,j):

return (i,j)

On peut aussi modifier la fonction de la deuxième question :

def coupe_min(t):
n = len(t)
Smin = t[0] # Somme de la coupe t[0:1]
for i in range(n-1):

for j in range(i+1,n+1): # 0 <= i < j <= n
S = somme(t,i,j)
if S <= Smin:

Smin = S
a,b = i,j

return a,b
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