2BCPST Lycée Saint-Louis 2025-2026

Correction du Devoir surveillé de mathématiques 4

Exercice 1

1. dim(#5(R)) =3 x3=09.
2. Fixons A € .#3(R).
e TMW(A) c .#5(R) (ensemble défini par compréhension).
e Remarquons que si M = 03, alors AM = A03 = 03 = M. Donc, 03 € T (A).

e Soient (M, N) € T(U(A)2 et A € R, alors par distributivité, AAM + N) = AAM + AN = AM + N. Donc,
AM + N eTMD(A).

Par conséquent, T(1)(A) est un sous-espace vectoriel de .Z3(R).

3. Soit M e TW(A), alors AM = M, dés lors, A2M = A(AM) = AM. Ceci montre que M € T (A). Par
conséquent, TW(A) « T3 (A).

4. Supposons A inversible. Soit M € T(?)(A), alors A2M = AM, en multipliant & gauche par A~!, alors A~ A2M =
A~YAM, soit I3AM = I3M donc AM = M, donc M € T (A), on a montré que T (A) = T(M(A) et d’apres
la question précédente, T (A) T (A). Par double inclusion, T (A) = TR (A).

5. Supposons A — I3 inversible. Soit M € T (A), alors AM = M, donc AM — IsM = 03, par distributivité, il en
découle que (A — I3)M = 03, en multipliant par (A — I3)~!, il vient

(A=I3) (A= I)M = (A - I3)"'03

D’oti, M = 03. On a donc montré que, T™(A) < {03}. Comme T (A) est un sous-espace vectoriel de .Z3(R),
I'inclusion réciproque est vérifiée. Ainsi, T(1)(A) = {03}.

-2 1 0
6. Remarquons que B—I3 = | 0 —2 1 |est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
0o 0 1

sont non nuls. Ainsi, B — I3 est inversible. D’aprés la question précédente, T(H(B) = {03}. De plus, B est une
matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls, donc B est inversible. D’apres la
question 4, T®?)(B) = TMW(B) = {03}.

7.
1 11 1 00
1 1 0 010
1 0 1 0 0 1
Lo<«—Lo—Ly
L3«—L3z—Ly
1 1 1 1 00
0 0 -1 -1 1 0
0 -1 0 -1 0 1
LQ <> L3
1 1 1 1 00
0 -1 0 -1 0 1
0 0 -1 -1 1 0
Ly——Lo
L3y«——Lg
1 1 1 1 0 0
1 0 1 0 -1
0 0 1 1 -1 0
Ll <« L1 - LQ - L3
1 0 0 -1 1 1
01 0 1 0 -1
0 0 1 1 -1 0



Ainsi, P est inversible et P~' = [ 1 0 -1
1 -1 0
8.
-1 1 1 3 -2 -1 1 11 -1 1 1 01 2 0 0 0
D=1 0 -1]x 1 0 —-1|xf{1 1 0)|l=(1 0 —=-1Jf({0 1 O0J=10 1 O
1 -1 0 2 =2 0 1 0 1 1 -1 0 0 0 2 0 0 2

9. On montre par récurrence que, pour tout n € N, C* = PD"P~!. C’est vrai au rang 0 car C° = I3 = PD°P~1,
Soit n € N, si on suppose que c’est vrai pour au rang n, alors C"*! = CC" = CPD"P~! = (PDP~Y)PD"P~! =
PDD"P~1 = pprtip—L

Comme D est diagonale on calcule facilement ses puissances, pour n € N* :

0 0 O 0 0 O
D=0 1™ 0]=(0 1 0
0o o 2m 0 0 27
11 ne reste plus qu & multiplier par P & gauche et P~! & droite.
1 1 1 0 0 O -1 1 1 0o 1 27 -1 1 1 1+2n -2 -1
cC"=1|1 10 01 0 1 0 —-1]=(0 1 {11 0 —-1)=1 1 0 -1
1 0 1 0o 0 2% 1 -1 0 0o 0 2% 1 -1 0 2™ =2" 0
Pour n =0, C° = I3
T Yy =z 0 0 O
10. Soit N=|a b c|e#;5(R). Alos DN=|a b ¢ | Parconséquent,
d e f 2d 2e 2f
r = 0
y = 0
z = 0
a = a 0 0 O
NeTVY[D) « DN=N «—= b = b «— z=y=z=d=e=f=0<«<= N=|a b ¢
c = c 0 0 O
d = 2d
e = 2e
fo=2f
0 00
Par conséquent, pour N € .#3(R), N € T (D) ssi il existe (a,b,c) e R3 tel que N = [a b ¢
0 00
11. D’apres la question précédente :
0 0 0
T(l)(D) = a b ¢ | (CL, b, C) € RS = {aEg,l + bE272 + CE273 | (a, b, C) € RS} = VeCt(EQ,l, E272,E273)
0 0 O
Par conséquent, Zp = (Es,1, FE22,F23) est une famille génératrice de TMW (D). Soit (a,b,c) € R3. Supposons
0 00
alFaq1 +bFEs9 + cFy3 = 03, alors [ a b c) = 03, par unicité des coefficients d’'une matrice a = b = ¢ = 0,
0 0 0

donc #p est une famille libre. Donc, Zp est une base de T(M (D). Donc, dim(T™M (D)) = Card%p = 3.

12. Remarquons que comme D = P~'CP, on a aussi PDP~! = C
e Supposons que M € T (C), alors DN = P)CPP~'M = P~'CM = P~'M = N, donc N € T (D).



e Supposons que N € T()(D), alors CM = PDP~'PN = PDN = PN = M donc M € T (C).
Par double implication, M € T (C) ssi N = P~*M e T (D)

0 0 0
13. Soit M € .#3(R), alors M € T (C) ssi P~'M € TW (D) ssi il existe (a,b,¢) e R tel que P"'M = [a b ¢
0 0 0
0 0 0
ssi il existe (a,b,c) e R3 telque M =P [a b ¢ |. Des lors
0 0 0
a b c 100 0 10 0 01
TW(C) = a b c||(abe)eR¥y={all 0 O|+b[0 1 Of|+c|0 O 1|]|(a,bc)eR?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 00 0 10 0 01
= vect 10 0)],{0 1 0,10 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 00 010 0 01
Ainsi, posons #Bo = 1 0 0f,{0 1 0],/0 0 1]]|, PBc est une famille génératrice de T (C). Soit
0 00 0 00 0 00

1 00 01 0 0 0 1
all 0 O]J+b6|(0 1 O)J4+c|0 0 1]=03
0 0 0 0 0 0 0 0 0
a b c
Donc [a b ¢ | =03, comme deux matrices sont égales ssi elles ont les mémes coefficients, on obtient a = b =
0 0 0

¢ = 0, donc B¢ est une famille libre. Par conséquent, %¢ est une base de T (C). Des lors, dim(TM(C)) =
Card%bc = 3

14. Soit M e .#5(R), alors M € T®(C) ssi C2M = CM ssi (PDP~')?M = PDP~'M ssi PDP~'PDP~'M =
PDP~'M ssi PD?P~'M = PDP'M ssi D2N = DN Ot on a noté N = P~!M la derniére équiva-

a b c
lence étant obtenue en multipliant & gauche par P ou P~'. Soit N = [d e f | Alors, N € T®(D) ssi
g h i
0 0 0\ /fa b c 0 0 0\ /fa b c 0 0
0 1 0)Jf{d e f]l=10 1 0|[d e f]ssi|d flssig=h=1i=0.
0 0 4/ \g h 1 0 0 2/\g h 1 4g4h42 292h2i
a b ¢
Ainsi, T®? d e f|]|(ab,cde f)eRE L. Par conséquent,
0 0 0
a b c a+d b+e c+f
T@©) = {P|d e f||(ab,ecde,f)eR" a+d bte c+f||(abcde, f)eRE
0 0 0 b c
1 00 010 0 0 1 1 00 010 0 0 1
= vect 10 o0],{0 1 0fJ,{0 O 1},{12 0 OJ,{0 1 O],(0 O 1
100 010 0 0 1 0 0O 0 0O 0 00
P

C

On obtient ainsi, %, une famille génératrice de T (C). Soit (a,b,c,d, e, f) € RS, Supposons que la com-
binaison linéaire de ces six matrices avec les scalaires a, b, ¢, d, e et f est la matrice nulle. On a alors
a+d b+e c+f
a+d b+e c+ f]=03. Alors, grace a la derniere ligne, on obtient a = b = ¢ = 0, en utilisant la premiere
a b c
ligne, on obtient d = e = f = 0. Par conséquent, % est une famille libre de T®)(C). Des lors, By est une



base de T?(C). Donc, dim(7T®?)(C)) = Card%#}, = 6. Comme dim(7T™(C)) # dim(T?)(C)) on en conclut que
TW(C) # TA(C).

Exercice 2

Soit n e N. Pour k€ [0;n]], on pose By, = (})X*(1 — X)"*.

1. ¢ Sik=0,B,,=(1—X)"=(—-1)"(X —1)" est un polynéme de degré n de coefficient dominant (—1)" et 1
est la seule racine et sa multiplicité vaut n.
e Sik =mn, B,y = X" est un polyndéme de degré n de coefficient dominant 1, 0 est sa seule racine et sa
multiplicité vaut n.
e Sike[[l;n—1],alors

dBpp =d° X" (1-X)"F =d°X* +d°(1-X)"F =k +(n—k)=n
De plus,

k

Le coefficient dominant vaut (})(—1)""*, B, x a deux racines 0 de multiplicité k et 1 de multiplicité n — k.

B = (§) (0O -0 (- 1y

2. Soit n € N, d’apres la formule du bindéme de Newton

Zn: Bk = Zn: (n>Xk(1 —X)"_k —(X+(1-X)"=1"=1
k=0

k=0 k

n

3. Soit neN, ke [[0;n] et x € [0;1], ainsi, 1 —x > 0, dés lors, By, k() = (7)2*(1 — )"~ est le produit de trois

[0;1
n
nombres positifs, donc By, (x) = 0. De plus, comme pour tout j, By j(z) = 0, B, x(z) < Y} By j(z) = 1. Ainsi,
§=0
on a montré que 0 < B, (z) < 1.

4. Soit on reconnait directement la formule du maire, soit on recalcule :

k(Z) - ]"“k!(nni ol ke — 1)!((7(7—1;)i k-1 ”<Z . D

5. En retirant le terme pour & = 0 (qui est nul), en utilisant la question précédente, puis un changement d’indice,
on reconnait une formule du binéme de Newton :

k=0 k=1

6. Soit ke [[2;n]), alors®

n) n! n! (n —2)!

bk —1) (k S oy () Ty S s 1 g gy g

n(n — 1)(2“3)

Ainsi, en procédant de méme qu’a la question 5, on retire les deux premiers termes qui sont nuls, on utilise la
formule que 'on vient d’établir, on effectue un changement d’indice pour reconnaitre la formule du binéme de

1. Cette formule peut étre appelée formule du maire et de son adjoint.



Newton :

ik(k_l)Bn,k = ik(k—l)(Z)X (1-X :i ( ;)Xk(l_x) ek

k=0 k=2 k=2
n—2 n—2
— _ i+201 n—2—1i
=, nn=1) ;0 ( . )X (1—X)
n—2 n—29
= - 1)X? X'(1-x)n2
n(n—1) ;) ( ; ) ( )

= anh-DX}(X+(1-X)"?=n(n-1)X?

7. Par linéarité de la somme :

n

P Z k—1)Bn + kBny) = Z k—1) nk—l—ZkBk—n(n DX%24+nX = nz((n—1)X +1)
— k=0 k=0 k=0

8. Soit ne N* et ke [1;n— 1], Bny = (7)X*(1 — X)"~* par dérivation d’un produit et en utilisant la formule
du maire,

ko= (Z) RXFH(L - X))k - (n " k) (n — k)X*(1 - X))+
= n(Z:i>X’f—1(l - x)"t —n(n i;i k)X’“(l — X))kt

= nBy 11— 1By 1k

9. On raisonne par I’absurde : on suppose qu’il existe k € [[0;n ] tel que oy # 0. Ainsi, en définissant un ensemble
par E ={ke[0;n] | ar # 0}, E est un ensemble fini non vide. Par conséquent, F admet un minimum.

n
10. Comme ko = min(E), pour tout k € [0;ko — 1], a = 0, ainsi comme Y] B, = 0, on en déduit que
k=0
n
>, agpBp =0, en isolant le premier terme et en divisant par ay, # 0, on obtient

k=ko

n

Bnk, = Z aank—; Z k(:)Xk(l—X)"—k

akokk+1 Qko p ko+1

_ —(X — 0)ko+L i o (Z) (X — O)k_k”_l(l _ X)n—k

ko k=ko+1

Ceci prouve que la multiplicité de 0 dans B,, j, est supérieure ou égale a ko + 1. Or, elle vaut kg d’apres la
question 1. On obtient donc une contradiction. Par conséquent, pour tout k€ [0;n ], oy = 0.

11. On vient de montrer que (B0, Bn 1;---,Bn,n) est libre or c’est une famille de cardinalité n + 1 dans R,,[X]
qui est de dimension n + 1 : ¢’en est une base!

12. Soit (P,Q) e R, [X]Q, supposons ®(P) = ®(Q), alors par linéarité de la somme,

§(r()-0() po

Comme la famille (B, ,...,Bn,n) est libre, on en déduit que, pour tout k € [0;n], P(k/n) — Q(k/n) =
Ainsi, P—Q € R,,[X] et admet n + 1 racines distinctes (tous les nombres k/n pour k € [0;n [), donc P—Q =
il s’ensuit que P = . Par conséquent, ® est injective.

Remarque 1. ® étant un endomorphisme (linéarité facile & montrer) en dimension finie, on peut méme en
conclure que ® est un isomorphisme.



Exercice 3

1. def somme(t,i,j):

S =0

for k in range(i,j): # 7 <=k < j
S =8 + t[k]

return S

Ou en bouclant directement sur la liste :

def somme(t,i,j):
S =0
for x in t[i:j]:
S +=x
return S

2. def somme_min(t):

n = len(t)

Smin = t[0] # Somme de la coupe t[0:1]

for i in range(n-1):

for j in range(i+l,n+1): # 0 <= 4 < j <=n
S = somme(t,1,]j)
if S < Smin:
Smin = S
return Smin

3. def coupe_min(t,i,j):
n = len(t)
Smin = somme_min(t)
for i in range(n-1):
for j in range(i+l,n+1): # 0 <= ¢ < j <=n
if Smin == somme(t,i,]j):
return (i,j)

On peut aussi modifier la fonction de la deuxiéme question :

def coupe_min(t):
n = len(t)
Smin = t[0] # Somme de la coupe t[0:1]
for i in range(n-1):
for j in range(i+l,n+1): # 0 <= ¢ < j <=n
S = somme(t,i,j)
if S <= Smin:
Smin = S
a,b = 1i,j
return a,b



