Ou vont les racines ?

[

. Sin =1, alors d°P,, = 2. Pour tout entier n > 2, d°F,, = n.

2. def Pn(x,n):
return x**n + 9*xx*x - 4

3. P,(0) = —4 et P,(1) =6, ainsi, P,(0) <0 < P,(1), en tant que polynéme, P, est continue sur [0;1].
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe c€ [0;1] tel que P,(c) = 0.

4. def Dichotomie(eps,n):
a=0 #a tel que P_n(a)<0
b=1 #b tel que P_n(b)>0
while b - a > eps:
c=(a+b)/2

if Pn(c,n) > O: #Donc P_n(a) <= 0 <= P_n(c)
b=c
else: #Donc P n(c) <= 0 <= P_n(b)
a=c
return a

5. On propose le code suivant :

import matplotlib.pyplot as plt

n = 100

X = [k/n for k in range(n+1)]
Y3 [Pn(x,3) for x in X]

Y4 [Pn(x,4) for x in X]

Y5 = [Pn(x,5) for x in X]

eps = 10%*(-4)

x3 = Dichotomie(eps,3)

x4 = Dichotomie(eps,4)

x5 = Dichotomie(eps,5)

plt.figure()
plt.plot(X,Y3,label="$P_3$")
plt.plot(X,Y4,label="¢$P_43$")
plt.plot(X,Y5,label="$P_58")
plt.plot(x3,0,".",label="$x_3$")
plt.plot(x4,0,".",label="$x_3$")
plt.plot(x5,0,".",label="$x_3$")
plt.legend ()

plt.show()

En zoomant sur la partie intéressante, on obtient I'image suivante :

o

— P

Py
— P
-0.84 °* X
. X3
-1.04 o x3

0.640 0.645 0.650 0.655 0.660
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

P! = nX""! + 18X, ainsi pour tout = = 0, P/ (x) = na"" ! + 18z = 0, de plus, P/ (x) = 0 ssi z = 0.
Ainsi, P! est une fonction positive ou nulle qui ne s’annule qu’une seule fois, ainsi P, est strictement
croissante sur R, . Par conséquent, P, est injective, donc il existe un unique ¢ € R. tel que P,(c) = 0.

—1—4/145 -1+ /145

e SoitzeR, 24+922—4=0ssiz=—————ouz= . Comme x1 > 0, nécessairement

18 18
~ —1+4/145
N 18

2
e Soit z € R, 22 + 922 —4 = 0 ssi 1022 —4 = 0 ssi & = i\/;. Comme zo > 0, nécessairement

z1

2
Tro = g

. Soit z€]0;1[,

Py(z) — Poyi(z) = 2™ +92% —4 — (2™ + 922 —4) = 2" — 2" = 2"(1 — z)

Or, z >0 et 1 —z > 0, par produit, P,(z) — P,+1(z) > 0, dés lors, P,y1(x) < Py(z).

. D’apres la question 3, on sait que x, € [0;1]. Or P,(0) # 0 et P,(z,) = 0, ainsi nécessairement

xn # 0, de méme P, (1) # 0 et P,(z,) = 0, ainsi nécessairement x,, # 1. Donc x,, € |0;1[. D’apres la
question 8, P,y1(zpn) < Py(xy) = 0. Par conséquent, P,11(x,) est strictement négatif.

Fixons (x,z') € I? tel que g(x) < g(«). Supposons que x > x/, alors, par croissance de g,

g(x) = g(2') > g(x)

Ce qui est absurde, ainsi nécessairement x < .

Soit n € N*  alors Pp1(zp+1) = 0 > Pyyi1(xy,). Or, la fonction P,y est croissante, d’apres la ques-
tion 10, on en déduit que x,+1 > x,. Ceci prouve que (z,,), est une suite strictement croissante.

On sait que pour tout n € N*, z,, € [0;1], ainsi, la suite (x,), est majorée par 1, comme elle est
croissante, d’apres le théoréme de la limite monotone, (), est une suite convergente.

Comme P,(0) = —4 et P,(2/3) = (2/3)]n > 0 et que P, est continue sur [0;2/3], d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0;2/3 ] tel que P, (c) = 0. Par unicité ¢ = z,, € [0;2/3 ]. Notons
¢ la limite de (z,)pen+. Comme pour tout n € N*, 0 < x,, < 2/3, par passage a la limite qui conserve
les inégalités larges, 0 < ¢ < 2/3. De plus, comme ¢ +— t" est croissante sur R, 0 < 2,2 < (2/3)",
comme |2/3| < 1, (2/3)" —— 0. D’apres le théoréeme d’encadrement, x,," — 0, par produit de

n
n—o0
limites, 92,2 — 9¢2, par somme de limites, 0 = z,” + 9z,% — 4 — 0 + 942 — 4, par unicité de la
n— n—

limite, 0 = 942 — 4, ainsi, £2 = 4/9, comme ¢ > 0, £ = 2/3. Ainsi, u, — 2/3.

Soit n € N, on pose Z(n) : «f est n fois dérivable sur [1;+o0] et il existe @, € R[X] tel que pour

: Qula
tout = > 1, f( )(.%') = (91.2 + x(_)4)n+1 »

e On pose Qp = 1 € R[X] de sorte que fO = f: z +—

Qo(z)
(922 + x — 4)0+1’
e Soit n € N, on suppose Z(n) vraie, ainsi, il existe Q,, € R[X] tel que, pour z > 1, f("(z) =
(922 + z — 4)nt1’
minateur ne s’annule pas, ainsi, f(™) est dérivable et f est donc n + 1 fois dérivable et en dérivant,
on obtient, pour tout z > 1 :

ainsi, Z2(0) est vraie.

Remarquons que (™ est un quotient de deux fonctions dérivables dont le déno-

Q) x (927 + & —4)" — Qp(x) x (n+1) x (18z 4 1) x (922 + x — 4)"
B (972 + z — 4)2n+2

Q@) x (927 + 1 —4) — Qn(z) x (n+ 1) x (182 + 1)

- (922 + & — 4)n+2

f(n+1)(x)

On pose alors Qu11 = (9X2 + X — 4)Q!, — (n + 1)(18X + 1)Q,,. Or, la dérivée d'un polynéme
est un polynéme, et le produit et la combinaison linéaire de polynémes est un polynéme, ainsi,

, ) Pyii(x
Qns1 € R[X]. Il sensuit que f*D: 2 — 022 _:; E i)””’

ainsi & (n + 1) est vraie.
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15.

Les

N

- W

10.

loic.

Par récurrence, pour tout n € N, la propriété est vraie.

Posons, pour n € N, I'hypothese de récurrence & (n) : «d°Q, = n». Comme Qo = 1, d°Qp = 0 et donc
2(0) est vraie. Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. Comme d°Q,, = n. En notant ¢, le coefficient
dominant de @, il existe R € R[X] tel que @Q,, = ¢, X" + R avec d°R < n — 1. Alors, en calculant @,
et en regroupant les termes en X™*! on obtient :

Qni1 = (9X* + X —4)(nc, X" + R') — (n + 1)(18X + 1)(c, X" + R)
= 9X" " (ne, —2(n + 1)ep) + (9X2 + X — 4R + ne, X" HX —4) — (n + 1)((18X + 1)R — ¢, X™)

Or, 9(nc, —2(n + 1)en) = 9en(—n — 2) # 0, et les autres polynomes dans la somme de @41 sont
de degrés inférieur strictement & n + 1. Ainsi, d°Qn+1 = n + 1. Dés lors, &(n + 1) est vraie. Par
récurrence, pour tout n € N, d°Q,, = n.

polynémes de la ferme

2X? + 10X +12 =2(X? +5X +6) = 2(X + 3)(X +2).
Posons P = (X — 3)(X —4), alors d°P = 2, P(3) = P(4) = 0. De plus, P(5) =
1 1
Posons @ = ,p = f(X —3)(X —4),alors Q(3) = Q(4) =0et Q(5) =
Si PeRy[X ] a au moins trois racines, alors d°P < 2, ainsi, P a plus de racines que son degré, d’apres
le cours P = 0.

On a déja établi 'existence d’un tel polynéme a la question 3. Soit R un autre polynéme de degré 2
tel que R(3) = R(4) = 0 et R(5) = 1. Posons alors S = Q — R, alors, d°S < max(d°Q,d°R) = 2. De
plus,

e S3)=QB)—RB)=0-0=0

e S4)=QM4)—R(4)=0-0=0

e S(5)=Q05B)—RH5)=1-1=0
Ainsi, S a au moins trois racines et son degré est majoré par 2. D’apres la question 4. Ceci prouve
qu’il existe un unique polynoéme @ de degré 2 tel que Q(3) = Q(4) =0 et Q(5) =

o [y =—(X—-3)(X-5)

o [3= §(X—4)(X—5)

Soit P € Ro[X]. Posons Q = P — 1 )L
° Q(3)=P(3)—P(5)L1(3) — P(4)L2(3) — P(3)L3(3) = 0.
o Q(4) = P(4) — P(5)L1(4) — P(4)L2(4) — P(3)L3(4) = 0,
e Q(5) = P(5) — P(5)L1(5) — P(4)L2(5) — P(3)L3(5) = 0.
Comme le degré d’une somme est inférieure au maximum des degrés, d°Q) < 2 et () a au moins trois
racines, d’apres la question 4, Q = 0 ainsi, P = P(5)L1 + P(4)Ls + P(3)Ls.

(P(5)L (4)La + P(3)L3). Alors :

+
e

. L; est un produit de n polynoémes de degré 1, comme le degré du produit est égal a la somme des

degrés, on en déduit que d°L; = n.

. Soit je [[0;n] :

&
\
Q
ES

n
e Sij =i, alors Li(a;) = [] =1
l]eczoai_ak
#i
o Sij#i, alors Li(a;) = [ 2—— = 22 « 1%k _
k=0 @i — af a; —aj =0 Qi — Ak
k#i ]l;:;éi
#3

Ainsi, Li(aj) = 5i,j
n
Soit P € R,[X], posons Q = P — >} P(a)Ly, soit i € [0;n ], alors
k=0

n n

Q(a;) Z (ar)Li(a;) = Z (ak)ok; = P(a;) — P(a;) =0

k=0 k=0
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Ainsi, @ posséde au moins n + 1 racines, de plus, d°Q < max(d°P,d°P(ag)Lo,...,d°P(ay)L,)) < n,
ainsi, () a un nombre de racines strictement supérieur a son degré, donc @ = 0. Ceci prouve que

3
P = > Plag)Ly
k=0
11. Soit zg,x1,...,Tn+1 les points qui annulent f rangés par ordre strictement croissant :

a< <X <...<xpi1 <Db

Soit i € [0;n], la fonction f est dérivable sur |z;;z;11[, continue sur [x;;x;4+1] (car dérivable),
f(z;) = 0= f(xi+1), ainsi, d’apres le théoréme de Rolle, il existe y; € | z;; xi+1 [ tel que f/'(y;) = 0. De
plus,

o <Y <T1 <Y1 <T2 <Yy <...<Yn < Tnp+1

Ainsi, f’ s’annule au moins en n + 1 points deux a deux distincts les yg, y1 jusqu’a y,,.

12. Pour n € N, on pose Z(n) : «pour tout f € €™ ([a;b],R), si f s’annule n + 2 fois sur [a;b], alors
f(+1) s’annule au moins une fois sur [a;b].

e Pourn = 0. Soit f € €*([a;b],R). Supposons que f s’annule deux fois en o, B aveca < a < 3 < b,
alors comme f est continue sur [ ;5] (car dérivable) dérivable sur | a; B[ et que f(a) = 0 = f(5),
d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € Ja; B[ tel que f1)(c) = 0, ainsi Z(1) est vraie.

e Soit n € N, supposons Z(n) vraie. Soit f € €""2([a;b],R). Supposons que f s’annule n + 3
fois. D’apres la question 11, g = f’ s’annule au moins n + 2 fois. De plus, g est de classe €71,
en appliquant Z(n) & g, il en découle que g(*+1) = f(n+2)
P(n + 1) est vraie.

Par récurrence, pour tout n € N, la propriété demandée est vraie.

s’annule au moins une fois. Deés lors,

13. S’il existe i € [0;n ] tel que x = x;, alors P(z) = P(z;) = f(z;) = f(z), ainsi, le membre de gauche
de I’égalité est nul, de plus, comme z = z;, un des termes dans le produit de droite est nul, ainsi le
produit est nul, ainsi, n’importe quel ¢ € [a;b] vérifie I’égalité demandée.

14. W est de classe €' comme somme de fonctions qui le sont. De plus, pour k€ [0;n ],

Wi(xy) = f(ox) — P(ag) — (f(x) = P(x) = f(x) — P(xg) —0=0

En outre,

comme z n’est pas 1'un des xj, on peut en conclure que W est de classe €™ et s’annule n + 2 fois,
en utilisant la question 12, il existe ¢ € [a;b] tel que W™+ (¢) = 0, ainsi,

(1) _ platn) ey~ QU o
f(e) = P () e (f(z) = P(x)) =0

Or, d°P < n, donc P("*1) = 0, Q est un polyndme unitaire de degré n + 1, ainsi, Q"1 = (n + 1)!

(D (a) = P(a)), Des lors, () — Pla) = ~20_ 01 () ce qui

par conséquent, f("F1(¢c) = m

est exactement le résultat demandé.

15. ("1 est continue sur [a;b] (car f est de classe €"*1), ainsi, d’aprés le théoréme des bornes atteintes,
f+1) ost majorée et minorée. Ainsi, f"+1) est bornée.

16. Comme M est un majorant de |f(*+1| on a que |f*+V(¢)| < M, ainsi, en passant & la valeur absolue
dans I'égalité démontrée aux questions 13 et 14, il vient que pour tout x € [a;b] :

Q)| M|Q(x)|

(n+1)
(n+1 )|f )l < (n+1)!

[f(z) = P(x)] =
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