Correction de ’exercice 1. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/alVugX07Gpk
Correction de ’exercice 2. 1. La famille (u,v) est libre (deux vecteurs non colinéaires). Cette famille a
deux vecteurs et R? est de dimension 2, donc (u,v) est une base de R2,

2. Comme une application linéaire est entierement caractérisée par 'image des vecteurs d’une base, on sait
qu’il existe une unique application linéaire f: R? — R? tel que f(u) = (2,1), f(v) = (1,—1). S’il existe
une application qui correspond aux exigences de la question forcément c’est ce f-la. Donc tout ce qui nous
reste a faire, c’est savoir si f convient. Remarquons que w = 3u — v, donc

fw) =3f(u) — f(v) =3(2,1) = (1,-1) = (5,4)
Ainsi, si a = 4, il existe bien une application f, sinon il n’en existe pas.

Correction de I’exercice 3. 1. Soient (z,y) e R? et (2/,7/) e R, Ae R :

fMa,y) + (@y) = F(Qz+2" 2y +y))
= A+ +20y+y), e+ — (\y+7v))
= ()\J:+J:'+2)\y+2y',)\:ﬂ~l—x'—)\y—y')
= ANz +2y,z—y)+ (@ +2y,2 —y)
= Mz, y) + f(@',y)

Donc f est un endomorphsime de R2.

2. e1 = (1,0) et eg = (0,1), ainsi f(e1) = (1,1) et f(e2) = (2,—1). Soit (a,b) € R?, supposons a(1,1) +
b(2,—1) = (0,0), alors (a + 2b,a —b) = (0,0), donc a + 2b = 0 et @ — b = 0, par différence 3b = 0. Donc
b =0, puis a = b =0, ainsi (f(e1), f(ez2)) est libre.

3. On a vect(f(e1), f(e2)) = Im(f) (car Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?). De plus, Im(f) = R2,
donc

vect(f(e), f(ez)) = Im(f) = B>

C(Q)mme la famille (f(e1), f(e2)) est libre, dim(vect(f(e1), f(ez2))) = 2 = dim(RR?), ainsi vect(f(e1), f(e2)) =
R=, ainsi
vect(f(er), f(e2)) < Im(f) = vect(f(e1), f(ez))

Des lors Im(f) = vect(f(e1), f(e2)). Comme (f(e1), f(e2)) est libre, on en déduit que (f(e1), f(e2)) est
une base de Im(f).

Correction de I’exercice 4. 1. Soit (M, M’) € .#>(R)? et )\ € R, alors, par distributivité,
fa(M +2XM") = A(M + XM'") = AM + NAM' = fy(M) + \fqy(M")

De méme

Jo(M +AM') = (M + AM")A = MA+ I M'A = f,(M)+ \f,(M)
Donc f; et fq sont bien des endomorphismes de .#5(R).

2. Soit M = (a b), alors :
c d

M eKer(fy) <= fuM)=0 <<= AM =0

— a+c b+dy (0 O
a+c b+d)  \0 0

— ag4+c=b+d=0 <= c=—-a et d=-b

() ) e(h )
e (4 0.0 1))
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On a donc prouvé que Ker(f;) = vect . De la méme fagon, on peut prouver que

Ker(fg)zvect(<(1) _01>7<(1) _01>>

3. Calculons Im(fy), d’apres le cours, on sait que Im(f,) = vect(fy(E1,1), fg(E12), fo(E21), fg(F22)). En
effet, on sait, d’apres le cours, que (E1 1, E12, F2 1, F22) est la base canonique de .#,(R). Donc :

ity = (o0)- 0 0)- (000 (001)) = (60)G)

De méme, on trouve que
10 0 1
m(fy) = vect ((1 0) , (O 1))

Correction de l’exercice 5. 1. Soit f € € (R, R), alors par somme de fonctions de classe €%, f"—2f+f €
E*(R,R). Soit (f,9) e €¢°(R,R)?> et A e R

PAf+g9) = M +9)"—200f+9)+ X +yg
A"+ g" =22 =29+ Af + ¢
= Mf"=2f"+ 1)+ (9" 29 +9)
= A®(f) + ®(g)

Ainsi, ® est linéaire, ® € L (€ (R,R)).
2. Soit f € ©°(R,R)

0 0 1
0

1
-1 "\0 -1

feKer(®) «— &(f)=0 <« [f'"=2f+f=0
On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 & coefficients constant. Or son équa-
tion caractéristique est (r?> —2r + 1) = (r — 1)2 = 0. Ainsi, » = 1. Donc
fe Ker(q)) — 3(01, 02) € R? VreR f({L‘) =Cy e +Cy xe® = lel(l‘) + CQfg(l’)
f1(@) f2(2)

Ou on a posé fi: x — e® et fo: x+— xe®. Ainsi,
feker(®) <« 3I(C1,Cr)eR? f=Cifi+Cofs <« fevect(fi,fo)

On a ainsi montré que Ker(®) = vect(f1, f2) Donc (f1, f2) est une famille génératrice du noyau, montrons
qu’elle est aussi libre : soit (a,b) € R?, supposons af; + bfs = 0 (fonction nulle), alors en évaluant en 0, il
vient af1(0) 4+ bf2(0) = 0, donc a + b0 = 0, donc a = 0. Ainsi bfy = 0, comme f2 n’est pas le vecteur nul,
b = 0. Ainsi, (f1, f2) est libre, c’est une base de Ker(®). D’ou Ker(®) est un espace vectoriel de dimension
finie de dimension 2.

Correction de ’exercice 6. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/vkcqEU0G3Bw

Correction de ’exercice 7. 1. Remarquons que si P € R,[X], alors, d°P(X + 1) = d°P x d°X + 1 =
d°Px1 = d°P < n, desorte que P(X+1) € R,[X], donc par différence A(P) € R, [X]. Soit (P, Q) € R,[X]
et AeR,ona

AAP+Q) = (AP+Q)(X+1)—(AP+Q)
= APX+1)+QX+1)—AP—-Q
= MPX+1)-P)+(QX+1)—-Q
= M(P) + A(Q)

Ainsi, A est un endomorphisme.
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2. Soit P € Ker(A), alors P(X + 1) = P(X), ainsi P est 1-périodique, donc chaque valeur est atteinte une
infinité de fois, par exemple P(0) est atteint en 0 en 1, en 2 etc. Posons donc Q(X) = P(X) — P(0), alors
comme pour tout n € N, P(n) = P(0), on a Q(n) = 0. Donc @ a une infinité de racines, donc @ est le
polynéme nul (seul polynéme & avoir strictement plus de racines que son degré). Ainsi, P(X) = P(0).
Ainsi, P = couc e R, donc P € vect(1) (ici 1 est le polyndéme constant égale a 1). Donc Ker(A) < vect(1).
Réciproquement soit P € vect(1), alors P = ¢ ou ¢ € R, ainsi A(P) = ¢ — ¢ = 0, donc P € Ker(A). D’ou
Ker(A) = vect(1).

3. Appliquons le théoréme du rang & A linéaire avec R,,[X ] de dimension finie, on a
dim(R,[X]) = dim(Ker(A)) + rg(A)

Comme (1) est une base de Ker(A), on a dim(Ker(A)) = 1. Ainsi, rg(A) = dim(R,,[X])—1 = n+1—-1 = n.
De plus, on sait, d’apres le cours que comme (1, X, ..., X™) est une famille génératrice de R, [X] (c’est
la base canonique on a) Im(A) = vect(A(1), A(X),...,A(X™)). De plus, A(1) = 0. D’ou Im(A) =
vect(A(X), ..., A(X"™)). Remarquons que

AX)=(X+1)-X =1 AXH =(X+1)*-X?=2X+1 et AX?) =(X+1)>-X>=3X>4+3X+1

en généralisant, par la formule du bindome de Newton

k k—1
VEe[1in]  AXM=(X+1F-XxF=) (k)X —xk=> (k>X
i—o \* i—o \*'
Ainsi, d°A(X*) = k — 1. Donc d°A(X) < d°A(X?) < ... < A(X™) = n — 1. Ainsi, (A(X),...,A(X"))
est une famille de R,,_1[X]. Deés lors, comme R,,_1[X] est un espace vectoriel, on a Im(A) < R,,_1[X],
par égalité des dimension, Im(A) = R,,—1[X].

Correction de I’exercice 8.

Correction de I’exercice 9.

Correction de ’exercice 10. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/PnEVQ8ncSol
Correction de I’exercice 11.

Correction de ’exercice 12. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/hf12P6T4eLQ
Correction de I’exercice 13.

Correction de I’exercice 14. Supposons g o f = 0, montrons Im(f) < Ker(g). Soit y € Im(f), alors il existe
v e Ftel quey = f(z), done g(y) = 9(f(x)) = (g0 /)(@) = 0(x) = Op. Des lors y € Ker(g) et ce pour
tout y € Im(f). Donc Im(f) < Ker(g). Supposons Im(f) < Ker(g) et montrons g o f = 0. Soit x € E, posons
y = f(x) € Im(f), donc y € Ker(g), donc g(y) = Og, ainsi g(f(x)) = 0g. Par conséquent, (go f)(x) = 0g et ce
pour tout = € E, donc g o f = 0 (application nulle).

Correction de l’exercice 15. Soit x € Ker(f) n Ker(f — Idg), alors f(z) = 0g et (f — Idg)(z) = Og, soit
f(z) =z, donc z = O, ainsi Ker(f) nKer(f —Idg) < {0g}. Comme I'inclusion réciproque est toujours vérifiée,
on peut dire que Ker(f) et Ker(f — Idg) sont en somme directe.

Correction de ’exercice 16. 1. Soit x € E non nul, par hypothese, la famille (z, f(z)) est liée. Donc il
existe (a,b) € K2 tel que ax + bf(x) = O avec (a,b) # (0,0). Supposons par I'absurde que b = 0, alors

a
a # 0etar =0g donc a =0oux = 0f ce qui est impossible dans tous les cas. Ainsi, b # 0 et f(x) = —gac.

a
En posant A\, = ~3 € K, on a bien f(z) = \;xz. Supposons que f(z) = uz, alors par soustraction, on a

(Ay — p)x = 0, comme x # Og, on en déduit que A, — = 0 soit que p = A,. D’ou existence et 1'unicité
de \;.
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2. Soit z et y non nuls telle que (x,y) soit liée, alors y = ax ou a € K avec a # 0, composant par f, on
a f(y) = af(x). Soit \yy = alx, donc Ayax = alyz, donc (A\ya — adz)x = 0 soit a(Ay — A;z) = 0.
Comme a # 0, on a Ay = Az.

3. Soit (z,y) une famille libre de E, posons z = x+y, alors f(2) = f(z+y) = f(z)+f(y), soit A,z = Agz+Ayy.
Donc A\ (z +y) = Apx + Ayy. On a donc (A, — A.)x + (A, — A;) = Op. Comme la famille (z,y) est libre,
on en déduit que Ay — A, = 0et Ay — A, = 0. Donc que A\; = A,.

4. On a donc montré que A\, = A\, quelque soit (z,y) € (E\{0})?. Notons A cette valeur commune. On a
donc, pour tout x € E\{0}, f(z) = Az. On remarque qu’on a également f(0g) = AOg. Ainsi f est bien
une homothétie.

5. Réciproquement si f est une homothétie, alors pour tout x € E, (z, f(x)) est une famille liée.
Correction de I’exercice 17.

Correction de I’exercice 18. 1. Soit z € F tel que fP~!(x) # 0g. Montrer que (x, f(z), f2(z),..., fF~1(x))
est une famille libre. Soit (A;)o<i<p—1 € KP tel que

p—1
DI Aifi(@) =0 (1)
=0

Présentons trois preuves similaires que les A; = 0 (chacune ayant une longueur et un niveau de rédaction
différent, la derniere étant la plus courte et rigoureuse) :
e En composant par fP~! I’équation (1), on a

—1 -1
SAF @) = dof @) 4 3 AT (@) = 0
1=0 i=1

Or pour tout i € [1;p — 1], i —1 = 0 et donc fiTP~1 = fPo fi=1 = 0o fi=! = 0, on obtient donc
Mo fP~1(x)+0g = O et comme le vecteur fP~1(x) # Og, on en déduit que A\g = 0 ', puis on recommence
en composant cette fois-ci par fp*2 pour montrer que A\; = 0 puis etc. (court mais pas tres rigoureux,
le etc. cache une récurrence que l'on a la flemme de faire).

e Effectuons donc cette récurrence finie, posons, pour k€ [0;p — 1]

P (k) : «Vge[0;k] Ag=0»

— Initialisation : on a montré que Ao = 0 dans la premiére méthode donc &?(0) est vérifiée.
— Hérédité : soit ke [0;p—2]. Montrons : X(k) = P(k+1).

Supposons (k) vraie et montrons Z(k + 1) vraie. Comme A\g = A\ = ... = A\ = 0, on a
p—1 .
> Xifi(z) = 0. En composant par f77%*=2 on a
i=k+1
p—1 ‘ p—1 ‘
Z )\ifp—k—Q-‘rz(x) _ )\k+1fp_1($)+ Z )\ifp—k—Q-‘rz(I)
i=k+1 1=k+2

Or pour tout i € [k +2;p—1],i—k—2 >0, ainsi fP~*=2+i(z) = fi=*k=2 0 fP(z) = 0, on a donc
Mer1fP7Hz) = 0, comme fP~1(z) # O, on en déduit que A\pyq = 0. Pour tout g € [0;k + 1],
Ag = 0, ainsi Z(k + 1) est vérifiée.

— Conclusion : pour tout k€ [0;p — 1], Z(k) est vraie.

Ainsi, comme Z(p — 1) est vraie, on a pour tout k € [0;p — 1], Ax = 0. On a ainsi montré que la

famille (x, f(x),..., fP~(z)) est libre.

1. Rappelons que si Au = 0g avec A€ K et u € F, alors A = 0 ou u = 0g. En revanche, si A et B sont deux matrices telles que
AB =0, ON NE PEUT PAS DIRE/ECRIRE A = 0 OU B = 0 SOUS PEINE D’AVOIR DE GROS ENNUIS.
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e Supposons que l'un des \; soit non nul, posons ig = min{i € [0;p— 1], \; # 0} (le minimum d’un
ensemble de N non vide est toujours défini). Ainsi pour tout i € [0;4g [J, \i = 0. On a donc

p—1 )
DI dif(x) = 0p

i=ig
Et comme & la méthode par récurrence, en composant par fP~%~1 on prouve que \;, = 0 ce qui est
absurde. Ainsi il n’est pas possible de trouver un \; non nul. Donc la famille est libre.

2. Comme la famille (x, f(z),..., fP~(z)), a p éléments et est une famille libre, on en déduit que p <
dim(FE) = n. Soit p < n.

3. Comme p < n, on peut écrire f* = " Po fP = (. Donc f™ = 0.
Correction de 1’exercice 19.
Correction de I’exercice 20.
Correction de I’exercice 21.

Correction de l’exercice 22. Soit (f,g) € F x G, remarquons que f + g € '+ G, on peut donc définir
I’application suivante :

‘{FXG—HF+G
. (f,g) — f+yg

Cette application est linéaire (facile & montrer), surjective (par définition de F'+ G). De plus d’apres un exercice
du TD précédent, F' x G est de dimension finie et vaut dim(F') + dim(G), on peut donc appliquer le théoreme
du rang

dim(F) + dim(G) = dim(F x G) = dim(Ker(p)) + rg(y) = dim(Ker(y)) + dim(F + G) (2)

Il reste a étudier le noyau de ¢, soit (f, g) € Ker(¢), on a donc f + g = 0, soit f = —g, comme G est un espace
vectoriel et que —g € G, on en déduit que f € G et donc que f € G n F. Ainsi les éléments du noyaux sont de
la forme (f, —f) ou f € F nG. Réciproquement si on prend un élément de la forme (f,—f) ou f € F n G, alors
(f,—f)e F x G et (f,—f) € Kerp. Posons I’application suivante :

{FmG—»Kenp
v
f '—)(fv_f)

Alors, par ce qui précede, cette application est bien définie, on montre également qu’elle est linéaire, injective
et surjective. Et donc que ¥ est un isomorphisme ce qui montre que Ker(¢) et F' n G ont la méme dimension.
En reportant dans I’équation (2), on obtient

dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F n G)

Correction de I’exercice 23. 1. Supposons que u? = 0 (endomorphisme nul) et n = rg(u). Alors soit

y € Im(u), il existe x € E tel que y = u(x), ainsi u(y) = u(u(z)) = v*(r) = Og. Ainsi, y € Ker(u), on a
donc montré que Im(u) < Ker(u). De plus, comme E est de dimension finie, et u linéaire, le théoréeme du
rang, fournit

dim(F) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = 2n = 2dim(Im(u))

Ainsi, en retranchant dim(Im(u)), on obtient dim(Ker(u)) = dim(Im(u)). Ainsi, on a deux espaces vecto-
riels de méme dimension avec 1'un inclus dans 'autre, d’apres le cours sur la dimension finie, on en conclut
que Ker(u) = Im(u).

loic.devilliers@proton.me 2BCPST?2 lycée Saint-Louis, 24-25, TD7 5


loic.devilliers@proton.me

2. Supposons que Im(u) = Ker(u). Alors le théoréeme du rang affirme que
2n = dim(E) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(Im(u)) + dim(Im(u)) = 2dim(Im(u))

Ainsi, n = rg(u). De plus, soit x € E, alors u(x) € Im(u) = Ker(u). D’ott u(x) € Ker(u), ainsi, u(u(z)) =
Og. Dol (uow)(z) = 0 et ce pour tout x € E, donc uou = 0¢(g).

Correction de ’exercice 24.

Correction de ’exercice 25. 1. Notons F' = Ker(f — 2Idg) et G = Ker(f — 3Idg). Comme noyaux d’ap-
plications linéaires, F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Soit x € F, le but est de montrer qu’il
existe un unique couple (a,b) € F' x G tel que x = a + b. Procédons par analyse-synthese :

e Analyse : supposons que © = a + b avec a € F et b € G. Comme a € F = Ker(f — 2Idg), on a
Op = (f —2ldg)(a) = f(a) — 2Idg(a) = f(a) — 2a. Ainsi, f(a) = 2a. De méme, on prouve que

- - T = a+b ,
f(b) = 3b. Ainsi, f(x) = f(a) + f(b) = 2a + 3b. Ainsi, on a { F@) = 2a+3b En résolvant ce

systeme, on trouve que a = 3z — f(x) et b = f(z) — 2.
e Synthese : posons a = 3z — f(z) et b = f(x) — 2z. Alors

—a+b=Bz— f(x)) + (f(z) —22) = x.

— Montrons que a € F.

(f —2ldg)(a) = (f—2Idg)(3z — f(z))
= f(z — f(z)) — 2ldp(3z — f(7))
= 3f(z) — f(f(z)) — 232 — f(x))
= —(fof)(x)+5f(zx) -6z
= —(fof—-5f+6ldg)(x)
= —0gm (@)
— 0p

Ainsi, a € Ker(f — 2Idg).
— On démontre de méme que b € Ker(f — 3Idg).
Ainsi, la synthese, nous montre donc qu’on a trouvé a € F et b € GG tel que x = a + b. L’analyse nous
montre que ce a et ce b sont uniques.

3.
Correction de I’exercice 26.
Correction de ’exercice 27.
Correction de I’exercice 28.

Correction de ’exercice 29. Considérons l'application tr: M — tr(M), d’aprés le cours cette application
est linéaire, non nulle tr(f,) = n # 0. Ainsi, Im(tr) ¢ K donc dim(Im(tr)) < 1 mais comme n € Im(tr),
dim(tr(1,)) # 1, ainsi dim(Im(tr)) = 1. D’apres le théoréme du rang dim(Ker(tr)) = n? — 1.

Correction de ’exercice 30.

Correction de 1’exercice 31.

Correction de I’exercice 32. Posons A = F; j et B = Ej, alors p(E; ;) = ¢(AB) = ¢(BA) = 6,:0(Lj;).
On en déduit que ¢(E;;) = p(E; ;) pour tout i et j et que p(E; ;) = 0sii # j. En notant o = ¢(F1,1), on en
déduit que ¢ et atr coincident sur la base canonique de ., (K). Comme ce sont des applications linéaires, on
en déduit que ¢ = atr.
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Correction de 1’exercice 33.

Correction de I’exercice 34. La base canonique de C4[X] est # = (1, X, X2, X3, X*) et celle de C3[X] est
¢ = (1,X,X2% X3). Ainsi,
P1(1)=0=0x1+0x X +0x X2+0x X3
P(X)=1=1x14+0xX+0x X%2+0x X3
(X?)=2X=0x14+2xX+0x X2+0x X3
P1(X3) =3X?2=0x1+0xX+3xX?>+0xX?3
P (XM =4X3= x1+ xX+ xX*+ X3
Par conséquent,

e o o o o
g

1
0
0 3
0 0 0 O

0
)

o o O
o N O

Matﬁ,g(Ql) =

La base canonique de R,[X] est Z = (1, X, X?2,..., X"). La base canonique de R est ¥ = (1). Ainsi,
o y(l)=1=1x1
Bo(X) = - = Ly
R - -
? 2 2

11
@ﬂX%=§=§x1

) 1
Py (X?) =
* BX) =7
o
O
n+1
Donc
1 1 1 1
Matg g (Py)=(1 = = ...
ataa e (22) < 2 3 it1 n+1)
Correction de I’exercice 35. 1. Notons % = (e1,e2,e3) la base canonique de R3. Notons u = (x,v, 2),
x
alors X = Matg(u) = | y |. Notons v = h(x,y, 2), et Y = Matg(v), alors d’apres le cours
z
0 1 0 T Y
Y=AX=|0 0 —1|x[y]=]{-2
-1 0 O z —

AinSiv v = h((:ﬂ,y,z)) =ye1 + (_2)82 + (_$)€3 = (ya —Z, —l') Des lors h((ZE,y, Z)) = (y’ —Z, _:B)

2. En regardant la premiére colonne, on obtient h(e;) = 0 x e; + 0 x ez + (—1) x e3 = —e3. Donc h?(e1) =
h(—e3) = —h(es) = ey (en effet, en regardant la derniére colonne h(es) = —es. De méme, h?(es) = —e3 et
hg(eg) = —e€1

3. h3(e1) = h(h?(e1)) = h(e2) = e1. De méme h3(e3) = ez et h3(e3) = es.
4. h3 et Idgs coincident sur une base de R3 donc sont égales, ainsi h3 = Idgs.

5. En calculant A3, on obtient A% = I3 (& faire). Ainsi, comme A = Matg(h), on a A*> = Matgz(h3) =
Mat (Idgs). Comme on sait d’aprés le cours, que f + Matg(f) est un isomorphisme entre .Z(R3) et
A3(R), cette application est injective, on en déduit que h = Idps.

Correction de ’exercice 36. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/Cm3bJSaGiGI

Correction de ’exercice 37. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/WjGFhikCvgw
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Correction de ’exercice 38. 1. Comme F' = vect(f1, f2, f3), (f1, f2, f3) est une famille génératrice de F'.
Montrons la liberté. Soit (a, b, c) € R3, supposons af; + bfs + c¢f3 = Og (fonction nulle). Ainsi, pour tout
xeR, afi(z) + bfe(x) + cfs(z) = 0g. D’on,

Ve R ae® + be® + ce3® =0

En divisant par 3% # 0, on a ae ~2* + be "% 4 ¢ = 0. En faisant tendre  — +00, on obtient 0 4+ 0 + ¢ = 0.
Ainsi, ¢ = 0. Donc pour tout z € R, ae® + be?® = 0, en divisant par e2® # 0, il vient, ae ™* + b = 0. A
nouveau en faisant tendre x — +o0, il vient 0 + b = 0. Donc b = 0. Par suite, pour tout = € R, ae® = 0.
Avec x =0,onaa=0. Dona=>b=c=0. Ainsi, (f1, f2, f3) est une famille libre. Ainsi, & = (f1, f2, f3)
est une base de F'. Deés lors, dim(F) = |4 = 3.

2. Soit (f,g) € F et A € R, alors

oA +9) = M +9)"+Of+9) +200f+9) =M"+d"+ X'+ +2\f+2
= A"+ +20)+ (" +d +2f) = xo(f) + ¢(9)

Ainsi, ¢ est linéaire. De plus, comme f € F, il existe (a,b,c) € R3, tel que f = afy + bfo + cfs. Ainsi,
o(f) = ap(f1) + bo(f2) + cp(fs3). Or
o p(fi) =M+ [i+2fi=4h
o o(fo) =fi + fo+2f2=28f
o o(fs) = f3+ f3+2fs =14fs
Ainsi, o(f) = 4afi + 8bfy + ldcfs € F. Des lors, p(f) € F, comme ¢ est linéaire, on en déduit que
pe ZL(F).
3. Notons B = (f1, f2, f3), alors d’apres les calculs précédents
o p(f1)=4fi=4f/1+0f2+0f3
o p(f2) =8f2=0f1 +8fa+0f3

o o(f3) =14f3 =0f1 +0fo + 14f;
4.0 0

A=Matgzg(p)=10 8 0

0 0 14
4. En tant que matrice diagonale, dont les coefficients diagonaux sont non nuls, A est inversible et A~! =
4 0 0
1
0 ) 0 , d’apres le cours, on en déduit que ¢ est un automorphisme et que
1
00 —
14
1
- 0 0
4 1
Matg(e ) =At=]0 s 0
1
0o 0 —
14
5. Posons g = fa — f3. Le but de la question est de trouver f € F' tel que ¢(f) = g. Comme ¢ est bijective,
0
on pose donc f = ¢~ 1(g). Posons X = Matz(g). Comme g = 0f; + 1fo+(—1)f3, X = | 1 |. En notant
—1
0
1
Y = Matg(f) et en appliquant le cours, on a Y = Matg(¢~!)X. Par produit matriciel, Y = ]
1
14

Ainsi, f =0f1 + %f2 — %fg. Et on a pour tout x € R,
1'(@) + /(@) + 2f (2) = g(a) = fol) = fy(x) = ™ —c*
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Correction de I’exercice 39. Soit (a,b,c,d) € R*, supposons que a(0,0,0,1) + b(0,0,1,1) + ¢(0,1,1,1) +
d(1,1,1,1) = Ogs. On a donc (d,c +d,d+c+b,d+c+b+a)=(0,0,0,0). Par identification d = ¢ + d =
bt+ct+d=a+b+c+d=0.Donca=b=c=d=0.Des lors & est libre, or |%'| = 4 = dim(R*). Dés lors,
B est une base de R*. Comme z = les + 2e9 + 3e3 + ey avec B = (e1, €2, €3,¢e4) la base canonique de R%. On

1
a X =Maty(z) = g . Notons Py_, 4 la matrice de changement de base de £ a4 %', on a alors
4
0 001
0 011
P=10 111
1 1 11

D’apres le cours, on a X = PX’. 1l existe alors deux méthodes :
e Soit on inverse P (par la méthode de Gauss-Jordan), et on trouve que X’ = P~1X et on n’a plus qu’a
faire un produit matriciel.

x

e Soit on note X' = et on résout le systéme linéaire PX’' = . Apres résolution (vérifiez les

+~ N <
W N =

calculs), on trouve x =y = 2 =t = 1. Donc X' =

—_ = = =

Correction de ’exercice 40. 1. On sait que ¢: f — Matg ¢ (f) est un isomorphisme de Z(FE, F') dans
My n(K), donc il existe un unique f € Z(E, F) tel que A = ¢(f) = Matg «(f)

2. Remarquons que rg(f) = rg(A) = r. Notons S un supplémentaire de Ker(f) dans E (qui existe car E est
de dimension finie : ¢’est un résultat du chapitre EV de dim finie). Alors d’aprés la preuve du théoréme

(S — Im(u)
du rang, f: @) est un isomorphisme et dim(S) = r. Notons alors, &g = (s1, 2, ...,8,) une
x — u(x
base de S, Zx = (ér41,-..,€,) une base de Ker(u). Airisi, B = Bs v By = (s1, 52, ey Spy€rtls . .y €n)
est une base (adaptée) de E. Comme Hg est libre, et f injective, on en déduit que f(ABs) = f(ABg) est
libre. D’apres le théoreme de la base incompléte, on peut alors compléter f(%As) = (f(s1),..., f(sy)) en

une base de F notée ¢’ = (f(s1)..., f(sr), fr+1,--., fp). Cherchons Matg ¢ (f), pour cela, on sait qu'il
suffit de décomposer les images par f des vecteurs de %’ dans la base €” :
e Fixons j < r, décomposons f(s;) dans la base ¢”, comme f(s;) € €', on peut donc le décomposer
facilement dans 4" :

f(s5) =0x f(s1)+0x f(s2)4...+0x f(sj_1)+1x f(s;)+0x f(sj41)+...0x f(8r)+0X frp1+...+0x f

e Fixons j = r + 1, e; € Ker(f), donc f(e;) = Op, ainsi les coordonnées de f(e;) dans ¢’ sont toutes
nulles. Dés lors, la j-iéme colonne de Matg 4/ (f) est nulle.
Ainsi, la j-ieme colonne de Matg 4 (f) n’a que des 0 sauf un 1 a la j-ieme ligne si j < r.
Ainsi, MatE@/’cg/(f) = J,.
3. D’aprés la formule de changement de base, A = QJ,P~!, avec P = Pyp_,z et Q = Py_,4.
4. En utilisant la transposée, AT = (P~)T(J,)TQT, comme (P7!)T et QT sont inversibles, rg(A") =
rg((J-) 7). Or, la matrice (J,)" posséde p — r colonnes nulles et r colonnes non nulles, on remarque que
ces r colonnes non nulles sont linéairement indépendantes, ainsi rg((J,)") = r = rg(A)

Correction de ’exercice 41. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/50e41m4bx00
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Correction de ’exercice 42.
Correction de ’exercice 43.
Correction de ’exercice 44.
Correction de ’exercice 45.

Correction de ’exercice 46.
z1
T2
Correction de ’exercice 47. Supposons qu’il existe X € Ker(A) et X non nul. X = | | |. Définissions un
In
ensemble F = {|z;||i € [1;n]}, E est un ensemble fini donc admet un maximum. Soit ig € [1;n] tel que
|zi,| = max(F). Comme AX = 0, on a, en particulier,

n
D Aig k=0
k=1

Ainsi, en isolant le terme pour k = iy, on a

z0 io X Tig = Z Azo,kzxk

k;élo

Passons au module, par inégalité triangulaire, on a

n n
[ Aigio| X [Zio| = [Aig,inTio| < Z |Aig | x |2k| < Z [ Ao,k
k:;z’io k?;i()
En simpliﬁant par |z;,| qui est non nul (car on a supposé X # 0), on obtient une contradiction avec le fait que
|@ig.io| > Z |A; |- Ainsi X = 0,1 et Ker(A) = {0y, }. Dés lors, la matrice A est inversible.
k:;élo
Correction de I’exercice 48. Notons % = (1, X, X2, X?3) la base canonique de R3[X] et € = (f1, f2, f3) celle
de R3.
Alors
. f( )=L1L1)=1fi+1fo+1f3
f(X)=(1,2,3) =1fi+2f2+3f3
° f(XQ) = (1,4,9) 1f1 +4fs+9f3
o f(X7)=(1,8,27) = 1f1 + 8f +27f3
On obtient donc

X ’xm’

111 1

A= Matg7(g(f) =11 2 4 8

1 3 9 27

Pour calculer le rang, échelonnons la matrice :
111 1
rg(f) =rg(4) | = |0 137
Ly—L3—L, 0 2 8 26
111 1
= rg|l0 1 3 7
L3—L3—2L2 00 2 12
= 3

Remarque : comme dim(R?) = 3, on en déduit que f est surjective. Par le théoréme du rang, on a dim(R3[X]) =
dim(Ker(f)) + rg(f). Soit dim(Ker(f)) = 1.
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Correction de 1’exercice 49.

Correction de I’exercice 50. 1. La fonction f est bien a valeur dans F, de plus, la linéarité se montre
sans probleme.
2. On rappelle que la base canonique de E est # = (E1,1, E12, F21, E22) 2. De plus, f(E11) = Eiq+ Eop,
f(Ei12) = E12+ Ez2, f(Ez1) = E1q + Ezy et f(E12) = E12 + Ez3. Ainsi

1 010

w210 ]

01 01
3. Soit M = (i Z) € M>(K), en effectuant le produit AM, que M € Ker(f) si et seulement si a + ¢ =
b+ d =0 siet seulement si M = _aa _bb>, si et seulement si M € vect <<_11 8) , <8 _11>> Donc

une base de Ker(f) est <<_11 8) , (8 _11)> (ces deux matrices sont indépendantes).
On a donc un noyau de dimension 2, par le théoréme du rang (f € Z(.#2(R)) et .#2(R) est de dimension
finie, dim(.#5(R)) = 4), I'image de f est de dimension 2, il suffit donc de trouver deux matrices dans
Iimage qui soient indépendantes. Considérons

= (1 8) @ 1))

Une base de Im(f) est ((i 8) ’ <8 D)

Correction de l’exercice 51. 1. Comme Im(M) = vect (C1,Co,...,Cy), dim(vect (C1,Ca,...,Cp)) = 1,
C1
ot on a noté Cj la j-ieme colonne de M. Considérons % = (C') une base de Im(C), C € 4, 1(K) =
Cp
Ainsi, pour tout j € [1;n], il existe £; € R tel que C; = ¢;C. Ainsi, pour tout i € [1;n], m;; = ¢;c;.
Notons alors L = ({1,4a,...,¢,) € My, 1(R). Remarquons que le produit C' x L est possible et que CL €
Mpn(R) et effectuons ce produit : & la i-ieme ligne, j-iéme colonne, par la formule du produit matriciel,
cilj = m; ;. On a donc montré que M = CL.
2. Si ¢ > 2, alors en prenant A = Ey 1 € #,4(R) et B = Ey; € My,(R), alors AB = §12E1,1 = 0y, tandis
que A et B sont non nuls. Si jamais ¢ = 1, la question 3 va prouver que AB est nécessairement non nul.
&1
3.85C=| : |et L= (61 En). Comme L est non nul, il existe j € [1;n], tel que ¢; # 0. De méme,
Cp
il existe i € [1;n], tel que ¢; # 0. Alors £jc; # 0 et c’est le coefficient de CL a la i-ieme ligne, j-ieme
colonne. Ainsi, CL est non nul. De plus, rg(CL) < rg(C) < 1%. Comme CL est non nul, on a rg(CL) > 0.
Des lors, rg(CL) = 1.

Correction de 1’exercice 52.

Correction de I’exercice 53. Comme AB— A— B =0,,ona AB— A— B+ I, = I,, ce qui se factorise en
(A—1,)(B—1,) = I,. Ceci suffit & garantir que A—I,, est inversible d’inverse, B— I, ainsi (B—1,)(A—1,) = I,
en développant, on a BA— A— B+ I, = I,, ainsi, BA=A+ B = AB.

2. On pourrait écrire les éléments de la base de & dans un autre ordre.

3. En effet, le rang d’un produit de deux matrices est inférieur ou égal au rang de chacune des deux matrices, et le rang d’une
matrice est inférieure ou égale a son nombre de lignes et & son nombre de colonne.
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Correction de ’exercice 54. 1. tr([,) =n
2. Tout d’abord, pour tout M € .#,(R), tr(M) € R. Donc tr: .#,(R) — R. Soit A = (aij)1<i<n € #n(R),

1<j<n
B = (bi,j)lgi'sn € %n(R), et AeR. On pose C=)N+B= (Ci,j)lsi<n~ Ainsi, Cij = )\am- + b@j, ainsi

1<j<n 1<j<n
tl"()\A + B) = tl"(C) = Z Cij = Z )\a,-,i + bi,z’ =\ Z a;; + Z bm' = )\tI‘(A) + tI‘(B)
=1 =1 i=1 =1

Ainsi, tr € L (A, (R),R), tr est une forme linéaire sur ., (R).

3. Montrons que Im(tr) = R, déja Im(tr) < R. Soit A € R, alors A = tr(AE1 1) avec (E; j matrice élémentaire).
Donc A € Im(tr), ainsi R < Im(tr), Im(tr) = R. Une base de Im(f) est (1), rg(Im(f)) = 1. En appliquant
le théoréme du rang a tr, on a dim(.#,(K)) = dim(Ker(tr)) 4+ rg(f). Ainsi, dim(Ker(tr)) = n? — 1. Soit

n n—1
M e Ker(tr), alors )} m;; = 0. Donc my, , = — >} m;;. Or,
i=1

=1 7

n n
M o= ) mijEi

i=1j=1

miiBii+ ), migBiy

|

=1 I<i#j<n
n—1 n—1
= m; ;i By i + (— Z mzz) E,n+ 2 m; ;B
i=1 i=1 1<i£j<n
n—1

= Mii(Bii = Enn) + Y, mi;Bij

1<i#j<n

-
I
—_

Ainsi, si on note ¢ = (E;; — Epn)i<i<n—1 Y (Fij)izj. On obtient une famille de n? — 1 matrices, et
M € vect(¥), on a donc Ker(tr) < vect(¥). En remarquant que toutes les matrices de ¢ sont de trace
nulle, ainsi ¥ < Ker(tr). Comme, Ker(tr) est un espace vectoriel, on obtient vect(¥) < Ker(tr). Ainsi,
Ker(tr) = vect(¥). Dés lors, ¥ est une famille génératrice de Ker(tr) et possede (n — 1) + (n? —n) =
dim(Ker(tr)) éléments donc, ¢ est une base de Ker(tr).

4. On note A = (aiyj)lgilgn € %N(K), B = (bz‘,j)1<z‘§n € %H(K) On pose C = AB = (Ci,j)lsiSn S /fn(K) et

<Jsn 1<ji<n 1<j<n
n n
D = BA = (d; j)1<i<n- Alors pour tout (i,j) € [1;n]? ¢ij = > a;kbij et dij = ) bipap ;. Ainsi,
1<j<n k=1 p=1

tr(C) = Yleii= > D aigbes et tr(D) = > dpr= >, britik
-1 by | j=1

k=1i=1
En échangeant les deux sommes, on constate que tr(D) = tr(C). Des lors, tr(AB) = tr(BA).

5. Soit Z et ' deux bases de R"™. Notons A = Matg(u) et A" = Matg (u) et P = Py _, 4 la matrice de
passage de la base % vers %’. Alors d’apres la formule de changement de base pour un endomorphisme :
A=PA'P et

tr(A4) = tr(PA'P™Y) = tr((PA)(P7) = tr((PT1)(PAY) = tr(PT'P)A') = tr(A')

Ainsi, quelque soit la base choisie, la trace de la matrice de u est toujours la méme. On pose tr(u) cette

valeur.
6. Notons A = <a b). Soit z € R,
c d
P(x) = :c_—ca x_—bd| = (z—a)(z—d)—(=b)(—c) = (z—a)(z—d)—bc = 2> —(a+d)z+ad—bc = 2% —tr(A)z+det(A)

Ainsi, P = X? —tr(A)X + det(A)
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7. Posons A = B = I, alors tr(AB) = tr(I,) = n. Tandis que tr(A)tr(B) = tr(I,)? = n%. Orsin # 1,n? # n.
Donc la propriété est fausse pour A = B = I,,, sin > 2. Sin = 1 (autrement dit, on a des matrices de taille
(1,1), ce qui n’est pas treés intéressant), alors A = (a), B = (b), et tr(AB) = tr(ab) = ab = tr(A)tr(B).

Correction de I’exercice 55. 1. Soit (P, Q) € (R,[X])? et A € R, alors par linéarité de la dérivation :
PAP+Q) = XAP+Q)+(1-X)AP+Q) =XA\P"+Q")+(1-X)\P' + Q)
= MXP"+(1-X)P)+(XQ"+ (1 - X)Q) = A(P) + ¢(Q)
De plus,
d°1-X)P'=d°(1-X)+d°P'<1+d°P—-1<n et d°XP"=d°X+d°P"<1+d°P-2<n-1

Ceci prouve que X P” € R,,[X] et (1-X)P" € R,[X], comme R, [X] est un espace vectoriel, ¢p(P) € R, [ X].
Ainsi, ¢ est un endomorphisme de R, [X].

2. Notons # = (1,X,---,X") la base canonique de R,[X] et A = Matg(¢). Alors, on sait que la j-ieme
colonne de A contient les coordonnées de I'image de ¢ du j-itme vecteur de 4. Clest-a-dire o(X771).
Remarquons que (1) = 0, ainsi la premiére colonne de A contient que des 0. Fixons je [2;n+ 1] :

(X = XX+ (1-X) (X =X x (- DG —2)X7) + (1 - X)(j - )X 2
= G- G- —24 1) = (- DX+ (- )X

Ainsi, ajj=—(j—1) et aj_1;=(j—1)?etsiie [0;n]\{j,j — 1}, a;; = 0. Ainsi :

0 1 o --- 0
0 -1 4
A= —2 0
n2
0 0 —n

3. D’apres le cours, on sait que Im(¢) = vect(p(1), (X)), p(X?),...,6(X™)). De plus, ¢(1) = 0, donc

Im(¢) = vect(¢(X), (X?),..., o(X"))

Or d’apres la question précédente, d°¢(X?) = i pour tout i € [ 1;n ], ainsi, (¢(X), p(X?),...,H(X™)) est
une famille de polynémes non nuls dont les degrés sont deux & deux distincts, donc c¢’est une famille libre,
comme c’est aussi une famille génératrice de Im(¢) on en conclut que c’est une base de Im(¢). Deés lors

1(6) = dim(Im()) = n.
4. Soit j € [0;n], posons

Qj = (¢ + kldp)(X7) = ¢(X7) + kXT = —j X7 + (j = 1)° X771 + kX7 = (k- ) X7 + (j — 1)* X7

Sij # k, alors d°Q)j = j, par contre, si j = k, alors d°Qj = k — 1. Ainsi, alors (Qo,Q1,...,Qk—1) est
une famille libre de polynéme de Ry_1[X] (car constituée de polynémes non nuls de degré deux a deux
distincts), comme cette famille a k& éléments et que dim(Ryx_1[X]) = k, (Qo, Q1,...,Qk—1) est une base
de Ry_1, donc Qy € vect (Qo, @1, ..., Qk—1). Deés lors,

Im((b + kIdE) = vect (Q07 Q17 e 7Qn) = VeCt(Qﬂv Q17 Q27 ceey Qk*la Qk+17 ceey Qn)

A nouveau, la famille de polyndmes non nuls de degré deux & deux distincts (Qo,Q1,Q2, ..., Qr—1,Qk+1,---,Qn)
est libre, donc c’est une base de l'image, ainsi dim(Im(¢ + kldg)) = n. Par le théoréme du rang,
dim(ker(¢ + kIdg)) = 1 prouvant que ¢ + kIdg n’est pas injective (son noyau n’est pas réduit au vecteur
nul).
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5. Comme dim(ker(¢ + kIdg)) = 1, il existe P € R,,[X] tel que (P) soit une base de ker(¢ + kIdg). P n’est

pas le polynéme nul, car il est dans une famille libre, ainsi, en notant ¢ son coefficient dominant, et en
1

notant que ker(¢ + kldg) est un espace vectoriel, P, = —P € ker(¢ + kldg). ainsi ¢(Py) + kP, = 0, dés
c

lors ¢(Py) = —kPy.

Soit @ un polynoéme unitaire tel que ¢(Q) = —kQ, alors (¢ + kIdg)(Q) = 0, donc Q € ker(¢ + kIdg). Par

conséquent, Py et (@ sont deux polyndémes appartenant au méme espace vectoriel de dimension 1, deés lors,

Pr et @ sont colinéaires, comme ils sont non nuls, on peut en déduire qu’il existe A € R tel que @ = APy

comme P est unitaire, le coefficient dominant de @) est A, mais ) est unitaire, donc A = 1. Ceci provue

que Q = P, d’ou 'unicité.

6. Notons d = d°Py, comme P} est unitaire de degré d, P, est de degré d — 1 et de coefficient dominant
d, ainsi (1 — X)P’ est de degré d de coefficient dominant —d, quand on rajoute X P” de degré d — 1, on
obtient que ¢(Fy) est un polynéme de degré d et de coefficient dominant —d. Or ¢(P;) = —kPj a pour
coefficient dominant —k, des lors —d = —k et d°P, = d = k.

7. e On sait que Py est un polynéme unitaire de degré 0, donc Py = 1.
e On sait que P; est un polynéme unitaire de degré 1, donc P, = X + a. De plus,

o(P) =d(X)+ap(1)=1—X +0=—-P, = —-X —a

. Par identification —a=1et P, = X — 1.
e En utilisant la linéaire de ¢ :

H(X?2—4X +2) = p(X?) —4p(X) + 0(2) = (—2X%2 +4X) —4(1 — X) + 0 = —2(X? —4X +2)
Ainsi, Q = X? —4X + 2 est un polynéme unitaire tel que ¢(Q) = —2Q, par unicité de P, P, =

X2 - 4X 4+ 2.

8. Comme, pour tout k € [0;n]], d°Py = k, &’ est une famille de polynémes non nuls de R,,[X] dont les
degrés sont deux & deux distincts, ainsi A’ est une famille libre de R, [X]. De plus, dim(R,[X]) =n+1 =
|#'|. Ainsi, ' est une base de R, [X].

9. Pour tout k € [[0;n ]|, p(Px) = —kPy, ainsi ¢(Py) se décompose dans la base B’ avec toutes les coordonnées
qui sont nulles sauf celle devant Py qui vaut —k. Ainsi,

0 0 o --- 0
0 —1 0
D = Matg(¢) = —2 0
o
0 0 —n

10. En notant P = Pg_, 4 la matrice de passage de % & %', on sait que A = PDP~!.

Correction de ’exercice 56. 1. Soit Ar = (e1,ea,...,ep,) une base de F' que 'on complete en une base
de E, B = (e1,€2,...,ep).

VeeE 3'(M, A2, ) KTz =) e
=1

n

Soit i € [[1;71]]7 on note @;: x — A;. De sorte que pour tout x € E, z = Z vi(z)e;. On remarque que
i=1

pi € Z(E,K) et que ; est non nulle (¢;(e;) = 1). Montrons que F' = ), Ker(y;) :

p p n
e Soit z € F,alorsz = > Nx; = >, Mixy+ >, 0Oz;. Par unicité de la décomposition dans la base %4, on
i=1 i=1 i=p+1
en déduit que p;(z) = 0sii > p+ 1. Donc x € Ker(;) pour tout i > p + 1. Ainsi z € ();_,,, Ker(y;).
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n p
o Soit z € [)_, ; Ker(p;). Alors pour tout i > p+1, ;(z) = 0. Doncx = 3 ¢i(v)e; = X, pi(w)e; +0p €
i=1 i=1
F
En notant H; = Ker(p;), H; est un hyperplan de E (car ¢; est une forme linéaire non nulle) et F' =
?:p 41 Hi est I'intersection de n — p hyperplans.
2. Soit p; € Z(E,K) telle que Ker(yp;) = H; pour tout i € [1;p]. Soit B = (e1,e2,...,e,) une base de E,
on note L; = Matg(y;) € 41 »(K). On note :

Ly
De plus, soit x € F, on note X = Matg(x), alors z € (/_; H; si et seulement si ¢;(z) = 0 pour

tout i € [1;p] si et seulement si L; X = 0 pour tout ¢ € [1;p]| si et seulement si MX = 0. Ainsi la
dimension de (;_; H; est égale & la dimension de Ker(M). D’apres le théoréme du rang* :

dim (ﬁ HZ> = dim(Ker(M)) =n—Im(M) =>n—p

i=1
Correction de ’exercice 57. 1.
2.
3. Soit M € .#3(R), alors

a+c b c
MeF <« 3(a,bc)eR® M= b a+2 b
c b a+c
100 0 1 0 1 0 1
— 3J(a,b,c)eR> M=a|0 1 0|+b[1 0 1]+c[0 2 0
0 01 0 1 0 1 0 1
— 3(a,b,c) eR® M =alz +bA + cA®

— M e vect(I3, A, A?)

Ainsi, F = vect([3, A, A?). Donc (I3, A, A?) est une famille génératrice de F. Montrons qu’elle est libre.
Soit (a, b, c) € R3. Supposons als + bA + cA? = 03. Alors

a+c b c 0 0 0
b a+ 2c b =(0 0 O
c b a+c 0 0 0

Par identification, sur la premiere ligne, a + ¢ =b=c = 0. Dol a = b = ¢ = 0. Ainsi, (I3, 4, A?) est une
famille libre. Donc (I3, A, A?) est une base de F. Dés lors dim(F) = 3.

4. Soient (M, N) e F? et \ € R, alors
FOM + M) = AOM + M') = \AM + AM' = \f(M) + f(M")
De plus, il existe (a,b,c) € R? tel que M = al + bA + cA?, alors
(M) = f(als+bA+cA?) = af(I3)+bf(A)+cf(A%) = aA+bA*+cA® = (a+2c) A+bA? € vect(I3, A, A*) = F

Ainsi, pour tout M € F, f(M) € F et f est linéaire. Dés lors, f € Z(F).

4. On remarque que par cette méthode, on peut méme calculer la dimension de l'intersection, en calculant précisément le rang
et non en le majorant.
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© %o N oo

f(M) 213—1—142 =

. Soit M € F, il existe un unique triplet (a,b, c) € R? tel que M = al3 + bA + cA2.

f(alz + bA + cA?) = I3 + A?

af(I3) + bf(A) + cf(A%) = I3 + A?

aA + bA% + 2cA = Iy + A?

(=1) - I3+ (a+2c)- A+ (b—1)- A% = 03

Or comme (I3, A, A?) est libre cela implique que —1 = 0, a +2c = 0 et b — 1 = 0. Mais comme —1 # 0,
on en déduit qu’il n’y a pas de solutions a cette équation. L’ensemble des solutions est donc S = .

10. Soit M € F, il existe un unique triplet (a,b,c) € R3 tel que M = al3 + bA + cA2.

f(M)=A+ A% —

—

S

—

f(alz + bA + cA?) = A + A?
af(I3) + bf(A) + cf(A%) = A+ A?

aA +bA% + 2cA = I3 + A®

(0)- I3+ (a+2c—1)- A+ (b—1)- A% = 03

0 = 0
a+2¢c—1 = 0
b—1 =0

a=1—2¢c et b=1
M = (1—2¢)I3 + bA + cA*

Ainsi, 'ensemble des solutions de ’équation est® S = {(1 —20)I3+ A+ cA%, ce R}. On remarque que
ce n’est pas un espace vectoriel, en effet, la matrice nulle ne vérifie pas f(03) = A + A2

5. Je tiens a remercier tres chaleureusement Cyriaque D. pour m’avoir signalé une coquille a cet endroit.
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