
Correction de l’exercice 1. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/aOVugX07Gpk

Correction de l’exercice 2. 1. La famille pu, vq est libre (deux vecteurs non colinéaires). Cette famille a
deux vecteurs et R2 est de dimension 2, donc pu, vq est une base de R2.

2. Comme une application linéaire est entièrement caractérisée par l’image des vecteurs d’une base, on sait
qu’il existe une unique application linéaire f : R2 Ñ R2 tel que fpuq “ p2, 1q, fpvq “ p1, ´1q. S’il existe
une application qui correspond aux exigences de la question forcément c’est ce f -là. Donc tout ce qui nous
reste à faire, c’est savoir si f convient. Remarquons que w “ 3u ´ v, donc

fpwq “ 3fpuq ´ fpvq “ 3p2, 1q ´ p1, ´1q “ p5, 4q

Ainsi, si a “ 4, il existe bien une application f , sinon il n’en existe pas.

Correction de l’exercice 3. 1. Soient px, yq P R2 et px1, y1q P R2, λ P R :

f
`

λpx, yq ` px1, y1q
˘

“ f
`

pλx ` x1, λy ` y1q
˘

“
`

λx ` x1 ` 2pλy ` y1q, λx ` x1 ´ pλy ` y1q
˘

“
`

λx ` x1 ` 2λy ` 2y1, λx ` x1 ´ λy ´ y1
˘

“ λpx ` 2y, x ´ yq ` px1 ` 2y1, x1 ´ y1q

“ λfpx, yq ` fpx1, y1q

Donc f est un endomorphsime de R2.
2. e1 “ p1, 0q et e2 “ p0, 1q, ainsi fpe1q “ p1, 1q et fpe2q “ p2, ´1q. Soit pa, bq P R2, supposons ap1, 1q `

bp2, ´1q “ p0, 0q, alors pa ` 2b, a ´ bq “ p0, 0q, donc a ` 2b “ 0 et a ´ b “ 0, par différence 3b “ 0. Donc
b “ 0, puis a “ b “ 0, ainsi pfpe1q, fpe2qq est libre.

3. On a vectpfpe1q, fpe2qq Ă Impfq (car Impfq est un sous-espace vectoriel de R2). De plus, Impfq Ă R2,
donc

vectpfpe1q, fpe2qq Ă Impfq Ă R2

Comme la famille pfpe1q, fpe2qq est libre, dimpvectpfpe1q, fpe2qqq “ 2 “ dimpR2q, ainsi vectpfpe1q, fpe2qq “

R2, ainsi
vectpfpe1q, fpe2qq Ă Impfq Ă vectpfpe1q, fpe2qq

Dès lors Impfq “ vectpfpe1q, fpe2qq. Comme pfpe1q, fpe2qq est libre, on en déduit que pfpe1q, fpe2qq est
une base de Impfq.

Correction de l’exercice 4. 1. Soit pM, M 1q P M2pRq2 et λ P R, alors, par distributivité,

fdpM ` λM 1q “ ApM ` λM 1q “ AM ` λAM 1 “ fdpMq ` λfdpM 1q

De même
fgpM ` λM 1q “ pM ` λM 1qA “ MA ` λM 1A “ fgpMq ` λfgpM 1q

Donc fg et fd sont bien des endomorphismes de M2pRq.

2. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

, alors :

M P Kerpfdq ðñ fdpMq “ 0 ðñ AM “ 0

ðñ

ˆ

a ` c b ` d
a ` c b ` d

˙

“

ˆ

0 0
0 0

˙

ðñ a ` c “ b ` d “ 0 ðñ c “ ´a et d “ ´b

ðñ M “

ˆ

a b
´a ´b

˙

ðñ M “ a

ˆ

1 0
´1 0

˙

` b

ˆ

0 1
0 ´1

˙

ðñ M P vect
ˆˆ

1 0
´1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 ´1

˙˙
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On a donc prouvé que Kerpfdq “ vect
ˆˆ

1 0
´1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 ´1

˙˙

. De la même façon, on peut prouver que

Kerpfgq “ vect
ˆˆ

1 ´1
0 0

˙

,

ˆ

0 0
1 ´1

˙˙

3. Calculons Impfgq, d’après le cours, on sait que Impfgq “ vectpfgpE1,1q, fgpE1,2q, fgpE2,1q, fgpE2,2qq. En
effet, on sait, d’après le cours, que pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q est la base canonique de M2pRq. Donc :

Impfgq “ vect
ˆˆ

1 1
0 0

˙

,

ˆ

1 1
0 0

˙

,

ˆ

0 0
1 1

˙

,

ˆ

0 0
1 1

˙˙

“ vect
ˆˆ

1 1
0 0

˙

,

ˆ

0 0
1 1

˙˙

De même, on trouve que

Impfdq “ vect
ˆˆ

1 0
1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 1

˙˙

Correction de l’exercice 5. 1. Soit f P C 8pR,Rq, alors par somme de fonctions de classe C 8, f2´2f`f P

C 8pR,Rq. Soit pf, gq P C 8pR,Rq2 et λ P R

Φpλf ` gq “ pλf ` gq2 ´ 2pλf ` gq1 ` λf ` g

“ λf2 ` g2 ´ 2λf 1 ´ 2g ` λf ` g

“ λpf2 ´ 2f 1 ` fq ` pg2 ´ 2g1 ` gq

“ λΦpfq ` Φpgq

Ainsi, Φ est linéaire, Φ P L pC 8pR,Rqq.
2. Soit f P C 8pR,Rq

f P KerpΦq ðñ Φpfq “ 0 ðñ f2 ´ 2f 1 ` f “ 0

On reconnaît une équation différentielle linéaire homogène d’ordre 2 à coefficients constant. Or son équa-
tion caractéristique est pr2 ´ 2r ` 1q “ pr ´ 1q2 “ 0. Ainsi, r “ 1. Donc

f P KerpΦq ðñ DpC1, C2q P R2 @x P R fpxq “ C1 e x
loomoon

f1pxq

`C2 xe x
loomoon

f2pxq

“ C1f1pxq ` C2f2pxq

Où on a posé f1 : x ÞÑ e x et f2 : x ÞÑ xe x. Ainsi,

f P kerpΦq ðñ DpC1, C2q P R2 f “ C1f1 ` C2f2 ðñ f P vectpf1, f2q

On a ainsi montré que KerpΦq “ vectpf1, f2q Donc pf1, f2q est une famille génératrice du noyau, montrons
qu’elle est aussi libre : soit pa, bq P R2, supposons af1 ` bf2 “ 0 (fonction nulle), alors en évaluant en 0, il
vient af1p0q ` bf2p0q “ 0, donc a ` b0 “ 0, donc a “ 0. Ainsi bf2 “ 0, comme f2 n’est pas le vecteur nul,
b “ 0. Ainsi, pf1, f2q est libre, c’est une base de KerpΦq. D’où KerpΦq est un espace vectoriel de dimension
finie de dimension 2.

Correction de l’exercice 6. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/vkcqEUoG3Bw

Correction de l’exercice 7. 1. Remarquons que si P P RnrXs, alors, d˝P pX ` 1q “ d˝P ˆ d˝X ` 1 “

d˝P ˆ1 “ d˝P ď n, de sorte que P pX`1q P RnrXs, donc par différence ∆pP q P RnrXs. Soit pP, Qq P RnrXs

et λ P R, on a

∆pλP ` Qq “ pλP ` QqpX ` 1q ´ pλP ` Qq

“ λP pX ` 1q ` QpX ` 1q ´ λP ´ Q

“ λpP pX ` 1q ´ P q ` pQpX ` 1q ´ Q

“ λ∆pP q ` ∆pQq

Ainsi, ∆ est un endomorphisme.
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2. Soit P P Kerp∆q, alors P pX ` 1q “ P pXq, ainsi P est 1-périodique, donc chaque valeur est atteinte une
infinité de fois, par exemple P p0q est atteint en 0 en 1, en 2 etc. Posons donc QpXq “ P pXq ´ P p0q, alors
comme pour tout n P N, P pnq “ P p0q, on a Qpnq “ 0. Donc Q a une infinité de racines, donc Q est le
polynôme nul (seul polynôme à avoir strictement plus de racines que son degré). Ainsi, P pXq “ P p0q.
Ainsi, P “ c où c P R, donc P P vectp1q (ici 1 est le polynôme constant égale à 1). Donc Kerp∆q Ă vectp1q.
Réciproquement soit P P vectp1q, alors P “ c où c P R, ainsi ∆pP q “ c ´ c “ 0, donc P P Kerp∆q. D’où
Kerp∆q “ vectp1q.

3. Appliquons le théorème du rang à ∆ linéaire avec RnrXs de dimension finie, on a

dimpRnrXsq “ dimpKerp∆qq ` rgp∆q

Comme p1q est une base de Kerp∆q, on a dimpKerp∆qq “ 1. Ainsi, rgp∆q “ dimpRnrXsq´1 “ n+1´1 “ n.
De plus, on sait, d’après le cours que comme p1, X, . . . , Xnq est une famille génératrice de RnrXs (c’est
la base canonique on a) Imp∆q “ vectp∆p1q, ∆pXq, . . . , ∆pXnqq. De plus, ∆p1q “ 0. D’où Imp∆q “

vectp∆pXq, . . . , ∆pXnqq. Remarquons que

∆pXq “ pX`1q´X “ 1 ∆pX2q “ pX`1q2´X2 “ 2X`1 et ∆pX3q “ pX`1q3´X3 “ 3X3`3X`1

en généralisant, par la formule du binôme de Newton

@k P rr 1 ; n ss ∆pXkq “ pX ` 1qk ´ Xk “

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

Xi ´ Xk “

k´1
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

Xi

Ainsi, d˝∆pXkq “ k ´ 1. Donc d˝∆pXq ă d˝∆pX2q ă . . . ă ∆pXnq “ n ´ 1. Ainsi, p∆pXq, . . . , ∆pXnqq

est une famille de Rn´1rXs. Dès lors, comme Rn´1rXs est un espace vectoriel, on a Imp∆q Ă Rn´1rXs,
par égalité des dimension, Imp∆q “ Rn´1rXs.

Correction de l’exercice 8.

Correction de l’exercice 9.

Correction de l’exercice 10. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/PnEVQ8ncSoI

Correction de l’exercice 11.

Correction de l’exercice 12. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/hf12P6T4eLQ

Correction de l’exercice 13.

Correction de l’exercice 14. Supposons g ˝ f “ 0, montrons Impfq Ă Kerpgq. Soit y P Impfq, alors il existe
x P E tel que y “ fpxq, donc gpyq “ gpfpxqq “ pg ˝ fqpxq “ 0pxq “ 0E . Dès lors y P Kerpgq et ce pour
tout y P Impfq. Donc Impfq Ă Kerpgq. Supposons Impfq Ă Kerpgq et montrons g ˝ f “ 0. Soit x P E, posons
y “ fpxq P Impfq, donc y P Kerpgq, donc gpyq “ 0E , ainsi gpfpxqq “ 0E . Par conséquent, pg ˝ fqpxq “ 0E et ce
pour tout x P E, donc g ˝ f “ 0 (application nulle).

Correction de l’exercice 15. Soit x P Kerpfq X Kerpf ´ IdEq, alors fpxq “ 0E et pf ´ IdEqpxq “ 0E , soit
fpxq “ x, donc x “ 0E , ainsi Kerpfq X Kerpf ´ IdEq Ă t0Eu. Comme l’inclusion réciproque est toujours vérifiée,
on peut dire que Kerpfq et Kerpf ´ IdEq sont en somme directe.

Correction de l’exercice 16. 1. Soit x P E non nul, par hypothèse, la famille px, fpxqq est liée. Donc il
existe pa, bq P K2 tel que ax ` bfpxq “ 0E avec pa, bq ‰ p0, 0q. Supposons par l’absurde que b “ 0, alors
a ‰ 0 et ax “ 0E donc a “ 0 ou x “ 0E ce qui est impossible dans tous les cas. Ainsi, b ‰ 0 et fpxq “ ´

a

b
x.

En posant λx “ ´
a

b
P K, on a bien fpxq “ λxx. Supposons que fpxq “ µx, alors par soustraction, on a

pλx ´ µqx “ 0E , comme x ‰ 0E , on en déduit que λx ´ µ “ 0 soit que µ “ λx. D’où l’existence et l’unicité
de λx.
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2. Soit x et y non nuls telle que px, yq soit liée, alors y “ αx où α P K avec α ‰ 0, composant par f , on
a fpyq “ αfpxq. Soit λyy “ αλxx, donc λyαx “ αλxx, donc pλyα ´ αλxqx “ 0E soit αpλy ´ λxq “ 0.
Comme α ‰ 0, on a λy “ λx.

3. Soit px, yq une famille libre de E, posons z “ x`y, alors fpzq “ fpx`yq “ fpxq`fpyq, soit λzz “ λxx`λyy.
Donc λzpx ` yq “ λxx ` λyy. On a donc pλx ´ λzqx ` pλy ´ λzq “ 0E . Comme la famille px, yq est libre,
on en déduit que λx ´ λz “ 0 et λy ´ λz “ 0. Donc que λx “ λy.

4. On a donc montré que λx “ λy quelque soit px, yq P pEzt0uq2. Notons λ cette valeur commune. On a
donc, pour tout x P Ezt0u, fpxq “ λx. On remarque qu’on a également fp0Eq “ λ0E . Ainsi f est bien
une homothétie.

5. Réciproquement si f est une homothétie, alors pour tout x P E, px, fpxqq est une famille liée.

Correction de l’exercice 17.

Correction de l’exercice 18. 1. Soit x P E tel que fp´1pxq ‰ 0E . Montrer que px, fpxq, f2pxq, . . . , fp´1pxqq

est une famille libre. Soit pλiq0ďiďp´1 P Kp tel que

p´1
ÿ

i“0
λif

ipxq “ 0 (1)

Présentons trois preuves similaires que les λi “ 0 (chacune ayant une longueur et un niveau de rédaction
différent, la dernière étant la plus courte et rigoureuse) :

‚ En composant par fp´1 l’équation (1), on a

p´1
ÿ

i“0
λif

i`p´1pxq “ λ0fp´1pxq `

p´1
ÿ

i“1
λif

i`p´1pxq “ 0E

Or pour tout i P rr 1 ; p ´ 1 ss, i ´ 1 ě 0 et donc f i`p´1 “ fp ˝ f i´1 “ 0 ˝ f i´1 “ 0, on obtient donc
λ0fp´1pxq`0E “ 0E et comme le vecteur fp´1pxq ‰ 0E , on en déduit que λ0 “ 0 1, puis on recommence
en composant cette fois-ci par fp´2 pour montrer que λ1 “ 0 puis etc. (court mais pas très rigoureux,
le etc. cache une récurrence que l’on a la flemme de faire).

‚ Effectuons donc cette récurrence finie, posons, pour k P rr 0 ; p ´ 1 ss

Ppkq : «@q P rr 0 ; k ss λq “ 0»

— Initialisation : on a montré que λ0 “ 0 dans la première méthode donc Pp0q est vérifiée.
— Hérédité : soit k P rr 0 ; p ´ 2 ss. Montrons : Ppkq ùñ Ppk ` 1q.

Supposons Ppkq vraie et montrons Ppk ` 1q vraie. Comme λ0 “ λ1 “ . . . “ λk “ 0, on a
p´1
ř

i“k`1
λif

ipxq “ 0. En composant par fp´k´2, on a

p´1
ÿ

i“k`1
λif

p´k´2`ipxq “ λk`1fp´1pxq `

p´1
ÿ

i“k`2
λif

p´k´2`ipxq

Or pour tout i P rr k ` 2 ; p ´ 1 ss, i ´ k ´ 2 ě 0, ainsi fp´k´2`ipxq “ f i´k´2 ˝ fppxq “ 0, on a donc
λk`1fp´1pxq “ 0, comme fp´1pxq ‰ 0E , on en déduit que λk`1 “ 0. Pour tout q P rr 0 ; k ` 1 ss,
λq “ 0, ainsi Ppk ` 1q est vérifiée.

— Conclusion : pour tout k P rr 0 ; p ´ 1 ss, Ppkq est vraie.
Ainsi, comme Ppp ´ 1q est vraie, on a pour tout k P rr 0 ; p ´ 1 ss, λk “ 0. On a ainsi montré que la
famille px, fpxq, . . . , fp´1pxqq est libre.

1. Rappelons que si λu “ 0E avec λ P K et u P E, alors λ “ 0 ou u “ 0E . En revanche, si A et B sont deux matrices telles que
AB “ 0, on ne peut pas dire/écrire A “ 0 ou B “ 0 sous peine d’avoir de gros ennuis.
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‚ Supposons que l’un des λi soit non nul, posons i0 “ min ti P rr 0 ; p ´ 1 ss, λi ‰ 0u (le minimum d’un
ensemble de N non vide est toujours défini). Ainsi pour tout i P rr 0 ; i0 ss, λi “ 0. On a donc

p´1
ÿ

i“i0

λif
ipxq “ 0E

Et comme à la méthode par récurrence, en composant par fp´i0´1, on prouve que λi0 “ 0 ce qui est
absurde. Ainsi il n’est pas possible de trouver un λi non nul. Donc la famille est libre.

2. Comme la famille px, fpxq, . . . , fp´1pxqq, a p éléments et est une famille libre, on en déduit que p ď

dimpEq “ n. Soit p ď n.
3. Comme p ď n, on peut écrire fn “ fn´p ˝ fp “ 0. Donc fn “ 0.

Correction de l’exercice 19.

Correction de l’exercice 20.

Correction de l’exercice 21.

Correction de l’exercice 22. Soit pf, gq P F ˆ G, remarquons que f ` g P F ` G, on peut donc définir
l’application suivante :

φ :
#

F ˆ G ÝÑ F ` G

pf, gq ÞÝÑ f ` g

Cette application est linéaire (facile à montrer), surjective (par définition de F `G). De plus d’après un exercice
du TD précédent, F ˆ G est de dimension finie et vaut dimpF q ` dimpGq, on peut donc appliquer le théorème
du rang

dimpF q ` dimpGq “ dimpF ˆ Gq “ dimpKerpφqq ` rgpφq “ dimpKerpφqq ` dimpF ` Gq (2)

Il reste à étudier le noyau de φ, soit pf, gq P Kerpφq, on a donc f ` g “ 0, soit f “ ´g, comme G est un espace
vectoriel et que ´g P G, on en déduit que f P G et donc que f P G X F . Ainsi les éléments du noyaux sont de
la forme pf, ´fq où f P F X G. Réciproquement si on prend un élément de la forme pf, ´fq où f P F X G, alors
pf, ´fq P F ˆ G et pf, ´fq P Kerφ. Posons l’application suivante :

Ψ:
#

F X G ÝÑ Kerφ

f ÞÝÑ pf, ´fq

Alors, par ce qui précède, cette application est bien définie, on montre également qu’elle est linéaire, injective
et surjective. Et donc que Ψ est un isomorphisme ce qui montre que Kerpφq et F X G ont la même dimension.
En reportant dans l’équation (2), on obtient

dimpF q ` dimpGq “ dimpF ` Gq ` dimpF X Gq

Correction de l’exercice 23. 1. Supposons que u2 “ 0 (endomorphisme nul) et n “ rgpuq. Alors soit
y P Impuq, il existe x P E tel que y “ upxq, ainsi upyq “ upupxqq “ u2pxq “ 0E . Ainsi, y P Kerpuq, on a
donc montré que Impuq Ă Kerpuq. De plus, comme E est de dimension finie, et u linéaire, le théorème du
rang, fournit

dimpEq “ dimpKerpuqq ` dimpImpuqq “ 2n “ 2dimpImpuqq

Ainsi, en retranchant dimpImpuqq, on obtient dimpKerpuqq “ dimpImpuqq. Ainsi, on a deux espaces vecto-
riels de même dimension avec l’un inclus dans l’autre, d’après le cours sur la dimension finie, on en conclut
que Kerpuq “ Impuq.
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2. Supposons que Impuq “ Kerpuq. Alors le théorème du rang affirme que

2n “ dimpEq “ dimpKerpuqq ` dimpImpuqq “ dimpImpuqq ` dimpImpuqq “ 2dimpImpuqq

Ainsi, n “ rgpuq. De plus, soit x P E, alors upxq P Impuq “ Kerpuq. D’où upxq P Kerpuq, ainsi, upupxqq “

0E . D’où pu ˝ uqpxq “ 0E et ce pour tout x P E, donc u ˝ u “ 0L pEq.

Correction de l’exercice 24.

Correction de l’exercice 25. 1. Notons F “ Kerpf ´ 2IdEq et G “ Kerpf ´ 3IdEq. Comme noyaux d’ap-
plications linéaires, F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Soit x P E, le but est de montrer qu’il
existe un unique couple pa, bq P F ˆ G tel que x “ a ` b. Procédons par analyse-synthèse :

‚ Analyse : supposons que x “ a ` b avec a P F et b P G. Comme a P F “ Kerpf ´ 2IdEq, on a
0E “ pf ´ 2IdEqpaq “ fpaq ´ 2IdEpaq “ fpaq ´ 2a. Ainsi, fpaq “ 2a. De même, on prouve que

fpbq “ 3b. Ainsi, fpxq “ fpaq ` fpbq “ 2a ` 3b. Ainsi, on a
"

x “ a ` b
fpxq “ 2a ` 3b

. En résolvant ce

système, on trouve que a “ 3x ´ fpxq et b “ fpxq ´ 2x.
‚ Synthèse : posons a “ 3x ´ fpxq et b “ fpxq ´ 2x. Alors

— a ` b “ p3x ´ fpxqq ` pfpxq ´ 2xq “ x.
— Montrons que a P F .

pf ´ 2IdEqpaq “ pf ´ 2IdEqp3x ´ fpxqq

“ fp3x ´ fpxqq ´ 2IdEp3x ´ fpxqq

“ 3fpxq ´ fpfpxqq ´ 2p3x ´ fpxqq

“ ´pf ˝ fqpxq ` 5fpxq ´ 6x

“ ´pf ˝ f ´ 5f ` 6IdEqpxq

“ ´0L pEqpxq

“ 0E

Ainsi, a P Kerpf ´ 2IdEq.
— On démontre de même que b P Kerpf ´ 3IdEq.

Ainsi, la synthèse, nous montre donc qu’on a trouvé a P F et b P G tel que x “ a ` b. L’analyse nous
montre que ce a et ce b sont uniques.

2.
3.

Correction de l’exercice 26.

Correction de l’exercice 27.

Correction de l’exercice 28.

Correction de l’exercice 29. Considérons l’application tr : M ÞÑ trpMq, d’après le cours cette application
est linéaire, non nulle trpInq “ n ‰ 0. Ainsi, Imptrq Ă K donc dimpImptrqq ď 1 mais comme n P Imptrq,
dimptrpInqq ‰ 1, ainsi dimpImptrqq “ 1. D’après le théorème du rang dimpKerptrqq “ n2 ´ 1.

Correction de l’exercice 30.

Correction de l’exercice 31.

Correction de l’exercice 32. Posons A “ Ei,j et B “ Ej,k, alors φpEi,kq “ φpABq “ φpBAq “ δk,iφpEj,jq.
On en déduit que φpEi,iq “ φpEj,jq pour tout i et j et que φpEi,jq “ 0 si i ‰ j. En notant α “ φpE1,1q, on en
déduit que φ et αtr coïncident sur la base canonique de MnpKq. Comme ce sont des applications linéaires, on
en déduit que φ “ αtr.
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Correction de l’exercice 33.

Correction de l’exercice 34. La base canonique de C4rXs est B “ p1, X, X2, X3, X4q et celle de C3rXs est
C “ p1, X, X2, X3q. Ainsi,

‚ Φ1p1q “ 0 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pXq “ 1 “ 1 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pX2q “ 2X “ 0 ˆ 1 ` 2 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pX3q “ 3X2 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 3 ˆ X2 ` 0 ˆ X3

‚ Φ1pX4q “ 4X3 “ 0 ˆ 1 ` 0 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` 4X3

Par conséquent,

MatB,C pΦ1q “

¨

˚

˚

˝

0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4

˛

‹

‹

‚

La base canonique de RnrXs est B “ p1, X, X2, . . . , Xnq. La base canonique de R est C “ p1q. Ainsi,
‚ Φ2p1q “ 1 “ 1 ˆ 1
‚ Φ2pXq “

1
2 “

1
2 ˆ 1

‚ Φ2pX2q “
1
3 “

1
3 ˆ 1

‚
...

‚ Φ2pXiq “
1

i ` 1
‚

...

‚ Φ2pXnq “
1

n ` 1
Donc

MatB,C pΦ2q “

ˆ

1 1
2

1
3 . . .

1
i ` 1 . . .

1
n ` 1

˙

Correction de l’exercice 35. 1. Notons B “ pe1, e2, e3q la base canonique de R3. Notons u “ px, y, zq,

alors X “ MatBpuq “

¨

˝

x
y
z

˛

‚. Notons v “ hpx, y, zq, et Y “ MatBpvq, alors d’après le cours

Y “ AX “

¨

˝

0 1 0
0 0 ´1

´1 0 0

˛

‚ˆ

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

¨

˝

y
´z
´x

˛

‚

Ainsi, v “ hppx, y, zqq “ ye1 ` p´zqe2 ` p´xqe3 “ py, ´z, ´xq. Dès lors hppx, y, zqq “ py, ´z, ´xq.
2. En regardant la première colonne, on obtient hpe1q “ 0 ˆ e1 ` 0 ˆ e2 ` p´1q ˆ e3 “ ´e3. Donc h2pe1q “

hp´e3q “ ´hpe3q “ e2 (en effet, en regardant la dernière colonne hpe3q “ ´e2. De même, h2pe2q “ ´e3 et
h3pe3q “ ´e1

3. h3pe1q “ hph2pe1qq “ hpe2q “ e1. De même h3pe2q “ e2 et h3pe3q “ e3.
4. h3 et IdR3 coïncident sur une base de R3 donc sont égales, ainsi h3 “ IdR3 .
5. En calculant A3, on obtient A3 “ I3 (à faire). Ainsi, comme A “ MatBphq, on a A3 “ MatBph3q “

MatBpIdR3q. Comme on sait d’après le cours, que f ÞÑ MatBpfq est un isomorphisme entre L pR3q et
M3pRq, cette application est injective, on en déduit que h “ IdR3 .

Correction de l’exercice 36. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/Cm3bJSaGiGI

Correction de l’exercice 37. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/WjGFh1kCvgw
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Correction de l’exercice 38. 1. Comme F “ vectpf1, f2, f3q, pf1, f2, f3q est une famille génératrice de F .
Montrons la liberté. Soit pa, b, cq P R3, supposons af1 ` bf2 ` cf3 “ 0E (fonction nulle). Ainsi, pour tout
x P R, af1pxq ` bf2pxq ` cf3pxq “ 0E . D’où,

@x P R ae x ` be 2x ` ce 3x “ 0

En divisant par e 3x ‰ 0, on a ae ´2x ` be ´x ` c “ 0. En faisant tendre x Ñ `8, on obtient 0 ` 0 ` c “ 0.
Ainsi, c “ 0. Donc pour tout x P R, ae x ` be 2x “ 0, en divisant par e 2x ‰ 0, il vient, ae ´x ` b “ 0. À
nouveau en faisant tendre x Ñ `8, il vient 0 ` b “ 0. Donc b “ 0. Par suite, pour tout x P R, ae x “ 0.
Avec x “ 0, on a a “ 0. D’où a “ b “ c “ 0. Ainsi, pf1, f2, f3q est une famille libre. Ainsi, B “ pf1, f2, f3q

est une base de F . Dès lors, dimpF q “ |B| “ 3.
2. Soit pf, gq P F et λ P R, alors

φpλf ` gq “ pλf ` gq2 ` pλf ` gq1 ` 2pλf ` gq “ λf2 ` g2 ` λf 1 ` g1 ` 2λf ` 2g

“ λpf2 ` f 1 ` 2fq ` pg2 ` g1 ` 2fq “ λφpfq ` φpgq

Ainsi, φ est linéaire. De plus, comme f P F , il existe pa, b, cq P R3, tel que f “ af1 ` bf2 ` cf3. Ainsi,
φpfq “ aφpf1q ` bφpf2q ` cφpf3q. Or

‚ φpf1q “ f2
1 ` f 1

1 ` 2f1 “ 4f1
‚ φpf2q “ f2

2 ` f 1
2 ` 2f2 “ 8f2

‚ φpf3q “ f2
3 ` f 1

3 ` 2f3 “ 14f3
Ainsi, φpfq “ 4af1 ` 8bf2 ` 14cf3 P F . Dès lors, φpfq P F , comme φ est linéaire, on en déduit que
φ P L pF q.

3. Notons B “ pf1, f2, f3q, alors d’après les calculs précédents
‚ φpf1q “ 4f1 “ 4f1 ` 0f2 ` 0f3
‚ φpf2q “ 8f2 “ 0f1 ` 8f2 ` 0f3
‚ φpf3q “ 14f3 “ 0f1 ` 0f2 ` 14f3

A “ MatBpφq “

¨

˝

4 0 0
0 8 0
0 0 14

˛

‚

4. En tant que matrice diagonale, dont les coefficients diagonaux sont non nuls, A est inversible et A´1 “
¨

˚

˚

˝

4 0 0
0 1

8 0

0 0 1
14

˛

‹

‹

‚

, d’après le cours, on en déduit que φ est un automorphisme et que

MatBpφ´1q “ A´1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
4 0 0

0 1
8 0

0 0 1
14

˛

‹

‹

‹

‹

‚

5. Posons g “ f2 ´ f3. Le but de la question est de trouver f P F tel que φpfq “ g. Comme φ est bijective,

on pose donc f “ φ´1pgq. Posons X “ MatBpgq. Comme g “ 0f1 ` 1f2 ` p´1qf3, X “

¨

˝

0
1

´1

˛

‚. En notant

Y “ MatBpfq et en appliquant le cours, on a Y “ MatBpφ´1qX. Par produit matriciel, Y “

¨

˚

˚

˝

0
1
8

´
1
14

˛

‹

‹

‚

.

Ainsi, f “ 0f1 `
1
8f2 ´

1
14f3. Et on a pour tout x P R,

f2pxq ` f 1pxq ` 2fpxq “ gpxq “ f2pxq ´ f3pxq “ e 2x ´ e 3x
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Correction de l’exercice 39. Soit pa, b, c, dq P R4, supposons que ap0, 0, 0, 1q ` bp0, 0, 1, 1q ` cp0, 1, 1, 1q `

dp1, 1, 1, 1q “ 0R4 . On a donc pd, c ` d, d ` c ` b, d ` c ` b ` aq “ p0, 0, 0, 0q. Par identification d “ c ` d “

b ` c ` d “ a ` b ` c ` d “ 0. Donc a “ b “ c “ d “ 0. Dès lors B1 est libre, or |B1| “ 4 “ dimpR4q. Dès lors,
B est une base de R4. Comme x “ 1e2 ` 2e2 ` 3e3 ` 4e4 avec B “ pe1, e2, e3, e4q la base canonique de R4. On

a X “ MatBpxq “

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

. Notons PBÑB1 la matrice de changement de base de B à B1, on a alors

P “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

˛

‹

‹

‚

D’après le cours, on a X “ PX 1. Il existe alors deux méthodes :
‚ Soit on inverse P (par la méthode de Gauss-Jordan), et on trouve que X 1 “ P ´1X et on n’a plus qu’à

faire un produit matriciel.

‚ Soit on note X 1 “

¨

˚

˚

˝

x
y
z
t

˛

‹

‹

‚

et on résout le système linéaire PX 1 “

¨

˚

˚

˝

1
2
3
4

˛

‹

‹

‚

. Après résolution (vérifiez les

calculs), on trouve x “ y “ z “ t “ 1. Donc X 1 “

¨

˚

˚

˝

1
1
1
1

˛

‹

‹

‚

.

Correction de l’exercice 40. 1. On sait que ϕ : f ÞÑ MatB,C pfq est un isomorphisme de L pE, F q dans
Mp,npKq, donc il existe un unique f P L pE, F q tel que A “ ϕpfq “ MatB,C pfq

2. Remarquons que rgpfq “ rgpAq “ r. Notons S un supplémentaire de Kerpfq dans E (qui existe car E est
de dimension finie : c’est un résultat du chapitre EV de dim finie). Alors d’après la preuve du théorème

du rang, f̃ :
#

S ÝÑ Impuq

x ÞÝÑ upxq
est un isomorphisme et dimpSq “ r. Notons alors, BS “ ps1, s2, . . . , srq une

base de S, BK “ per`1, . . . , enq une base de Kerpuq. Ainsi, B1 “ BS Y BK “ ps1, s2, . . . , sr, er`1, . . . , enq

est une base (adaptée) de E. Comme BS est libre, et f̃ injective, on en déduit que f̃pBSq “ fpBSq est
libre. D’après le théorème de la base incomplète, on peut alors compléter fpBSq “ pfps1q, . . . , fpsrqq en
une base de F notée C 1 “ pfps1q . . . , fpsrq, fr`1, . . . , fpq. Cherchons MatB1,C 1pfq, pour cela, on sait qu’il
suffit de décomposer les images par f des vecteurs de B1 dans la base C 1 :

‚ Fixons j ď r, décomposons fpsjq dans la base C 1, comme fpsjq P C 1, on peut donc le décomposer
facilement dans C 1 :

fpsjq “ 0ˆfps1q`0ˆfps2q`. . .`0ˆfpsj´1q`1ˆfpsjq`0ˆfpsj`1q`. . . 0ˆfpsrq`0ˆfr`1`. . .`0ˆfp

‚ Fixons j ě r ` 1, ej P Kerpfq, donc fpejq “ 0F , ainsi les coordonnées de fpejq dans C 1 sont toutes
nulles. Dès lors, la j-ième colonne de MatB1,C 1pfq est nulle.
Ainsi, la j-ième colonne de MatB1,C 1pfq n’a que des 0 sauf un 1 à la j-ième ligne si j ď r.

Ainsi, MatB1,C 1pfq “ Jr.
3. D’après la formule de changement de base, A “ QJrP ´1, avec P “ PBÑB1 et Q “ PC ÑC 1 .
4. En utilisant la transposée, AJ “ pP ´1qJpJrqJQJ, comme pP ´1qJ et QJ sont inversibles, rgpAJq “

rgppJrqJq. Or, la matrice pJrqJ possède p ´ r colonnes nulles et r colonnes non nulles, on remarque que
ces r colonnes non nulles sont linéairement indépendantes, ainsi rgppJrqJq “ r “ rgpAq

Correction de l’exercice 41. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/50e41m4bxO0
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Correction de l’exercice 42.
Correction de l’exercice 43.
Correction de l’exercice 44.
Correction de l’exercice 45.
Correction de l’exercice 46.

Correction de l’exercice 47. Supposons qu’il existe X P KerpAq et X non nul. X “

¨

˚

˚

˚

˝

x1
x2
...

xn

˛

‹

‹

‹

‚

. Définissions un

ensemble E “ t|xi| | i P rr 1 ; n ssu, E est un ensemble fini donc admet un maximum. Soit i0 P rr 1 ; n ss tel que
|xi0 | “ maxpEq. Comme AX “ 0, on a, en particulier,

n
ÿ

k“1
Ai0,kxk “ 0

Ainsi, en isolant le terme pour k “ i0, on a

Ai0,i0 ˆ xi0 “

n
ÿ

k“1
k‰i0

Ai0,kxk

Passons au module, par inégalité triangulaire, on a

|Ai0,i0 | ˆ |xi0 | “ |Ai0,i0xi0 | ď

n
ÿ

k“1
k‰i0

|Ai0,k| ˆ |xk| ď

n
ÿ

k“1
k‰i0

|Ai0,k| ˆ |xi0 |

En simplifiant par |xi0 | qui est non nul (car on a supposé X ‰ 0), on obtient une contradiction avec le fait que
|ai0,i0 | ą

n
ř

k“1
k‰i0

|Ai,k|. Ainsi X “ 0n,1 et KerpAq “ t0n,1u. Dès lors, la matrice A est inversible.

Correction de l’exercice 48. Notons B “ p1, X, X2, X3q la base canonique de R3rXs et C “ pf1, f2, f3q celle
de R3.

Alors
‚ fp1q “ p1, 1, 1q “ 1f1 ` 1f2 ` 1f3
‚ fpXq “ p1, 2, 3q “ 1f1 ` 2f2 ` 3f3
‚ fpX2q “ p1, 4, 9q “ 1f1 ` 4f2 ` 9f3
‚ fpX3q “ p1, 8, 27q “ 1f1 ` 8f2 ` 27f3

On obtient donc

A “ MatB,C pfq “

¨

˝

1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27

˛

‚

Pour calculer le rang, échelonnons la matrice :

rgpfq “ rgpAq “
L2ÐL2´L1
L3ÐL3´L1

rg

¨

˝

1 1 1 1
0 1 3 7
0 2 8 26

˛

‚

“
L3ÐL3´2L2

rg

¨

˝

1 1 1 1
0 1 3 7
0 0 2 12

˛

‚

“ 3

Remarque : comme dimpR3q “ 3, on en déduit que f est surjective. Par le théorème du rang, on a dimpR3rXsq “

dimpKerpfqq ` rgpfq. Soit dimpKerpfqq “ 1.
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Correction de l’exercice 49.

Correction de l’exercice 50. 1. La fonction f est bien à valeur dans E, de plus, la linéarité se montre
sans problème.

2. On rappelle que la base canonique de E est B “ pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q 2. De plus, fpE1,1q “ E1,1 ` E2,1,
fpE1,2q “ E1,2 ` E2,2, fpE2,1q “ E1,1 ` E2,1 et fpE1,2q “ E1,2 ` E2,2. Ainsi

MatBpfq “

¨

˚

˚

˝

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1

˛

‹

‹

‚

3. Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

P M2pKq, en effectuant le produit AM , que M P Kerpfq si et seulement si a ` c “

b ` d “ 0 si et seulement si M “

ˆ

a b
´a ´b

˙

, si et seulement si M P vect
ˆˆ

1 0
´1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 ´1

˙˙

. Donc

une base de Kerpfq est
ˆˆ

1 0
´1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 ´1

˙˙

(ces deux matrices sont indépendantes).

On a donc un noyau de dimension 2, par le théorème du rang (f P L pM2pRqq et M2pRq est de dimension
finie, dimpM2pRqq “ 4), l’image de f est de dimension 2, il suffit donc de trouver deux matrices dans
l’image qui soient indépendantes. Considérons

fpE1,1q “

ˆ

1 0
1 0

˙

et fpE1,2q “

ˆ

0 1
0 1

˙

Une base de Impfq est
ˆˆ

1 0
1 0

˙

,

ˆ

0 1
0 1

˙˙

Correction de l’exercice 51. 1. Comme ImpMq “ vect pC1, C2, . . . , Cnq, dimpvect pC1, C2, . . . , Cnqq “ 1,

où on a noté Cj la j-ième colonne de M . Considérons B “ pCq une base de ImpCq, C P Mp,1pKq “

¨

˚

˝

c1
...

cp

˛

‹

‚

.

Ainsi, pour tout j P rr 1 ; n ss, il existe ℓj P R tel que Cj “ ℓjC. Ainsi, pour tout i P rr 1 ; n ss, mi,j “ ℓjci.
Notons alors L “ pℓ1, ℓ2, . . . , ℓnq P Mn,1pRq. Remarquons que le produit C ˆ L est possible et que CL P

Mp,npRq et effectuons ce produit : à la i-ième ligne, j-ième colonne, par la formule du produit matriciel,
ciℓj “ mi,j . On a donc montré que M “ CL.

2. Si q ě 2, alors en prenant A “ E1,1 P Mp,qpRq et B “ E2,1 P Mq,npRq, alors AB “ δ1,2E1,1 “ 0p,n tandis
que A et B sont non nuls. Si jamais q “ 1, la question 3 va prouver que AB est nécessairement non nul.

3. Si C “

¨

˚

˝

c1
...

cp

˛

‹

‚

et L “
`

ℓ1 . . . ℓn

˘

. Comme L est non nul, il existe j P rr 1 ; n ss, tel que ℓj ‰ 0. De même,

il existe i P rr 1 ; n ss, tel que ci ‰ 0. Alors ℓjci ‰ 0 et c’est le coefficient de CL à la i-ième ligne, j-ième
colonne. Ainsi, CL est non nul. De plus, rgpCLq ď rgpCq ď 1 3. Comme CL est non nul, on a rgpCLq ą 0.
Dès lors, rgpCLq “ 1.

Correction de l’exercice 52.

Correction de l’exercice 53. Comme AB ´ A ´ B “ 0n, on a AB ´ A ´ B ` In “ In ce qui se factorise en
pA´InqpB´Inq “ In. Ceci suffit à garantir que A´In est inversible d’inverse, B´In, ainsi pB´InqpA´Inq “ In,
en développant, on a BA ´ A ´ B ` In “ In, ainsi, BA “ A ` B “ AB.

2. On pourrait écrire les éléments de la base de B dans un autre ordre.
3. En effet, le rang d’un produit de deux matrices est inférieur ou égal au rang de chacune des deux matrices, et le rang d’une

matrice est inférieure ou égale à son nombre de lignes et à son nombre de colonne.
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Correction de l’exercice 54. 1. trpInq “ n

2. Tout d’abord, pour tout M P MnpRq, trpMq P R. Donc tr : MnpRq Ñ R. Soit A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďn

P MnpRq,

B “ pbi,jq1ďiďn
1ďjďn

P MnpRq, et λ P R. On pose C “ λA ` B “ pci,jq1ďiďn
1ďjďn

. Ainsi, ci,j “ λai,j ` bi,j , ainsi

trpλA ` Bq “ trpCq “

n
ÿ

i“1
ci,i “

n
ÿ

i“1
λai,i ` bi,i “ λ

n
ÿ

i“1
ai,i `

n
ÿ

i“1
bi,i “ λtrpAq ` trpBq

Ainsi, tr P L pMnpRq,Rq, tr est une forme linéaire sur MnpRq.
3. Montrons que Imptrq “ R, déjà Imptrq Ă R. Soit λ P R, alors λ “ trpλE1,1q avec (Ei,j matrice élémentaire).

Donc λ P Imptrq, ainsi R Ă Imptrq, Imptrq “ R. Une base de Impfq est p1q, rgpImpfqq “ 1. En appliquant
le théorème du rang à tr, on a dimpMnpKqq “ dimpKerptrqq ` rgpfq. Ainsi, dimpKerptrqq “ n2 ´ 1. Soit

M P Kerptrq, alors
n
ř

i“1
mi,i “ 0. Donc mn,n “ ´

n´1
ř

i“1
mi,i. Or,

M “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
mi,jEi,j

“

n
ÿ

i“1
mi,iEi,i `

ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,iEi,i `

˜

´

n´1
ÿ

i“1
mi,i

¸

En,n `
ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

“

n´1
ÿ

i“1
mi,ipEi,i ´ En,nq `

ÿ

1ďi‰jďn

mi,jEi,j

Ainsi, si on note G “ pEi,i ´ En,nq1ďiďn´1 Y pEi,jqi‰j . On obtient une famille de n2 ´ 1 matrices, et
M P vectpG q, on a donc Kerptrq Ă vectpG q. En remarquant que toutes les matrices de G sont de trace
nulle, ainsi G Ă Kerptrq. Comme, Kerptrq est un espace vectoriel, on obtient vectpG q Ă Kerptrq. Ainsi,
Kerptrq “ vectpG q. Dès lors, G est une famille génératrice de Kerptrq et possède pn ´ 1q ` pn2 ´ nq “

dimpKerptrqq éléments donc, G est une base de Kerptrq.
4. On note A “ pai,jq1ďiďn

1ďjďn
P MnpKq, B “ pbi,jq1ďiďn

1ďjďn
P MnpKq. On pose C “ AB “ pci,jq1ďiďn

1ďjďn
P MnpKq et

D “ BA “ pdi,jq1ďiďn
1ďjďn

. Alors pour tout pi, jq P rr 1 ; n ss2, ci,j “
n
ř

k“1
ai,kbk,j et di,j “

n
ř

p“1
bi,pap,j . Ainsi,

trpCq “

n
ÿ

i“1
ci,i “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1
ai,kbk,i et trpDq “

n
ÿ

k“1
dk,k “

n
ÿ

k“1

n
ÿ

i“1
bk,iai,k

En échangeant les deux sommes, on constate que trpDq “ trpCq. Dès lors, trpABq “ trpBAq.
5. Soit B et B1 deux bases de Rn. Notons A “ MatBpuq et A1 “ MatB1puq et P “ PBÑB1 la matrice de

passage de la base B vers B1. Alors d’après la formule de changement de base pour un endomorphisme :
A “ PA1P ´1 et

trpAq “ trpPA1P ´1q “ trppPA1qpP ´1qq “
3

trppP ´1qpPA1qq “ trppP ´1P qA1q “ trpA1q

Ainsi, quelque soit la base choisie, la trace de la matrice de u est toujours la même. On pose trpuq cette
valeur.

6. Notons A “

ˆ

a b
c d

˙

. Soit x P R,

P pxq “

∣∣∣∣∣x ´ a ´b
´c x ´ d

∣∣∣∣∣ “ px´aqpx´dq´p´bqp´cq “ px´aqpx´dq´bc “ x2´pa`dqx`ad´bc “ x2´trpAqx`detpAq

Ainsi, P “ X2 ´ trpAqX ` detpAq
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7. Posons A “ B “ In, alors trpABq “ trpInq “ n. Tandis que trpAqtrpBq “ trpInq2 “ n2. Or si n ‰ 1, n2 ‰ n.
Donc la propriété est fausse pour A “ B “ In, si n ě 2. Si n “ 1 (autrement dit, on a des matrices de taille
p1, 1q, ce qui n’est pas très intéressant), alors A “ paq, B “ pbq, et trpABq “ trpabq “ ab “ trpAqtrpBq.

Correction de l’exercice 55. 1. Soit pP, Qq P pRnrXsq2 et λ P R, alors par linéarité de la dérivation :

ϕpλP ` Qq “ XpλP ` Qq2 ` p1 ´ XqpλP ` Qq1 “ XpλP 2 ` Q2q ` p1 ´ XqpλP 1 ` Q1q

“ λpXP 2 ` p1 ´ XqP 1q ` pXQ2 ` p1 ´ XqQ1q “ λϕpP q ` ϕpQq

De plus,

d˝p1 ´ XqP 1 “ d˝p1 ´ Xq ` d˝P 1 ď 1 ` d˝P ´ 1 ď n et d˝XP 2 “ d˝X ` d˝P 2 ď 1 ` d˝P ´ 2 ď n ´ 1

Ceci prouve que XP 2 P RnrXs et p1´XqP 1 P RnrXs, comme RnrXs est un espace vectoriel, ϕpP q P RnrXs.
Ainsi, ϕ est un endomorphisme de RnrXs.

2. Notons B “ p1, X, ¨ ¨ ¨ , Xnq la base canonique de RnrXs et A “ MatBpφq. Alors, on sait que la j-ième
colonne de A contient les coordonnées de l’image de φ du j-ième vecteur de B. C’est-à-dire φpXj´1q.
Remarquons que φp1q “ 0, ainsi la première colonne de A contient que des 0. Fixons j P rr 2 ; n ` 1 ss :

φpXj´1q “ XpXj´1q2 ` p1 ´ XqpXj´1q1 “ X ˆ ppj ´ 1qpj ´ 2qXj´3q ` p1 ´ Xqpj ´ 1qXj´2

“ ´pj ´ 1qXj´1 ` pj ´ 1qXj´2pj ´ 2 ` 1q “ ´pj ´ 1qXj´1 ` pj ´ 1q2Xj´2

Ainsi, aj,j “ ´pj ´ 1q et aj´1,j “ pj ´ 1q2 et si i P rr 0 ; n ssztj, j ´ 1u, ai,j “ 0. Ainsi :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ´1 4
. . .

...
...

. . . ´2
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . n2

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. D’après le cours, on sait que Impϕq “ vectpϕp1q, ϕpXq, ϕpX2q, . . . , ϕpXnqq. De plus, ϕp1q “ 0, donc

Impϕq “ vectpϕpXq, ϕpX2q, . . . , ϕpXnqq

Or d’après la question précédente, d˝ϕpXiq “ i pour tout i P rr 1 ; n ss, ainsi, pϕpXq, ϕpX2q, . . . , ϕpXnqq est
une famille de polynômes non nuls dont les degrés sont deux à deux distincts, donc c’est une famille libre,
comme c’est aussi une famille génératrice de Impϕq on en conclut que c’est une base de Impϕq. Dès lors
rgpϕq “ dimpImpϕqq “ n.

4. Soit j P rr 0 ; n ss, posons

Qj “ pϕ ` kIdEqpXjq “ ϕpXjq ` kXj “ ´jXj ` pj ´ 1q2Xj´1 ` kXj “ pk ´ jqXj ` pj ´ 1q2Xj´1

Si j ‰ k, alors d˝Qj “ j, par contre, si j “ k, alors d˝Qk “ k ´ 1. Ainsi, alors pQ0, Q1, . . . , Qk´1q est
une famille libre de polynôme de Rk´1rXs (car constituée de polynômes non nuls de degré deux à deux
distincts), comme cette famille a k éléments et que dimpRk´1rXsq “ k, pQ0, Q1, . . . , Qk´1q est une base
de Rk´1, donc Qk P vect pQ0, Q1, . . . , Qk´1q. Dès lors,

Impϕ ` kIdEq “ vect pQ0, Q1, . . . , Qnq “ vectpQ0, Q1, Q2, . . . , Qk´1, Qk`1, . . . , Qnq

À nouveau, la famille de polynômes non nuls de degré deux à deux distincts pQ0, Q1, Q2, . . . , Qk´1, Qk`1, . . . , Qnq

est libre, donc c’est une base de l’image, ainsi dimpImpϕ ` kIdEqq “ n. Par le théorème du rang,
dimpkerpϕ ` kIdEqq “ 1 prouvant que ϕ ` kIdE n’est pas injective (son noyau n’est pas réduit au vecteur
nul).
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5. Comme dimpkerpϕ ` kIdEqq “ 1, il existe P P RnrXs tel que pP q soit une base de kerpϕ ` kIdEq. P n’est
pas le polynôme nul, car il est dans une famille libre, ainsi, en notant c son coefficient dominant, et en
notant que kerpϕ ` kIdEq est un espace vectoriel, Pk “

1
c

P P kerpϕ ` kIdEq. ainsi ϕpPkq ` kPk “ 0, dès
lors ϕpPkq “ ´kPk.
Soit Q un polynôme unitaire tel que ϕpQq “ ´kQ, alors pϕ ` kIdEqpQq “ 0, donc Q P kerpϕ ` kIdEq. Par
conséquent, Pk et Q sont deux polynômes appartenant au même espace vectoriel de dimension 1, dès lors,
Pk et Q sont colinéaires, comme ils sont non nuls, on peut en déduire qu’il existe λ P R tel que Q “ λPk

comme Pk est unitaire, le coefficient dominant de Q est λ, mais Q est unitaire, donc λ “ 1. Ceci provue
que Q “ Pk d’où l’unicité.

6. Notons d “ d˝Pk, comme Pk est unitaire de degré d, Pk
1 est de degré d ´ 1 et de coefficient dominant

d, ainsi p1 ´ XqP 1 est de degré d de coefficient dominant ´d, quand on rajoute XP 2 de degré d ´ 1, on
obtient que ϕpPkq est un polynôme de degré d et de coefficient dominant ´d. Or ϕpPkq “ ´kPk a pour
coefficient dominant ´k, dès lors ´d “ ´k et d˝Pk “ d “ k.

7. ‚ On sait que P0 est un polynôme unitaire de degré 0, donc P0 “ 1.
‚ On sait que P1 est un polynôme unitaire de degré 1, donc P1 “ X ` a. De plus,

ϕpP1q “ ϕpXq ` aϕp1q “ 1 ´ X ` 0 “ ´P1 “ ´X ´ a

. Par identification ´a “ 1 et P1 “ X ´ 1.
‚ En utilisant la linéaire de ϕ :

ϕpX2 ´ 4X ` 2q “ ϕpX2q ´ 4ϕpXq ` ϕp2q “ p´2X2 ` 4Xq ´ 4p1 ´ Xq ` 0 “ ´2pX2 ´ 4X ` 2q

Ainsi, Q “ X2 ´ 4X ` 2 est un polynôme unitaire tel que ϕpQq “ ´2Q, par unicité de P2, P2 “

X2 ´ 4X ` 2.
8. Comme, pour tout k P rr 0 ; n ss, d˝Pk “ k, B1 est une famille de polynômes non nuls de RnrXs dont les

degrés sont deux à deux distincts, ainsi B1 est une famille libre de RnrXs. De plus, dimpRnrXsq “ n`1 “

|B1|. Ainsi, B1 est une base de RnrXs.
9. Pour tout k P rr 0 ; n ss, ϕpPkq “ ´kPk, ainsi ϕpPkq se décompose dans la base B1 avec toutes les coordonnées

qui sont nulles sauf celle devant Pk qui vaut ´k. Ainsi,

D “ MatB1pϕq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ´1 0
. . .

...
...

. . . ´2
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 0

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

10. En notant P “ PBÑB1 la matrice de passage de B à B1, on sait que A “ PDP ´1.

Correction de l’exercice 56. 1. Soit BF “ pe1, e2, . . . , epq une base de F que l’on complète en une base
de E, B “ pe1, e2, . . . , enq.

@x P E D! pλ1, λ2, . . . , λnq P Kn x “

n
ÿ

i“1
λiei

Soit i P rr 1 ; n ss, on note φi : x ÞÑ λi. De sorte que pour tout x P E, x “
n
ř

i“1
φipxqei. On remarque que

φi P L pE,Kq et que φi est non nulle (φipeiq “ 1). Montrons que F “
Şn

i“p`1 Kerpφiq :

‚ Soit x P F , alors x “
p
ř

i“1
λixi “

p
ř

i“1
λixi `

n
ř

i“p`1
0xi. Par unicité de la décomposition dans la base B, on

en déduit que φipxq “ 0 si i ě p ` 1. Donc x P Kerpφiq pour tout i ě p ` 1. Ainsi x P
Şn

i“p`1 Kerpφiq.
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‚ Soit x P
Şn

i“p`1 Kerpφiq. Alors pour tout i ě p`1, φipxq “ 0. Donc x “
n
ř

i“1
φipxqei “

p
ř

i“1
φipxqei `0E P

F
En notant Hi “ Kerpφiq, Hi est un hyperplan de E (car φi est une forme linéaire non nulle) et F “
Şn

i“p`1 Hi est l’intersection de n ´ p hyperplans.
2. Soit φi P L pE,Kq telle que Kerpφiq “ Hi pour tout i P rr 1 ; p ss. Soit B “ pe1, e2, . . . , enq une base de E,

on note Li “ MatBpφiq P M1,npKq. On note :

M “

¨

˚

˚

˚

˝

L1
L2
...

Lp

˛

‹

‹

‹

‚

P Mp,npKq

De plus, soit x P E, on note X “ MatBpxq, alors x P
Şp

i“1 Hi si et seulement si φipxq “ 0 pour
tout i P rr 1 ; p ss si et seulement si LiX “ 0 pour tout i P rr 1 ; p ss si et seulement si MX “ 0. Ainsi la
dimension de

Şp
i“1 Hi est égale à la dimension de KerpMq. D’après le théorème du rang 4 :

dim
˜

p
č

i“1
Hi

¸

“ dimpKerpMqq “ n ´ ImpMq ě n ´ p

Correction de l’exercice 57. 1.
2.
3. Soit M P M3pRq, alors

M P F ðñ Dpa, b, cq P R3 M “

¨

˝

a ` c b c
b a ` 2c b
c b a ` c

˛

‚

ðñ Dpa, b, cq P R3 M “ a

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚` b

¨

˝

0 1 0
1 0 1
0 1 0

˛

‚` c

¨

˝

1 0 1
0 2 0
1 0 1

˛

‚

ðñ Dpa, b, cq P R3 M “ aI3 ` bA ` cA2

ðñ M P vectpI3, A, A2q

Ainsi, F “ vectpI3, A, A2q. Donc pI3, A, A2q est une famille génératrice de F . Montrons qu’elle est libre.
Soit pa, b, cq P R3. Supposons aI3 ` bA ` cA2 “ 03. Alors

¨

˝

a ` c b c
b a ` 2c b
c b a ` c

˛

‚“

¨

˝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚

Par identification, sur la première ligne, a ` c “ b “ c “ 0. D’où a “ b “ c “ 0. Ainsi, pI3, A, A2q est une
famille libre. Donc pI3, A, A2q est une base de F . Dès lors dimpF q “ 3.

4. Soient pM, Nq P F 2 et λ P R, alors

fpλM ` M 1q “ ApλM ` M 1q “ λAM ` AM 1 “ λfpMq ` fpM 1q

De plus, il existe pa, b, cq P R3 tel que M “ aI ` bA ` cA2, alors

fpMq “ fpaI3`bA`cA2q “ afpI3q`bfpAq`cfpA2q “ aA`bA2`cA3 “ pa`2cqA`bA2 P vectpI3, A, A2q “ F

Ainsi, pour tout M P F , fpMq P F et f est linéaire. Dès lors, f P L pF q.

4. On remarque que par cette méthode, on peut même calculer la dimension de l’intersection, en calculant précisément le rang
et non en le majorant.
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5.
6.
7.
8.
9. Soit M P F , il existe un unique triplet pa, b, cq P R3 tel que M “ aI3 ` bA ` cA2.

fpMq “ I3 ` A2 ðñ fpaI3 ` bA ` cA2q “ I3 ` A2

ðñ afpI3q ` bfpAq ` cfpA2q “ I3 ` A2

ðñ aA ` bA2 ` 2cA “ I3 ` A2

ðñ p´1q ¨ I3 ` pa ` 2cq ¨ A ` pb ´ 1q ¨ A2 “ 03

Or comme pI3, A, A2q est libre cela implique que ´1 “ 0, a ` 2c “ 0 et b ´ 1 “ 0. Mais comme ´1 ‰ 0,
on en déduit qu’il n’y a pas de solutions à cette équation. L’ensemble des solutions est donc S “ H.

10. Soit M P F , il existe un unique triplet pa, b, cq P R3 tel que M “ aI3 ` bA ` cA2.

fpMq “ A ` A2 ðñ fpaI3 ` bA ` cA2q “ A ` A2

ðñ afpI3q ` bfpAq ` cfpA2q “ A ` A2

ðñ aA ` bA2 ` 2cA “ I3 ` A2

ðñ p0q ¨ I3 ` pa ` 2c ´ 1q ¨ A ` pb ´ 1q ¨ A2 “ 03

ðñ

$

&

%

0 “ 0
a ` 2c ´ 1 “ 0

b ´ 1 “ 0
ðñ a “ 1 ´ 2c et b “ 1
ðñ M “ p1 ´ 2cqI3 ` bA ` cA2

Ainsi, l’ensemble des solutions de l’équation est 5 S “
␣

p1 ´ 2cqI3 ` A ` cA2, c P R
(

. On remarque que
ce n’est pas un espace vectoriel, en effet, la matrice nulle ne vérifie pas fp03q “ A ` A2.

5. Je tiens à remercier très chaleureusement Cyriaque D. pour m’avoir signalé une coquille à cet endroit.
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