
Diagonalisation
Chapitre 8

Remarque : les matrices diagonales sont très pratiques :
‚ Le produit de deux matrices diagonales est diagonale et il suffit de multiplier les éléments diagonaux terme à terme.
‚ Pour calculer une matrice diagonale à la puissance p P N, il suffit de mettre chaque coefficient diagonal à la

puissance p.
‚ Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont non nuls, et on calcule son

inverse en inversant chacun de ses coefficients diagonaux.
Malheureusement, toutes les matrices ne sont pas diagonales. Parmi celles qui ne le sont pas, on souhaiterait qu’elles soient
semblables à une matrice diagonale. En effet, si A “ PDP ´1 avec P inversible et D diagonale, alors :

‚ Pour tout p P N, Ap “ PDpP ´1 (formule pas au programme mais se montre par récurrence)
‚ La matrice A est inversible si et seulement si D l’est, dans ce cas A´1 “ PD´1P ´1.

Objectifs :
‚ Étant donné un endomorphisme u, déterminer s’il est possible de trouver une base B1 telle que MatB1 puq soit

diagonale
‚ Étant donnée une matrice A, déterminer s’il est possible de trouver P une matrice inversible et D une matrice

diagonale telle que A “ PDP ´1.
Pré-requis :

‚ Calcul matriciel et systèmes linéaires
‚ Espace vectoriel
‚ Applications linéaires
‚ Polynômes
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Dans tout ce chapitre, K vaut R ou C, E est un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚, B “ pe1, e2, . . . , enq une
base de E, u P L pEq, et A P MnpKq.

1 Éléments propres d’un endomorphisme

‚ On dit que λ P K est une valeur propre de u si Dx P Ezt0Eu | upxq “ λx
‚ On dit que x P E est un vecteur propre de u si Dλ P K | upxq “ λx et x ‰ 0E

‚ Le spectre de u est l’ensemble des valeurs propres de u : Sppuq “ tλ P K | Dx P Ezt0Eu et upxq “ λxu

‚ L’espace propre de u associé à λ P Sppuq est Eλpuq “ Kerpu ´ λIdEq (SEV de E)

Définition des éléments propres d’un endomorphisme

Exemple 1. Démontrer que p1, 1q est un vecteur propre de f P L pR2q où f : px, yq ÞÑ px ` y, 2yq. Démontrer que 1 est
une valeur propre de f et déterminer E1pfq.

Remarques 1. ‚ Étant donné un vecteur propre x, il existe un unique λ P K tel que upxq “ λx et on dit que x est
un vecteur propre associé à λ. En revanche, il existe une infinité de vecteurs propres associés à λ.

‚ Pour λ P Sppuq, Kerpu ´ λIdEq est constitué des vecteurs propres associés à λ et de 0E .
‚ Soit λ P K, λ P Sppuq ssi u ´ λIdE n’est pas injectif ssi dimpKerpu ´ λIdEqq ě 1 ssi u ´ λIdE n’est pas bijectif.

‚ On dit que λ P K est une valeur propre de A si DX P Mn,1pKqzt0n,1u | AX “ λX
‚ On dit que X P Mn,1pKq est un vecteur propre de A si Dλ P K | AX “ λX et X ‰ 0n,1
‚ Le spectre de A est l’ensemble de ses valeurs propres :SppAq “ tλ P K | DX P Mn,1pKqzt0n,1u et AX “ λXu

‚ L’espace propre de A associé à λ P SppAq est EλpAq “ KerpA ´ λInq (SEV de Mn,1pKq)

Définition des éléments propres d’une matrice

Remarques 2. ‚ Si AX “ λX et X ‰ 0n,1, on dit que X est un vecteur propre associé à la valeur propre λ.
‚ Soit λ P K, λ P SppAq ssi KerpA ´ λInq ‰ t0n,1u ssi A ´ λIn n’est pas inversible ssi rgpA ´ λInq ă n.
‚ Si A “ MatBpuq, alors Sppuq “ SppAq. Si x P E, alors x P Eλpuq ssi MatBpxq P EλpAq.
‚ u est un automorphisme de E ssi 0 R Sppuq et A est inversible ssi 0 R SppAq.

Si A P M2pKq et λ P K. Alors, λ P SppAq ssi A ´ λI2 R GL2pKq ssi detpA ´ λI2q “ 0. C’est une équation du second
degré, d’inconnue λ, que l’on résout.

Comment trouver le spectre de A P M2pKq ?

On échelonne la matrice A ´ λIn pour déterminer les λ tel que rgpA ´ λInq ă n.
Comment trouver le spectre de A P MnpKq ?

Exemples 2. Trouver les éléments propres de A “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

P M2pRq, de B “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

P M2pCq et C “

¨

˝

6 4 ´2
2 4 2
10 10 3

˛

‚.

Que peut-on en déduire pour A et B ?

Solution des exemples 2 :

Exemples 3. 1.
2.
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3. Soit λ P C,

rgpC ´ λI3q “
L1ØL2

rg

¨

˝

2 4 ´ λ 2
6 ´ λ 4 ´2

10 10 3 ´ λ

˛

‚ “
L2Ð2L2`pλ´6qL1

L3ÐL3´5L2

rg

¨

˝

2 4 ´ λ 2
0 ´λ2

` 10λ ´ 16 2λ ´ 16
0 5λ ´ 10 ´λ ´ 7

˛

‚

“ rg

¨

˝

2 4 ´ λ 2
0 ´pλ ´ 8qpλ ´ 2q 2pλ ´ 8q

0 5pλ ´ 2q ´λ ´ 7

˛

‚ “
L2Ð5L2`pλ´8qL3

rg

¨

˝

2 4 ´ λ 2
0 0 10pλ ´ 8q ` pλ ´ 8qp´λ ´ 7q

0 5pλ ´ 2q ´λ ´ 7

˛

‚

“
L2ØL3

rg

¨

˝

2 4 ´ λ 2
0 5pλ ´ 2q ´λ ´ 7
0 0 pλ ´ 8qp3 ´ λq

˛

‚

On peut en conclure que si λ R t2, 8, 3u, alors rgpC ´λI3q “ 3 (on a obtenu une matrice triangulaire supérieure avec des termes
diagonaux non nuls), de plus, rgpC ´ 2I3q “ rgpC ´ 8I3q “ rgpC ´ 3I3q “ 2 (à chaque fois il y a deux lignes indépendantes
et une ligne nulle). Donc, SppCq “ t2, 3, 8u. Il y a trois espaces propres à calculer, proposons trois méthodes différentes (mais
vous êtes libres d’appliquer la même pour chaque valeur propre) :

‚ Pour λ “ 2, par le théorème du rang, dimpKerpC ´ 2I3qq ` rgpC ´ 2I3q “ 3, donc dimpE2pCqq “ 1. Or, C ´ 2I3 “
¨

˝

4 4 ´2
2 2 2
10 10 1

˛

‚, on remarque que C1 “ C2 donc 1C1 ` p´1qC2 ` 0C3 “ 0, on vérifie alors que

¨

˝

1
´1
0

˛

‚ P KerpC ´ 2I3q,

comme B2 “

¨

˝

¨

˝

1
´1
0

˛

‚

˛

‚ est une famille libre (un seul vecteur non nul) de cardinal 1, on peut en conclure que B2 est une

base de E2pCq.

‚ Pour λ “ 3, soit X “

¨

˝

x
y
z

˛

‚, alors X P KerpC´3I3q ssi X P Ker

¨

˝

2 4 ´ λ 2
0 5pλ ´ 2q ´λ ´ 7
0 0 pλ ´ 8qp3 ´ λq

˛

‚(en effet, comme nous avons

échelonné en faisant que des opérations sur les lignes, en résolvant le système pC ´ 3I3qX “ 0, on va effectuer les mêmes

opérations sur les lignes et donc tomber sur le noyau de

¨

˝

2 1 2
0 5 ´10
0 0 0

˛

‚). Ainsi, X P E3pCq ssi

$

&

%

2x `y `2z “ 0
5y ´10z “ 0

0 “ 0

ssi x “ ´2z et y “ 2z ssi X “

¨

˝

´2z
2z
z

˛

‚ ssi X P vect

¨

˝

¨

˝

´2
2
1

˛

‚

˛

‚. Ainsi, on peut en conclure que E3pCq “ vect

¨

˝

¨

˝

´2
2
1

˛

‚

˛

‚ et

que B3 “

¨

˝

¨

˝

´2
2
1

˛

‚

˛

‚ est une base de E3pCq.

‚ Pour λ “ 8,

X P KerpC ´ 8I3q ðñ pC ´ 8I3qX “ 03,1 ðñ

$

&

%

´2x ` 4y ´ 2z “ 0
2x ´ 4y ` 2z “ 0

10x ` 10y ´ 5z “ 0
ðñ

L2Ð 1
2 L2

L3Ð 1
5 L3

L1“´L2

"

x ´ 2y ` z “ 0
2x ` 2y ´ z “ 0

ðñ
L2ÐL2´2L1

"

x ´ 2y ` z “ 0
6y ´ 3z “ 0 ðñ x “ 0 et z “ 2y ðñ X “

¨

˝

0
y
2y

˛

‚ ðñ X P vect

¨

˝

¨

˝

0
1
2

˛

‚

˛

‚

Ainsi, E8pCq “ vect

¨

˝

¨

˝

0
1
2

˛

‚

˛

‚. Ainsi, B8 “

¨

˝

¨

˝

0
1
2

˛

‚

˛

‚ est une famille génératrice de E8pCq, or, elle est constituée d’un seul

vecteur et il est non nul, cette famille est donc libre, ainsi, B8 est une base de E8pCq.

1. Une famille de vecteurs propres de u associés à des
valeurs propres deux à deux distinctes est libre.

2. u admet au plus n valeurs propres.
3. La juxtaposition de bases de Eλpuq, pour λ P

Sppuq, est une famille libre de E.

4.
ř

λPSppuq

dimpEλpuqq ď dimpEq

1. Une famille de vecteurs propres de A associés à des
valeurs propres deux à deux distinctes est libre.

2. A admet au plus n valeurs propres.
3. La juxtaposition de bases de EλpAq, pour λ P

SppAq, est une famille libre de Mn,1pKq.

4.
ř

λPSppAq

dimpEλpAqq ď n

Théorème no 1 : famille libre de vecteurs propres de valeurs propres deux à deux distinctes
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Démonstration du théorème no 1 : Démontrons ce théorème pour une matrice A :
‚ Notons λ1, λ2, . . . , λp des valeurs propres (deux à deux distinctes) de A. Soit pY1, Y2, . . . , Ypq une famille de vecteurs propres,

tels que tout i P rr 1 ; p ss, Yi un vecteur propre de A pour la valeur propre λi. Soit pµ1, µ2, . . . , µpq P Kp. Supposons

que
p
ř

k“1
µkYk “ 0. Soit j P N, en multipliant par Aj , on obtient

p
ř

k“1
µkAjYk “ 0. Or, AYi “ λiYi, par récurrence, pour tout

j P N, AjYi “ λi
jYi. D’où

p
ř

k“1
µkλk

jYk “ 0. Soit P “
d
ř

j“0
ajXj

P KrXs. Alors,
p
ř

k“1
µkajλk

jYk “ 0. Sommons toutes ces

équations pour j P rr 0 ; d ss, on obtient,

0 “

d
ÿ

j“0

p
ÿ

k“1

ajµkλk
jYk “

p
ÿ

k“1

µk

˜

d
ÿ

j“0

ajλk
j

¸

Yk “

p
ÿ

k“1

µkP pλkqYk (1)

Soit i P rr 1 ; p ss. Posons P “
p

ś

j“1
j‰i

X ´ λj

λi ´ λj
. De sorte que pour tout k P rr 1 ; p ss, P pλkq “ δi,k. Dans (1), on obtient donc

µi ¨ 1 ¨ Yi ` 0 “ 0

Comme, Yi est un vecteur propre, Yi ‰ 0 et donc µi “ 0 et ce pour tout i P rr 1 ; p ss. La famille pY1, Y2, . . . , Ynq est libre.
‚ Supposons qu’il y ait strictement plus de n valeurs propres, en particulier, on peut considérer pλ1, λ2, . . . , λn`1q une famille

de n ` 1 valeurs propres deux à deux distinctes, pour i P rr 1 ; n ` 1 ss, on choisit Xi un vecteur propre associé à λi, alors
pX1, X2, . . . , Xn`1q est une famille libre ayant n ` 1 vecteurs, or dimpMn,1pKqq “ n ce qui est absurde (une famille libre a
un nombre d’éléments majoré par la dimension).

‚ Considérons SppAq “ tλ1, . . . , λru avec les λi deux à deux distinctes et, pour tout i P rr 1 ; r ss, Bi “ pXi
1, Xi

2...Xi
di

q une base
de Eλi pAq avec di “ dimpEλi pAqq. En juxtaposant les bases Bi, on cherche à montrer que

L “ pX1
1 , X1

2 ..., X1
d1 , X2

1 , . . . , X2
d2 , ..., Xr

1 , ..., Xr
dr

q

est libre. Soit pλi
jq 1ďiďr

1ďjďdi

P K

r
ř

i“1
di

. Supposons que
r
ř

i“1

di
ř

j“1
λi

jXi
j “ 0n,1. Notons Yi “

di
ř

j“1
λi

jXi
j P Eλi pAq. De sorte que

r
ř

i“1
Yi “ 0n,1. Supposons qu’il existe i P rr 1 ; r ss tel que Yi ‰ 0n,1. En notant I “ ti P rr 1 ; r ss | Yi ‰ 0n,1u, on obtient en

séparant la somme en deux :
ř

iPI

Yi `
ř

iRI

Yi “ 0n,1, donc, on obtient
ř

iPI

Yi “ 0n,1. comme Yi ‰ 0, Yi est un vecteur propre

de A associé à la valeur propre λi, en utilisant le point 1, on obtient que la famille des pYiqiPI est libre ce qui contredit
ř

iPI

1 ˆ Yi “ 0n,1, ainsi, pour tout i P rr 1 ; r ss, Yi “ 0n,1. Par liberté de Bi, on en déduit que tous les λi
j sont nuls, ainsi, L

est libre.
‚ En utilisant les notations précédente, comme L est libre, on obtient que CardpL q ď dimpMn,1pKqq, ainsi,

r
ř

i“1
di ď n, dès

lors,
ř

λPSppAq

dimpEλpAqq ď n. ■

Le spectre d’une matrice triangulaire (voire diagonale) est égal à l’ensemble de ses coefficients diagonaux.
Proposition no 1 : le spectre d’une matrice triangulaire est donné par sa diagonale

Démonstration de la proposition no 1 : Soit T une matrice triangulaire, rappelons que T est inversible si et seulement si tous
ses coefficients diagonaux sont non nuls. Par contraposée, T n’est pas inversible si et seulement si au moins un de ces coefficients
diagonaux est nul.

Soit λ P K. Alors, λ P SppT q si et seulement si T ´ λIn n’est pas inversible, comme T ´ λIn est triangulaire, c’est équivalent à il
existe i P rr 1 ; n ss tel que ti,i ´ λ “ 0 ssi il existe i P rr 1 ; n ss, λ “ ti,i. Par équivalence, on a montré que SppT q “ tt1,1, t2,2, . . . , tn,nu.
■

2 Diagonalisation d’un endomorphisme, d’une matrice

On dit que u est diagonalisable s’il existe B1 une base
de E telle que MatB1 puq soit diagonale.

On dit que A est diagonalisable s’il existe P inversible
et D diagonale telle que A “ PDP ´1.

Définition de la diagonalisabilité
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Remarques 3. ‚ Soit B une base de E, u est diagonalisable si et seulement si MatBpuq l’est.
‚ Diagonaliser A c’est trouver P inversible et D diagonale telles que A “ PDP ´1.
‚ Diagonaliser u c’est trouver B1 telle que MatB1 puq soit diagonale.

On a équivalence entre :
1. L’endomorphisme u est diagonalisable.
2. E admet une base de vecteurs propres de u.
3. dimpEq “

ř

λPSppuq

dimpEλpuqq

On a équivalence entre :
1. La matrice A est diagonalisable.
2. Mn,1pKq admet une base de vecteurs propres de A.

3. n “
ř

λPSppAq

dimpEλpAqq

Théorème no 2 : CNS de diagonalisabilité par les espaces propres/vecteurs propres

Démonstration du théorème no 2 : Supposons u diagonalisable. Alors, il existe B1
“

`

e1
1, e1

2, . . . , e1
n

˘

une base de E tel que
MatB1 puq “ D avec D une matrice diagonale. Notons pd1, d2, . . . , dnq les coefficients diagonaux de D. Soit j P rr 1 ; n ss, upe1

jq est un
vecteur de E dont les coordonnées dans la base B1 sont dans la j-ième colonne de D, or dans cette colonne, il n’y a que des zéros
sauf un dj à la j-ième ligne. Ainsi, upe1

jq “
n
ř

i“1
i‰j

0e1
i ` dje1

j . Donc, upe1
jq “ dje1

j . Or, e1
j est un vecteur d’une base donc d’une famille

libre donc e1
j est non nul. Ainsi, e1

j est un vecteur propre de u pour la valeur propre dj , ainsi, B1 est une base de vecteur propre
de u.

Supposons que E admette une base de vecteurs propres de u notée B1 Notons Sppuq “ tλ1, . . . , λru avec les λi deux à deux
distincts. Quitte à regrouper les vecteurs de B1 par valeurs propres, on suppose que B1 est la juxtaposition de familles Li où, pour
tout i P rr 1 ; r ss, Li est une famille de Eλi , notons que comme B1 est libre et que Li est incluse dans B1, Li est libre, ainsi :

dimpEq “ CardpB1
q “

r
ř

i“1
CardpLiq ď

r
ř

i“1
dimpEλi puqq. Or, d’après le théorème 1,

r
ř

i“1
dimpEλi puqq ď dimpEq, par double inégalité,

on en déduit que
r
ř

i“1
dimpEλi puqq “ dimpEq.

Supposons que dimpEq “
ř

λPSppuq

dimpEλpuqq. Soit λ P Sppuq, on considère Bλ une base de Eλpuq, alors d’après le théorème 1,

B1 la juxtaposition de ses bases est une famille libre, de plus, CardpB1
q “

ř

λPSppuq

CardpBλq “
ř

λPSppuq

dimpEλpuqq “ dimpEq, ainsi,

B1 est une famille libre et CardpB1
q “ dimpEq, on peut en conclure que B1 est une base de E. Soit e un vecteur de B1, alors e

est dans l’une des bases Bλ, ainsi il existe λ P Sppuq tel que e P Eλpuq, ainsi upeq “ λe et ce pour tout e P B1 donc MatB1 puq est
diagonale. ■

Calculer le rang A ´ λIn en l’échelonnant. En déduire SppAq, puis une base de chaque espace propre. Si la somme
des dimensions des espaces propres vaut n, alors A est diagonalisable. On a A “ PDP ´1 avec P la matrice dont la
j-ième colonne est le j-ième élément d’une base de vecteurs propres de A et D est la matrice diagonale contenant
les valeurs propres (avec le même ordre que celui des vecteurs propres dans P ).

Comment diagonaliser une matrice dans la pratique ?

Exemples 4. Le cas échéant, diagonaliser les matrices A “

ˆ

´1 ´4
1 3

˙

, B “

ˆ

4 2
´1 1

˙

et C “

¨

˝

5 ´4 4
8 ´7 8
2 ´2 3

˛

‚.

Remarques 4. ‚ En connaissant rgpA ´ λInq, par le théorème du rang, dimpEλpAqq “ n ´ rgpA ´ λInq.
‚ Si u est diagonalisable et a une seule valeur propre λ, alors nécessairement u “ λIdE .
‚ Si A est diagonalisable et a une seule valeur propre λ, alors nécessairement A “ λIn.

Si CardpSppuqq “ n, alors u est diagonalisable. Si CardpSppAqq “ n, alors A est diagonalisable.
Proposition no 2 : avoir n valeurs propres distinctes suffit à la diagonalisabilité

Remarque 5. Dans le cadre de la proposition 2, les espaces propres sont forcément de dimension 1.

Démonstration de la proposition no 2 : Supposons que CardpSppuqq “ n avec n “ dimpEq. Ainsi, Sppuq “ tλ1, . . . , λnu avec les
λi deux à deux distincts. Alors, pour tout i P rr 1 ; n ss, comme λi est une valeur propre, il existe xi P Ezt0Eu tel que upxiq “ λixi.
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Or, B “ px1, x2, . . . , xnq est libre d’après le théorème 1, ainsi, comme CardpBq “ n “ dimpEq, B est une base de E, ainsi u admet
une base de vecteurs propres donc u est diagonalisable. ■

Justification de la remarque 5 : Si u P L pEq possède n valeurs propres avec n “ dimpEq : λ1, . . . , λn Alors, n “
n
ř

k“1
dimpEλk puqq.

Or, pour tout k P rr 1 ; n ss, λk est une valeur propre, donc dimpEλk puqq ě 1. Supposons, qu’il existe j P rr 1 ; n ss, dimpEλj q ą 1, alors
n
ř

k“1
dimpEλk puqq ą n. Ce qui est absurde. Donc pour tout j P rr 1 ; n ss, dimpEλj q “ 1.

Exemples 5. 1. La matrice A “

¨

˝

1 2 3
0 4 8
0 0 5

˛

‚ est elle diagonalisable ? Si oui diagonalisez-la.

2. Soit f : P ÞÑ P ` 5P 2p0qX2 ` 4P 1p1qX ` P p2q où f P L pR2rXsq, f est-il diagonalisable ? Si oui diagonalisez-le.

In n’a pas n valeurs propres, C de l’exemple 4 n’a pas 3 valeurs propres, mais In et C sont diagonalisables.

Péril imminent c’est une condition suffisante mais non nécessaire

Si M est symétrique et à coefficients réels, alors M est diagonalisable. (sera revu plus tard et complété)
Astuce : matrices symétriques réelles

‚ La matrice J P MnpKq avec que des 1 est diagonalisable, la diagonaliser.

‚ Est-ce que M “

ˆ

1 i
i ´1

˙

est diagonalisable ?

Exemples de matrices symétriques

3 Méthodes

Si pXnqn est une suite à valeurs dans Mp,1pKq telle que pour tout n P N, Xn`1 “ AXn, alors (par récurrence)
Xn “ AnX0. Si A est diagonalisable, on sait calculer An et donc Xn.

Comment déterminer l’expression d’une suite récurrente matricielle ?

Si on a l’équation différentielle X 1 “ AX avec X P Mn,1pKq à résoudre avec A “ PDP ´1 diagonalisable, alors
X 1 “ AX ssi X 1 “ PDP ´1X ssi P ´1X 1 “ DP ´1X ssi Y 1 “ DY avec Y “ P ´1X. Or, si D est diagonale,
Y 1 “ DY se résout facilement.

Comment résoudre un système d’équations différentielles linéaires ?

Si A “ PDP ´1, alors B commute avec A ssi P ´1BP commute avec D. Or, déterminer les matrices qui commutent
avec D est plus facile si D est diagonale.

Comment déterminer les matrices qui commutent avec A ?

Soit P “
d
ř

k“0
akXk P KrXs et R l’ensemble des racines de P .

Pour u P L pEq, si
d
ř

k“0
akuk “ 0L pEq, alors Sppuq Ă R. Pour A P MnpKq, si

d
ř

k“0
akAk “ 0n, alors SppAq Ă R.

Comment obtenir de potentielles valeurs propres avec un polynôme annulateur (hors programme) ?
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Justification de l’inclusion : soit A P MnpKq et P “
d
ř

k“0
akXk P KrXs. Notons R l’ensemble des racines de P .

Supposons
d
ř

k“0
akAk “ 0n et montrons SppAq Ă R. Soit λ P SppAq, alors par définition d’une valeur propre, il existe

X P Mn,1pKq tel que AX “ λX et X ‰ 0n,1. Comme
d
ř

k“0
akAk “ 0n en multipliant cette inégalité par X à droite, on

obtient :
d
ř

k“0
akAkX “ 0n,1. Notons pour k P N : «AkX “ λkX». Pour k “ 0, A0X “ InX “ X et λ0X “ 1X “ X, ainsi,

Pp0q est vraie. Soit k P N. Supposons Ppkq vraie, alors

Ak`1X “ ApAkXq “ ApλkXq “ λkAX “ λkpλXq “ λk`1X

De sorte que Ppk ` 1q vraie. Par récurrence, pour tout k P N, AkX “ λkX. Donc
d
ř

k“0
akλkX “ 0n,1, ainsi, P pλqX “ 0n,1,

or X ‰ 0n,1 donc P pλq “ 0, ainsi, λ est une racine de P et λ P R. SppAq Ă R.
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