
Intégrale sur un segment

Exercice 1 (‹ Cou ©). Dériver (si possible) x ÞÑ

ż e x

x2
e ´t2 dt.

Exercice 2 ( ‹‹ Rai ©). Soit pa, bq P R avec a ă b, pf, gq P C 0pr a ; b s ,Rq2

avec g positive. Montrer qu’il existe c P r a ; b s tel que
ż b

a
fg “ fpcq

ż b

a
g

Exercice 3 (‹ Cou, Mod ©). Étudier la limite de
n´1
ř

k“0

k

n2 e ´k{n.

Exercice 4 (‹ ‹ ‹ Rec). Étudier la limite de la suite punqnPN˚ , où, pour

tout n P N˚, un “

ż π

0

n sinpxq

x ` n
dx

Exercice 5 ( ‹‹ Rai Cal). Soit n P N, on note Wn “

ż π
2

0
cosnpxq dx

1. Montrer que Wn ą 0.

2. Montrer que Wn “

ż π
2

0
sinnptq dt.

3. Montrer que la suite pWnqnPN est strictement décroissante.

4. En intégrant par parties Wn`2 “

ż π
2

0
cosn`1ptq ˆ cosptq dt, démontrer

que Wn`2 “
n ` 1
n ` 2Wn

5. En déduire une expression de W2n et de W2n`1.

6. Montrer que la suite pWnWn`1pn`1qqnPN est constante et en déduire
sa valeur.

7. Montrer que Wn`1 „
`8

Wn

8. Montrer finalement que Wn „
`8

c

π

2n

9. En admettant qu’il existe C ą 0 tel que n! „ C
´n

e

¯n ?
n, déterminer

la valeur de C.

Convergence des intégrales

Exercice 6 (‹ Cou ©). Étudier la nature des intégrales (avec a et b des
réels strictement positifs)

ż `8

0

sinptq3

1 ` t2 dt1.
ż `8

0
x ` 2 ´

?
x2 ` 4x ` 1 dx2.

ż 1

0

t

lnptq
dt3.

ż `8

0

e ´ax ´ e ´bx

x
dx.4.

ż `8

0
x´ lnpxq dx5.

ż `8

0

e ´t

3 ` sinptq
dt6.

ż `8

1

dt

4t3 ` cosplnp8 ` arctanpe tqq
7.

ż `8

1

lnptq

t
dt8. ‹‹

ż `8

0

lnpxq

x ` e x
dx9.

ż `8

0

cosptq ´ 1
t2 dt10.

ż e

1

lnptq

t ´ 1 dt.11.

Exercice 7 (‹ Cal). Monter la convergence des intégrales et calculer leur
valeur.

ż `8

1

1
tp1 ` tq

dt1. ‹‹

ż 1

0

lnptq
?

1 ´ t
dt2.

ż 0

´8

e te e t dt3.
ż `8

0

dt

pe t ` 1qpe ´t ` 1q
4.

ż 1

0

lnp1 ´ t2q

t2 dt5.
ż `8

0
e ´t cosptq dt6.

ż 1

0
tn lnptq dt où n P N.7.

ż `8

0

e ´
?

x

?
x

dx8.
ż `8

0

1
t2 ` 9 dt.9.

ż `8

0
t2e ´t dt.10.

Exercice 8 (‹ Cal ©). 1. Démontrer que
ż `8

0

lnptq

1 ` t2 dt converge.

2. Comparer
ż 1

0

lnptq

1 ` t2 dt et
ż `8

1

lnptq

1 ` t2 dt.

3. Que vaut
ż `8

0

lnptq

1 ` t2 dt ?

Exercice 9 (‹ ‹ ‹ Rec, Rai ©). 1. Justifier que
ż `8

0

sin3ptq

t2 dt converge.
On note I sa valeur.

2. Linéariser sin3pxq

3. Montrer que I “
3
4 lim

xÑ0

ż 3x

x

sinptq

t2 dt
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4. Montrer que t ÞÑ
sinptq ´ t

t2 est prolongeable par continuité en 0.

5. En déduire I.

Exercice 10 (‹ ‹ ‹ Rai). 1. Soit f une fonction continue sur r a ; `8 r,

soit α ą 1, montrer que si x´αfpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0, alors
ż `8

a
f converge.

2. Montrer que si x´αfpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

`8 avec α P s 0 ; 1 r. alors
ż `8

a
f

diverge

3. Nature 1 de
ż `8

e

1
xα lnβpxq

dx en fonction de pα, βq P R2.

4. Nature de
ż e ´1

0

1
xα| lnpxq|β

dx en fonction de pα, βq P R2.

Exercice 11 (‹‹ Rai, Cal). 1. Soit n P N˚, montrer que l’intégrale

In “

ż `8

0

1
p1 ` t2qn

dt converge.

2. À l’aide d’une intégration par parties, déterminer une relation entre
In`1 et In.

3. Déterminer la valeur de In.

Exercice 12 (‹ ‹ ‹ Rec ©). Nature de l’intégrale
ż `8

1
cospx2q dx.

Exercice 13 ( ‹ Rai ©). Pour x P R,

1. Démontrer qu’il existe A ą 0 tel que pour tout t ě A, tx´1e ´t ď
1
t2

2. Étudier la convergence de
ż `8

A
tx´1e ´t dt.

3. Étudier la convergence de
ż A

0
tx´1e ´t dt.

On en conclut que pour tout x ą 0,
ż `8

0
tx´1e ´t dt converge, on note Γpxq

la valeur de cette intégrale.
4. Soit x ą 0, exprimer Γpx ` 1q en fonction de Γpxq.
5. Pour n P N˚, calculer Γpnq.

1. Appelées intégrales de Bertrand, ne sont pas au programme.

6. À l’aide de la valeur de
ż `8

´8

e ´ x2
2 dx, calculer Γp1{2q.

Exercice 14 (‹‹ Rai). Étudier en fonction de pα, βq P R2, la nature de
ż `8

0

1
xαp1 ` xβq

dx.

Intégrales absolument convergentes

Exercice 15 ( ‹‹ Rec ©). Considérons l’intégrale
ż `8

0

sin t

t
dt

1. Montrer que cette intégrale converge l’aide d’une intégration par par-
ties. On note D sa valeur.

2. Montrer que pour tout N P N˚ et k P rr 1 ; n ss on a
ż kπ

pk´1qπ
| sinptq| ě 2.

3. Montrer que pour tout N P N˚ on a
ż Nπ

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin t

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ě
2
π

N
ř

k“1

1
k

4. En déduire que l’intégrale ne converge pas absolument.
D est donc un exemple d’intégrale convergente mais qui ne converge pas
absolument.

5. Soit n P N, on note In “

ż π
2

0

sin pp2n ` 1qtq

sinptq
dt et Jn “

ż π
2

0

sin pp2n ` 1qtq

t
dt. Justifier que In et Jn sont bien définies pour

tout n P N.
6. Calculer, pour tout n P N,In`1 ´ In puis montrer que In “

π

2 .

On rappelle que sin a ´ sin b “ 2 sin a ´ b

2 cos a ` b

2 .

7. Soit φ une fonction de classe C 1 sur
”

0 ; π

2

ı

, à l’aide d’une intégration
par parties, montrer que

ż π
2

0
φptq sin pp2n ` 1qtq dt ÝÝÝÑ

nÑ8
0

8. Montrer que la fonction φ : t ÞÑ
1
t

´
1

sinptq
est prolongeable en une

fonction de classe C 1 sur
”

0 ; π

2

ı

. En déduire que Jn ´ In ÝÝÝÑ
nÑ8

“ 0.
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9. En utilisant un changement de variable, montrer que Jn ÝÝÝÑ
nÑ8

D puis
en déduire la valeur de D.

Exercice 16 (‹‹ Rai). Soit f : t ÞÑ
lnptq

a2 ` t2 où a ‰ 0.

1. Montrer que
ż `8

0
f converge absolument.

On pose gpaq “

ż `8

0

lnptq

a2 ` t2 dt.

2. Calculer gp1q

3. Calculer gpaq pour a ‰ 0

Exercice 17 (‹‹ Cou, Rai, Rec ©). On note L1pIq l’ensemble des fonctions
f continues sur I telles que

ż

I
f converge absolument et L2pIq l’ensemble

des fonctions f continue sur I telles que
ż

I
f2 converge.

1. Montrer que L2pIq est un espace vectoriel.
2. Montrer L2ps 0 ; 1 rq Ă L1ps 0 ; 1 rq.
3. Est-ce que L2pIq Ă L1pIq pour n’importe quel intervalle I ?

Divers

Exercice 18 (‹‹‹ Rai, Rec ©). Soit x P R, montrer qu’il existe un unique

apxq P R tel que
ż apxq

x
e t2 dt “ 1, montrer que x ÞÑ apxq est de classe C 1

sur R. Donner un équivalent de apxq quand x tend vers `8.

Exercice 19 ( ‹‹ Rec, Rai). Pour n P N et x P r ´1 ; 1 s, Tnpxq “

cospn arccospxqq.

1. Dans E “ C 0pr ´1 ; 1 s ,Rq on pose xf, gy “

ż 1

´1

fpxqgpxq
?

1 ´ x2 dx montrer

que l’intégrale définissant xf, gy converge.

2. Montrer que pour tout pf, gq P E2, xf, gy “

ż π

0
fpcospθqqgpcospθqqdθ.

3. Montrer que Tn`1pxq “ 2xTnpxq ´ Tn´1pxq pour tout n P N˚ et
x P r ´1 ; 1 s.

4. Montrer que xTn, Tmy “ 0 si n ‰ m.

5. Calculer xTn, Tny.
6. Montrer que la famille pT0, T1, . . . , Tnq est libre.

Exercice 20 ( ‹ ‹ ‹ Rai, Cal, Rec ©). Dans cet exercice, on reprendra les
notations et les résultats de l’exercice 5.

1. Démontrer que
ż `8

0
e ´x2 dx converge.

2. Montrer que pour tout x ą ´1, lnp1 ` xq ď u.

3. Montrer que
ż

?
n

0

ˆ

1 ´
t2

n

˙n

dt ď

ż

?
n

0
e ´x2 dx.

4. En déduire que
?

nW2n`1 ď

ż

?
n

0
e ´x2 dx

5. Montrer que, pour tout x P R, e ´x2
ď

ˆ

1 `
x2

n

˙´n

6. Montrer qu’il existe p P N et B P R tel que
ż

?
n

0

ˆ

1 `
t2

n

˙´n

dt “

?
n

ż B

0
cos2pptq dt.

7. En déduire que
ż

?
n

0
e ´x2 dx ď

?
nW2n´2

8. En déduire la valeur de
ż `8

0
e ´x2 dx puis celle de

ż `8

´8

e ´ x2
2 dx.
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