Intégrale sur un segment Convergence des intégrales

Exercice 6 (x Cou ©). Etudier la nature des intégrales (avec a et b des
réels strictement positifs)

+90 gin (4)3 +00
1.j SH:S) dt 2.f T+2—+Va2+4x+1da

ex
Exercice 1 (x Cou ©). Dériver (si possible) z — J et dt.
2

. . . 1+ ¢2
Exercice 2 (@** Rai ©). Soit (a,b) € R avec a < b, (f,g)be ‘50([a;b]b,R)2 0 ) t 0+Ooe_ax b o o
— PR — 1n(x
avec g positive. Montrer qu’il existe ¢ € [a;b] tel que f fg= f(c)f g 3. fo In(t) dt 4. fo T dz. 5. L v do
a a +00 eft +00 dt
6. f S P f
) n—1 o 3 +sin(t) 1 4t3 + cos(In(8 + arctan(et))
Exercice 3 (» Cou, Mod ©). Etudier la limite de kgo ﬁe*k/”. N j“’oln(t) dat 9. xx J*OO In(x) da lo‘j“’) cos(t) — 1 &
1 0 r+e¥ 0 t2
. “In(t)
Exercice 4 (x » x Rec). Etudier la limite de la suite (uy)nens, ol, pour 11.j 1 dt.
T nsin(z) L
tout ne N*, u, = | ——~dx . L
0o T+n Exercice 7 (» Cal). Monter la convergence des intégrales et calculer leur
valeur.
3 o1 L n(t) 0
Exercice 5 (5** Rai Cal). Soit n € N, on note W,, = fo cos™(z) dx L. D) dt 2. xx o VI—1 dt 3. 7006 e dt
1. Mont W, > 0 1 roo at 5 flln(l_tQ) dt
. Montrer que W, 3 ), e ) 2
z +00 1
2. Montrer que W, = f sin™(t) dt. 6. J e tcos(t) dt 7. J t"In(t) dt ou n € N.
0 0 0
3. Montrer que la suite (W),),en est strictement décroissante. S fﬂoG_ﬁ du 9 fﬂo 5 1 dt. 10.f+oot2e —t J¢.
z 0 VT o t°+9 0
4. En intégrant par parties W, o = J cos"T1(t) x cos(t) dt, démontrer 2 In(t)
ntl 0 Exercice 8 (x Cal ©). 1. Démontrer que f 5 dt converge.
n+2 n
n+ 2 1 +00
In(t) n(t)
5. En déduire une expression de Ws,, et de Wo,, 1 1. 2. Comparer o 1122 dt et L 1+ dt.
6. Montrer que la suite (W,,W,,1(n+1))nen est constante et en déduire 3. Q . O In(t) o
sa valeur. - lie vau Jo 14+¢2
7. Montrer que Wy41 ~ W, +00 sin3(t)
e Exercice 9 (x x x Rec, Rai ©). 1. Justifier que f 2 dt converge.
0
8. Montrer finalement que W, o QL On note I sa valeur.
n

-~ 2. Linéariser sin®(z)
9. En admettant qu’il existe C > 0 tel que n! ~ C' (—) \/n, déterminer
e

la valeur de C.

sin(t)

o di

3 3z
3. Montrer que I = - lim f
4 z—0 z
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sin(t) —t N O g2
4. Montrer que t — (tg est prolongeable par continuité en 0. 6. A 'aide de la valeur de f e 2 dx, calculer T'(1/2).
e
5. En déduire 1. .
Exercice 14 (x* Rai). Etudier en fonction de (o, ) € R?, la nature de
Exercice 10 (» » + Rai). 1. Soit f une fonction continue sur [a;+o0 ], J“’O 1 4
+00 71 a3 4z.
soit @ > 1, montrer que si ™ f(x) — 0, alors f converge. o (1 + 2P)
Tr—>

a

+00
2. Montrer que si 27 °f(z) —— +o0 avec a € ]0;1[. alors f ¢ Intégrales absolument convergentes

r—+00
diverge tOgint
+00 1 ) Exercice 15 (5** Rec ©). Considérons 'intégrale J —dt
3. Nature! de J ——5— da en fonction de (o, B) € R2. g U
e x*In"(z) 1. Montrer que cette intégrale converge ’aide d’une intégration par par-
e ! ties. On note D sa valeur.
4. Nature de J 1] 3 dx en fonction de (o, 3) € R2. kn
o 2%|In(z)] 2. Montrer que pour tout N e N*et ke [1;n] ona f |sin(t)| = 2.
Exercice 11 (x* Rai, Cal). 1. Soit n € N* montrer que l'intégrale (k=)
ol N7 | sint 2 N1
I, = f ——__ dt converge. 3. Montrer que pour tout N € N* on a f — | dt == > -
o (1+2)n 0 =1k
2. A l'aide d’une intégration par parties, déterminer une relation entre 4. En déduire que 'intégrale ne converge pas absolument.
I,iq et I,. D est donc un exemple d’intégrale convergente mais qui ne converge pas
3. Déterminer la valeur de I,,. absolument. _
. 28in ((2n + 1)t
. o T 5 5. Soit n» € N, on note I, = J M dt et J, =
Exercice 12 (x x » Rec ©). Nature de l'intégrale cos(z?) dx. 0 sin(t)

dt. Justifier que I,, et J, sont bien définies pour

1 fg sin ((2n + 1)t)

Exercice 13 (é* Rai ©). Pour z € R, 0 t
tout n € N.
4 Tl —1,—t T
1. Démontrer qu’il existe A > 0 tel que pour tout ¢ > A, e ™" < 2 6. Calculer, pour tout n € N,I,, 1 — I,, puis montrer que I,, = 5
o e a—b a+b
2. Etudier la convergence de t*" et dt. On rappelle que sina — sinb = 2sin 5 cos 5
A
T
3. Etudier la convergence de fAtxlet dt. 7. Soit ¢ ur'le fonction de classe € sur [0; 5 ], a l'aide d’une intégration
0 par parties, montrer que
+00
On en conclut que pour tout z > 0, J t*~le~tdt converge, on note I'(z) 3
o 0 j (t)sin ((2n + 1)t) dt —— 0
la valeur de cette intégrale. 0 n—00
4. Soit x > 0, exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(z). 1 1
5. Pour n € N*, calculer T'(n). 8. Montrer que la fonction ¢ : ¢ — il @ est prolongeable en une
. ™ ;1.
1. Appelées intégrales de Bertrand, ne sont pas au programme. fonction de classe ¢! sur [03 b) ] En déduire que J, — I, o 0.

loic.devilliers@proton.me 2BCPST?2 lycée Saint-Louis, 25-26, TD9 2


loic.devilliers@proton.me

9. En utilisant un changement de variable, montrer que J, — D puis
n—

en déduire la valeur de D.

In(¢
Exercice 16 (x* Rai). Soit f: t— zni
a® +

2 ou a # 0.

+00
1. Montrer que J f converge absolument.
0

O In(t)
On pose g(a) = fo 21

2. Calculer ¢(1)
3. Calculer g(a) pour a # 0

dt.

Exercice 17 (x»+x Cou, Rai, Rec ©). On note L!(I) 'ensemble des fonctions

f continues sur I telles que | f converge absolument et L?(I) ’ensemble

des fonctions f continue sur I telles que J f? converge.
I

1. Montrer que L?(I) est un espace vectoriel.
2. Montrer L2(]0;1[) = L*(]0;1]).
3. Bst-ce que L?(I) = L'(I) pour n’importe quel intervalle I ?

5. Calculer {(T,,,T},).

6. Montrer que la famille (Ty, T1,...,T,) est libre.

Exercice 20 (<§* ** Rai, Cal, Rec ©). Dans cet exercice, on reprendra les
notations et les résultats de ’exercice 5.
+00

, 2
1. Démontrer quef e ™% dx converge.

0
2. Montrer que pour tout z > —1, In(1 + z) < u.

Vi 2\" vn 2
3. Montrer que J (1 — ) dt < f e " dx.

0 n 0
\/E 2
4. En déduire que /nWop, 11 < f e " dx
0

2 —Nn
x
5. Montrer que, pour tout x € R, e v < <1 + )
n

Vn 2\ 7"
6. Montrer qu’il existe p € N et B € R tel que J (1 + ) dt =
0
B

cos?P(t) dt.

),
Vn

7. En déduire que f e~ dr < VnWap_o
0

Divers
i . +00 9 . +00 7ﬁ
Exercice 18 (% Rai, Rec ©). Soit x € R, montrer qu’il existe un unique 8. En déduire la valeur de L e " dz puis celle de J " e” 7 da.
a(z) N
a(z) € R tel que et dt = 1, montrer que x — a(x) est de classe €
x
sur R. Donner un équivalent de a(z) quand x tend vers +o0.
Exercice 19 (‘5** Rec, Rai). Pour n € N et x € [—1;1], Ty(x) =
cos(n arccos(x)).
1
1. Dans E = €°([—1:;1],R) on pose {f, =J de montrer
([ I, R) on pose {f,g) Vg
que l'intégrale définissant {f, gy converge.
s
2. Montrer que pour tout (f,g) € E2, {f,g) = J f(cos(6))g(cos(8))db.
0
3. Montrer que Ty,i1(x) = 22T,(x) — Th—1(x) pour tout n € N* et
xe[—-1;1].
4. Montrer que {T},, T;,,» = 0 si n # m.
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