Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3.

Correction de ’exercice 4. 1. f est une fonction positive sur R, continue sur R\{2, 3}. f f converge et

+00

vaut 0 (car f est nulle sur | -00;2]) f

3
f converge et vaut 0 (car f est nulle sur | 3;+00 (). f f converge
3 2

2 +00
(car t — gt est continue sur [2;3]). Ainsi, f f converge. De plus,
—00

[“reya=[" o [Zrars fo- [tg]z’ .

Ainsi, f est une densité de probabilité. Pour g, on reconnait une densité d’une loi uniforme sur [—1;1].

2. Comme X et Y sont a densité et indépendantes, X +Y est aussi a densité, dont une densité est la fonction
définie, pour tout x € R, par :

N IR R I THRCE TR R

Comme 11[2;3](t) =0sit<2ousit> 3, on découpe 'intégrale en trois morceaux par Chasles :

2 3

¢ ¢
: _dt+ | L
5 1y(e =) +J5

0=, 2
L;n (-t dt
|

+OOt
3

Soit t € [2;3]. Alors Ij_j,qj(z —t) =1ssiz—te[-1;1]ssi-1<a—t<Issi—-l-ax<—-t<1l-x
ssmc—l<t<m+1s51te[:1:—1;:z:+1].

Ainsi,
hz) :f Lapn
[2;3]~[z—1;2+1]9

On va donc étudier U'intersection des intervalles [2;3] et [x — 1;2 + 1], ce qui explique I"apparition de
différents cas suivant la valeur de z.

e Sixz <1oux >4, lesintervalles [2;3] et [z —1;2 + 1] sont disjoints, donc
h(z) =0

e Size[2;3],alors [2;3]c[z—1;2+ 1], dou

3¢ 271 1
ha :fdt:[] _ 1
() 2 5 0], 2

e Size]|l;2[,alors [2;3]n[z—1;z+1]=[2;z+1], dou

z+1 2 o+l 2 _
h(x)zj P {t} _(@+1)"—4
0], 10

e Size]3;4[,alors [2;3]n[z—1;z+1]=[z—1;3], dou

3¢ t2 9—(x—1)>2
h(x) = L_15 dt = |:1O:|x_1 = 710
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( 0 si r<loux>4
1)?2—4
<$+1()) si re|l;2]
Ainsi, h: z — < 1 est une densité de X + Y.
= si re[2;
9—( ; 1)2
| + si re]3;4]
le
e N
1 2 3 4
+00
3. Ne pas tenter de calculer J h(z) dz c’est possible mais, y a plus court! Comme Y € % ([—1;1]), Y
—00
-1+1
admet une espérance et E(Y) = 5 = 0. De plus, la fonction z — x f(x) est nulle en dehors de [2;3]
+00
et est continue sur [ 2;3]. Ainsi, f xf(z)dz converge absolument et X admet une espérance qui vaut :
—o0
+00 39 .2 373
2 2 27—-8 38
E(X)zf .Tf(ﬂ?)dl’Zdex: iy QR S = —
. 2 b 15 |, 15 15
o S , 38 38
Ainsi, par linéarité, X + Y admet une espérance et E(X +Y) =E(X) + E(Y) = T 0= 5
Correction de ’exercice 5.
Correction de I’exercice 6.
Correction de ’exercice 7.
Correction de I’exercice 8.
Correction de ’exercice 9.
Correction de I’exercice 10.
Correction de ’exercice 11.
Correction de I’exercice 12.
Correction de ’exercice 13.
Correction de I’exercice 14. 1. Soit z € R, en utilisant la croissance stricte d’exponentielle,

Fy(z)=P(U <z) =P(In(X/r) <z) =P(X/r <e®) =P(X <re”) = Fx(re®)
Or, d’apres le cours, comme X ~ % (]0;r]), Fx:y— L_g]l[o;r](y) + 1}y, 400((y), donc
r—

re®

Fy(z) = —=1jo;7)(re®) + 1y 1oo [ (re”)

Or, re® < r ssi x < 0. Ainsi, si <0, Fy(z) = e® et si x > 0, Fy(x) = 1. On observe que x — 1 est ¢
sur R* et z +— e® est €' sur R* donc Fyy est de classe € sur R*. De plus, si x > 0, Fy(z) = 1 — let

z—0
six <0, Fy(z) = e® ——=1 (par continuité d’exponentielle en 0), ainsi, Fi7(z) - 1 = Fy(0), ainsi,
z—0~ T—

Fy est continue en 0 et donc continue sur R, ainsi, U est une variable aléatoire a densité et une densité
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de U est donnée par f(zx) = Ff;(x) pour x # 0 et f(0) = 0 (valeur arbitraire), ainsi, f: 2 — e®lpx () est

une densité de U.

De méme,

P(Y >re ™) =1

—P(Y <re ®)=1—Fy(e™ ™)

(comme Y est a densité, Fy(a) = P(Y < a) =P(Y < a) pour tout a € R), ainsi,

Fv(a?) =1-

re * —0

r—0 Lig;ry(re™) —

]l]r;+oo [(7’6 72:)

Ainsi, six > 0, Fy(z) =1 —e " et sixz <0, Fy(x) = 0. Bref, Fyy: v — (1 —e™*)1g, (z). On reconnait
que V ~ &(1) et donc g: x — e 1g, (x) est une densité de V.

2. Comme U et V sont indépendantes, d’apres le cours U + V admet comme densité la fonction :

mfojﬂm@o&:f

+00

—00

et]l]Rf(t)e_(a”_t)]l]RgJr (x —t)dt

Soit x € R, alors comme Ipsxy =1sit<0et0sit>0,on coupe Iintégrale en deux par Chasles :

0
h(x) =J el 1 e ™™g, (v —t) dt+f
—00

Soit e Rett <0, I, (z —

+00

0

et 0 e g, (z —t)dt =J

0
e TR (z—t)dt

—ao0

t) =1ssix—1t=>0ssit<z (commet est négatif, on remarque que cette

condition est automatiquement vérifiée si x > 0, on distingue donc les cas).
e Siz >0, alors pour tout t € | ~00;0], t <0 < x de sorte que x — t > 0, ainsi,

0 1 0 e
h(ZU) _ J e—x+2t .1dt = [e—a:+2t] _
w 2 .

—x

2

e Siz <0, alors il y a deux cas possibles : t € | ~00;z ] (et dans ce cas t < z et 'indicatrice vaut 1) ou
te]x;0] (et dans ce cas t > z et I'indicatrice vaut 0). On coupe alors 'intégrale en deux par Chasles :

1
Donc h(z) = {2ez+2t
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Dans tous, les cas, on a montré que h(z) =

T 0
h(z) = f e T2 1 de —I—J e T2 .0 dt
) x
eZE
?.
e7|x| ef|x‘

est une densité de X + Y.
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