
Correction de l’exercice 1.

Correction de l’exercice 2.

Correction de l’exercice 3.

Correction de l’exercice 4. 1. f est une fonction positive sur R, continue sur Rzt2, 3u.
ż 2

´8

f converge et

vaut 0 (car f est nulle sur s ´8 ; 2 r)
ż `8

3
f converge et vaut 0 (car f est nulle sur s 3 ; `8 r).

ż 3

2
f converge

(car t ÞÑ
2
5 t est continue sur r 2 ; 3 s). Ainsi,

ż `8

´8

f converge. De plus,

ż `8

´8

fptq dt “

ż 2

´8

0 `

ż 3

2

2
5 t dt `

ż

3
0 “

„

t2

5

ȷ3

2
“ 1

Ainsi, f est une densité de probabilité. Pour g, on reconnait une densité d’une loi uniforme sur r ´1 ; 1 s.
2. Comme X et Y sont à densité et indépendantes, X `Y est aussi à densité, dont une densité est la fonction

définie, pour tout x P R, par :

hpxq “

ż `8

´8

fptqgpx ´ tq dt “

ż `8

´8

2t

5 1r 2 ; 3 sptq
1
21r ´1 ; 1 spx ´ tq dt

Comme 1r 2 ; 3 sptq “ 0 si t ă 2 ou si t ą 3, on découpe l’intégrale en trois morceaux par Chasles :

hpxq “

ż 2

´8

t

5 ¨ 0 ¨ 1r ´1 ; 1 spx ´ tq dt `

ż 3

2

t

5 ¨ 1 ¨ 1r ´1 ; 1 spx ´ tq dt `

ż `8

3

t

5 ¨ 0 ¨ 1r ´1 ; 1 spx ´ tq dt

“

ż 3

2

t

51r ´1 ; 1 spx ´ tq dt

Soit t P r 2 ; 3 s. Alors 1r ´1 ; 1 spx ´ tq “ 1 ssi x ´ t P r ´1 ; 1 s ssi ´1 ď x ´ t ď 1 ssi ´1 ´ x ď ´t ď 1 ´ x
ssi x ´ 1 ď t ď x ` 1 ssi t P r x ´ 1 ; x ` 1 s.
Ainsi,

hpxq “

ż

r 2 ; 3 sXr x´1 ; x`1 s

t

5 dt

On va donc étudier l’intersection des intervalles r 2 ; 3 s et r x ´ 1 ; x ` 1 s, ce qui explique l’apparition de
différents cas suivant la valeur de x.

‚ Si x ă 1 ou x ą 4, les intervalles r 2 ; 3 s et r x ´ 1 ; x ` 1 s sont disjoints, donc

hpxq “ 0

‚ Si x P r 2 ; 3 s, alors r 2 ; 3 s Ă r x ´ 1 ; x ` 1 s, d’où

hpxq “

ż 3

2

t

5 dt “

„

t2

10

ȷ3

2
“

1
2

‚ Si x P s 1 ; 2 r, alors r 2 ; 3 s X r x ´ 1 ; x ` 1 s “ r 2 ; x ` 1 s, d’où

hpxq “

ż x`1

2

t

5 dt “

„

t2

10

ȷx`1

2
“

px ` 1q2 ´ 4
10

‚ Si x P s 3 ; 4 r, alors r 2 ; 3 s X r x ´ 1 ; x ` 1 s “ r x ´ 1 ; 3 s, d’où

hpxq “

ż 3

x´1

t

5 dt “

„

t2

10

ȷ3

x´1
“

9 ´ px ´ 1q2

10
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Ainsi, h : x ÞÑ

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si x ă 1 ou x ą 4
px ` 1q2 ´ 4

10 si x P s 1 ; 2 r

1
2 si x P r 2 ; 3 s

9 ´ px ´ 1q2

10 si x P s 3 ; 4 r

est une densité de X ` Y .

‚1

‚
1

‚
2

‚
3

‚
4

3. Ne pas tenter de calculer
ż `8

´8

hpxq dx c’est possible mais, y a plus court ! Comme Y P U pr ´1 ; 1 sq, Y

admet une espérance et EpY q “
´1 ` 1

2 “ 0. De plus, la fonction x ÞÑ xfpxq est nulle en dehors de r 2 ; 3 s

et est continue sur r 2 ; 3 s. Ainsi,
ż `8

´8

xfpxq dx converge absolument et X admet une espérance qui vaut :

EpXq “

ż `8

´8

xfpxq dx “

ż 3

2

2x2

5 dx “

„

2x3

15

ȷ3

2
“ 2 ¨

27 ´ 8
15 “

38
15

Ainsi, par linéarité, X ` Y admet une espérance et EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q “
38
15 ` 0 “

38
15.

Correction de l’exercice 5.

Correction de l’exercice 6.

Correction de l’exercice 7.

Correction de l’exercice 8.

Correction de l’exercice 9.

Correction de l’exercice 10.

Correction de l’exercice 11.

Correction de l’exercice 12.

Correction de l’exercice 13.

Correction de l’exercice 14. 1. Soit x P R, en utilisant la croissance stricte d’exponentielle,

FU pxq “ PpU ď xq “ PplnpX{rq ď xq “ PpX{r ď e xq “ PpX ď re xq “ FXpre xq

Or, d’après le cours, comme X „ U ps 0 ; r sq, FX : y ÞÑ
y ´ 0
r ´ 01r 0 ; r spyq ` 1s r ; `8 rpyq, donc

FU pxq “
re x

r
1r 0 ; r spre xq ` 1s r ; `8 rpre xq

Or, re x ď r ssi x ď 0. Ainsi, si x ď 0, FU pxq “ e x et si x ą 0, FU pxq “ 1. On observe que x ÞÑ 1 est C 1

sur R˚
` et x ÞÑ e x est C 1 sur R˚

´ donc FU est de classe C 1 sur R˚. De plus, si x ą 0, FU pxq “ 1 ÝÝÝÝÑ
xÑ0`

1 et
si x ď 0, FU pxq “ e x ÝÝÝÝÑ

xÑ0´
“ 1 (par continuité d’exponentielle en 0), ainsi, FU pxq ÝÝÝÑ

xÑ0
1 “ FU p0q, ainsi,

FU est continue en 0 et donc continue sur R, ainsi, U est une variable aléatoire à densité et une densité
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de U est donnée par fpxq “ F 1
U pxq pour x ‰ 0 et fp0q “ 0 (valeur arbitraire), ainsi, f : x ÞÑ e x1R˚

´
pxq est

une densité de U .
De même,

FV pxq “ PpV ď xq “ Pp´ lnpY {rq ď xq “ PpY ě re ´xq “ 1 ´ PpY ă re ´xq “ 1 ´ FY pe ´xq

(comme Y est à densité, FY paq “ PpY ď aq “ PpY ă aq pour tout a P R), ainsi,

FV pxq “ 1 ´
re ´x ´ 0

r ´ 0 1r 0 ; r spre ´xq ´ 1s r ; `8 rpre ´xq

Ainsi, si x ě 0, FV pxq “ 1 ´ e ´x et si x ă 0, FV pxq “ 0. Bref, FV : x ÞÑ p1 ´ e ´xq1R`
pxq. On reconnaît

que V „ E p1q et donc g : x ÞÑ e ´x1R`
pxq est une densité de V .

2. Comme U et V sont indépendantes, d’après le cours U ` V admet comme densité la fonction :

h : x ÞÑ

ż `8

´8

fptqgpx ´ tq dt “

ż `8

´8

e t1R˚
´

ptqe ´px´tq1R`
px ´ tq dt

Soit x P R, alors comme 1R˚
´

ptq “ 1 si t ă 0 et 0 si t ě 0, on coupe l’intégrale en deux par Chasles :

hpxq “

ż 0

´8

e t ¨ 1 ¨ e ´x`t1R`
px ´ tq dt `

ż `8

0
e t ¨ 0 ¨ e ´x`t1R`

px ´ tq dt “

ż 0

´8

e ´x`2t1R`
px ´ tq dt

Soit x P R et t ď 0, 1R`
px ´ tq “ 1 ssi x ´ t ě 0 ssi t ď x (comme t est négatif, on remarque que cette

condition est automatiquement vérifiée si x ě 0, on distingue donc les cas).
‚ Si x ě 0, alors pour tout t P s ´8 ; 0 s, t ď 0 ď x de sorte que x ´ t ě 0, ainsi,

hpxq “

ż 0

´8

e ´x`2t ¨ 1 dt “

„

1
2e ´x`2t

ȷ0

´8

“
e ´x

2

‚ Si x ă 0, alors il y a deux cas possibles : t P s ´8 ; x s (et dans ce cas t ď x et l’indicatrice vaut 1) ou
t P s x ; 0 s (et dans ce cas t ą x et l’indicatrice vaut 0). On coupe alors l’intégrale en deux par Chasles :

hpxq “

ż x

´8

e ´x`2t ¨ 1 dt `

ż 0

x
e ´x`2t ¨ 0 dt

Donc hpxq “

„

1
2e ´x`2t

ȷx

´8

“
e x

2 .

Dans tous, les cas, on a montré que hpxq “
e ´|x|

2 , ainsi x ÞÑ
e ´|x|

2 est une densité de X ` Y .
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