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1 Loi faible des grands nombres

)
Déﬁnition de la moyenne empirique et de la variance empirique d’un n-uplet de variables aléatoires

n
Soit X, ..., X, des variables aléatoires. On appelle moyenne empirique M, = — > Xy, écart-type empirique
k=1

1 2 12
Sp = \/— S (X), — M,)? et variance empirique 5,2 = = 3 (X, — M,)".
k=1 =1

Remarque 1. Si X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes, admettent toutes la méme espérance u et toutes la
méme variance o2, alors M,, admet aussi une espérance et une variance et E(M,,) = p et V(M,,) = 02/n. Ainsi, si on a un
échantillon de X, la moyenne empirique vaut «en moyenne» p. On dit que M,, est un estimateur sans biais de p.

Remarque 2. On dit que la suite de variables aléatoires (M,,) tend vers u en probabilité.

Exemple de simulation : X, (en bleu) suit une loi uniforme sur [1;6] (lancé d’un dé équilibré), et M, (en rouge).
Pour n assez grand, |M,, — u| > € est possible mais peu probable et donc on ne finit par ne pas l'observer sur la
simulation.

2 Convergence en loi et théoréme central limite

2.1 Convergence en loi

I
Déﬁnition de la convergence en loi

On dit qu’une suite de VA (X,,)nen converge en loi vers une VA X si Fy, (v) —— Fx(x) pour tout x € R ol Fix
n—0o0

est continue.

Remarque 3. e Si (X,,) converge en loi vers X une VA & densité, P(X,, € I) — P(X € I) pour tout I intervalle.
n—
e Si X est une variable a densité, alors F'x est continue sur R, ainsi la limite est vraie pour tout x € R.

Exemple 1. On suppose que pour tout n € N* X, ~ % ([0;1/n]), étudier la convergence en loi de (Xp,)nen-

1
Fonction de répartition de X; ou X7 ~ Z ([0;1/1])

(=]
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@J Proposition n°1 : caractérisation de la convergence en loi pour des variables aléatoires entiéeres
Si X et X,,, pour n € N, sont des VA a valeurs dans N, alors (X,,),, converge vers X en loi ssi pour tout k € N,
P(X, =k) — P(X =k).
n—o0 )
('_'J Proposition n° 2 : convergence en loi d’une suite de binomiales vers une loi de Poisson )
I Si, pour tout n € N*, X,, ~ B(n,p,) et np, — A > 0. Alors (X,,) converge en loi vers X ou X ~ Z(\). )

n =18

..:w Mf;:...“
(KEIPEI) (e (+)

Convergence en loi d’une suite (X,,), ou pour n > 8, X,, ~ #(n,7/n) vers une loi de Poisson de parameétre 7. En rouge
la loi de X,, en bleu celle de Poisson de parameétre 7.

Remarque 4. Dans la pratique pour n > 30 et p < 0.1, si X ~ ZB(n,p) et Y ~ P(np), on considére que 'on peut
approximer P(X = k) par P(Y = k) (ces conditions ne sont pas & connaitre). Cela justifie pourquoi les lois de Poisson
sont utilisées pour les évenements rares.

2.2 Théoréme central limite

06
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Prenons, pour tout n € N* X, ~ % ([[1;6]]). Affichage de I'histogramme des valeurs de M,,* pour ('histogramme a été
réalisé avec un échantillon de taille 10°) différentes valeurs de n.
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iJ Théoréme n° 3 de Moivre-Laplace
Si, pour tout n € N*| Y,, ~ #(n,p) o pe ]0;1[, alors la suite (Y,*) converge en loi vers Z ot Z ~ .47(0,1) :

Y, —np 1 T e
Yz eR P ( o= 1) < :L') — mf_we 7 dt
le - —_
n=16
=)+ y
n — NP

Y, ~ B(n,p) avec p = 0.3, représentation en rouge de la fonction de répartition de et en bleu pointillé la

np(1l —p)
fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Remarque 5. Le théoréme central limite, affirme que M,, oscille autour de p avec des fluctuations qui dépendent de o.
Or, on ne connait pas toujours o, on peut alors le remplacer dans le théoréme central limite par I’écart-type empirique :

iy
ij Proposition n° 3 : espérance de la variance empirique (non emigible)
Si X1,...,X,, des VA indépendantes, admettent une méme espérance et une méme variance o2. Alors, S, admet
n—1
une espérance : E (S,%) = o2.
n J
Remarques 6. e Comme E(Snz) # o2, on dit que S,,? est un estimateur biaisé de o2.
e Ainsi, E(S,%) —— 02, on dit que S, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 2.
n—0o0

e Observons que

n
E(S,?%) = 02, par linéarité de D’espérance, on obtient que E (—15n2> = 02 Posons S/, =
n n—

-1
n 1 2
Al 1 Sp = \/ i > (X — M,)? (écart-type corrigé) de sorte que ]E(S;Q) = 02, ainsi, 5;2 est un estimateur
n— n—1i=
sans biais de o2.

e Dans le théoréme central limite seconde forme, on obtient le méme résultat en remplagant S,, par S,,.

3 Introduction aux tests : test de conformité a la moyenne

3.1 Test de conformité a la moyenne

Pour un TIPE, des éleves étudient un pot biodégradable censé favoriser la croissance d’une plante. La longueur moyenne
de la plante sans pot est connue et vaut m = 11.1. Les éleves mesurent la longueur moyenne des plantes qui ont poussé
dans leur pot et veulent savoir si la moyenne obtenue est significativement différente de m pour conclure a un effet de leur
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pot. On note X la variable aléatoire qui mesure la longueur d’une plante ayant poussé dans leur pot. Les éleéves ont donc
des valeurs d’échantillon de taille n de X : X1,...,X,, avec E(X) = u (inconnue) et une certaine variance V(X) = o2
(inconnue). On pose 'hypothése nulle 74 : «u = m». On cherche un intervalle auquel p = E(X) appartient avec une
grande probabilité. Si m (que l'on connalt) n’est pas cet intervalle, on rejettera 'hypotheése J%). Si n est assez grand,
M, —p M,—p M,—p
o/yn’ Sp/yn’ S,//n

d’apres le théoreme central limite, les lois de sont approximées par une loi normale centrée

réduite. Soit yg > 0 :

M, —pn o o
Pl—y < —— < =P\ M, —yo—=<pu<s M, —
(< Gt ) =2 (a0 - <o )
M, — Sh Sh
P(ZJogs/sgyo)zp(Mnyo<M<Mn+y0>

Mn — M , ,
P—y < =-"—F < =P(M, —yo—2 < p <M, +yo—=
< Z/o S,:L/ n yo) ( n yO\/ﬁ /“L n yO\/ﬁ

Ainsi, p est dans trois intervalles avec une certaine probabilité. Seulement, le premier intervalle a un inconvénient : il
dépend de o dont on ne connait pas forcément la valeur. Concentrons-nous donc sur le deuxiéme intervalle (on pourrait
M, n — M
Sn/V/n

Or, par parité de la densité de la loi centrée réduite et par croissance stricte de ® :

faire de méme avec le troisiéme). Posons Y = . Soit £ € ]0;1[ et cherchons yo > 0 tel que P(—yo <Y < yo) = 1—e¢.

13 _
P(—yo <Y <o) = ®(yo) — P(—y0) =20(yp) —1>1—¢ — c1>(yo)>1—5 — Y= P 1(1—5)

—leo .7/.0
Si Z~A(0,1) et yo =P (1 —¢/2), alors P(Z < —y) = =< et P(—yg < Z <yy) =1—c¢.

2

Ainsi plus e diminue, plus 1 — £/2 augmente plus yog augmente : plus le niveau de confiance augmente plus la précision
baisse. Nos éléves ont un échantillon de n = 35 plantes avec une taille moyenne (espérance empirique) de 12cm et un
écart-type (écart-type empirique) de 3cm. On donne ®(1.64) ~ 0.95 et ®(1.95) ~ 0.975 :

e Poure = 0.1, 1 (1—¢/2) = ®-1(0.95) ~ 1.64. On prend donc yo = 1.64, ainsi, 12—

LEAS: 19t 12+ 1645,
V35 V35
12.8. Or, 11.1 ¢ [ 11.2;12.8 ] donc notre échantillon n’est pas conforme, on rejette 7). Cela ne garantit pas que J4
est fausse, mais cela veut dire que si %) était vraie, alors 9 fois sur 10, on n’aurait pas rejeté et seule une fois sur
10, on l'aurait rejeté a tort.

e Pour e = 0.05, ®71(1 —¢/2) = ®71(0.975) ~ 1.95. on obtient 'intervalle [ 11.0;13.0], donc on ne peut plus rejeter
I’hypothese nulle. Cela ne veut pas dire qu’elle est vraie, seulement qu’on ne réussit pas a affirmer qu’elle est fausse
avec assez de conviction.

Remarque 7. Si on dispose d’un intervalle I (dépendant de nos observations) tel que P(E(X) e I) = 1 —¢, on dit que
est un intervalle de confiance au niveau de confiance ¢. Faire un test d’adéquation, consiste a trouver un tel intervalle
I, puis tester si la valeur censée valoir E(X) (ou pour tout autre quantité que I’on souhaiterait estimer) appartient ou non
a cet intervalle. Quand ce n’est pas le cas, on rejette cette valeur (avec une probabilité de € de se tromper si cette valeur
était en fait la bonne).

3.2 Test de conformité a une proportion

Dans une forét, se trouvent deux types d’écureuils : les roux et les gris. La proportion d’écureuils roux est connue et
vaut po = 87%. A coté de cette forét, il y a un zoo avec des écureuils (roux et gris), on a perdu les archives et on ignore
si les écureuils venaient de cette forét ou non (on suppose que la proportion d’écureuils roux est constante dans le zoo et
dans la forét). On préléve un échantillon de taille n d’écureuils avec (X1, Xo, ..., X,,) une famille de n variables aléatoires
X; ~ #(p) indépendantes (X; vaut 1 si le i-itme écureuil prélevé du zoo est roux) et E(X) = p et V(X) = p(1 — p) ou
p désigne la proportion d’écureuils roux dans le zoo. Il y a ainsi deux cas : soit p # pg, dans ce cas on conclut qu’ils ne
viennent pas de cette forét, soit p = pg et dans ce cas, on ne peut répondre & la question (ils pourraient venir de cette forét
ou d’une autre qui a des proportions similaires). On pose donc I’hypothese nulle 545 : «p = po». On cherche un intervalle
de confiance de p = E(X). Si pp (que lon connait) n’est pas cet intervalle, on rejettera I’hypothese J%). Si n est assez
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M. —
grand, d’aprés le théoréme central limite, la loi de M, * = — P est approximée par une loi normale centrée réduite.

o/v/n

Soit yg >0 :

M, — p(l—p
P(—yo < M,* <yo) =P | —yo < —5 p<y0 _P<Mn—yo()

N

NG

vn
Ainsi, p est dans un certain intervalle avec une certaine probabilité. Malheureusement, cet intervalle dépend lui-méme p
et p est non connu. On utilise ainsi la majoration p(1 — p) < 1/4, on obtient un intervalle plus grand :

1—
<p<Mn+y0p(p)>

2y/n

P<—90<Mn*<yo)<P(Mn—yogngn+m>
< yp) = 1 —e. Or, par symétrie et par croissance stricte de ® :

Soit € € ]0;1[, on cherche yo > 0 tel que P(—yg < M,,*

£ B £
P(—yo < M,* <o) = ®(yo) — P(—w0) =2®(yo) —1=>1—e < P(yo) = 1 — 5 <0 >0 (1 - 5)

43
Sur un échantillon de 65 écureuils, 43 sont roux, ainsi, ici n = 65 et M,, = T On donne ®(1.64) ~ 0.95 et $(1.95) ~ 0.975 :

» » N B 43 164 43 164

e Poure =0.1, o1 (1—¢/2) = &1(0.95) ~ 1.64. On prend donc yo = 1.64, ainsi, o5 72\/% ~ 0.55 et ot + 72\/%
0.76. Or, 0.87 ¢ [0.55;0.76 ], on rejette donc J%.

e Pour £ = 0.05, ®71(1 —¢/2) = ®71(0.975) ~ 1.95. on obtient I'intervalle [ 0.6;0.89 ] et on ne peut donc plus rejeter
I’hypothese nulle.

~
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