
Produit scalaire dans Rn
Chapitre 12

Le but de ce chapitre est d’étudier le produit scalaire dans Rn.
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Dans ce chapitre, on travaille dans Rn avec n P N˚, on considère F un sous-espace vectoriel de Rn et on note d “ dimpF q.

1 Produit scalaire et norme euclidienne

On définit le produit scalaire de x “ px1, . . . , xnq P Rn et de y “ py1, . . . , ynq P Rn par xx, yy “
n
ř

k“1
xkyk.

Définition du produit scalaire dans Rn

Pour tout x P Rn, y ÞÝÑ xx, yy est linéaire, pour tout y P Rn, x ÞÝÑ xx, yy est linéaire (bilinéaire)1.
Pour tout px, yq P pRnq2, xx, yy “ xy, xy (symétrique)2. @x P Rn, xx, xy ě 03.
@x P Rn, xx, xy “ 0 ùñ x “ 0Rn4.
Soit B la base canonique de Rn, alors en notant X “ MatBpxq et Y “ MatBpyq, xx, yy “ XJY .5.

Proposition no 1 : propriétés du produit scalaire

Soit x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn. On définit la norme euclidienne de x par : }x} “
a

xx, xy “

d

n
ř

i“1
xi

2.

Définition de la norme euclidienne

Pour tout px, yq P pRnq2 et pv1, v2, . . . , vdq P pRnqd et λ P R :
}x} ě 01. }λx} “ |λ| ˆ }x}2. }x} “ 0 ùñ x “ 0Rn3.

}x ` y}2 “ }x}2 ` 2 xx, yy ` }y}24.
›

›

›

›

d
ř

i“1
vi

›

›

›

›

2

“
d
ř

i“1
}vi}

2`2ˆ
ř

1ďiăjďd

xvi, vjy5.

Proposition no 2 : propriétés de la norme euclidienne, identité remarquable

Exemple 1. Si x P Rnzt0Rn u, posons y “
1

}x}
x, alors }y} “ 1.

Pour tout px, yq P pRnq2 : xx, yy
2

ď xx, xy ˆ xy, yy et |xx, yy| ď }x} ˆ }y}

De plus, |xx, yy| “ }x} ˆ }y} ssi px, yq est liée (i.e. il existe λ P R tel que x “ λy ou y “ λx).

Théorème no 1 : inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout px, yq P pRnq2 }x ` y} ď }x} ` }y}

De plus pour tout px, yq P pRnq2 }x ` y} “ }x} ` }y} ðñ Dλ ě 0 x “ λy ou y “ λx

Proposition no 3 : inégalité triangulaire et cas d’égalité

2 Orthogonalité

On dit que x et y sont orthogonaux si xx, yy “ 0.

Définition de l’orthogonalité de deux vecteurs
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Exemples 2. ‚ Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de Rn (y compris à lui même).
‚ Dans R3, u “ p1, 3, 1q et v “ p0, 1, ´3q sont orthogonaux.

Soit pX, Y q P Mn,1pRq2, on dit que X et Y sont orthogonaux si XJY “ 0.

Définition de deux matrices colonnes orthogonales

Si x et y sont orthogonaux, alors }x ` y}2 “ }x}2 ` }y}2 (et réciproquement).
Théorème no 2 de Pythagore (le logo colle au théorème pour une fois)

Une famille de vecteurs non nuls deux à deux orthogonaux est libre.
Proposition no 4 : liberté d’une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul

Soit B “ pf1, f2, . . . , fdq une base de F , on dit que B est orthonormale si les vecteurs de B sont de norme 1 et
deux à deux orthogonaux, c’est-à-dire si : @pi, jq P rr 1 ; d ss2 xfi, fjy “ δi,j

Définition d’une base orthonormale

Exemples 3. 1. La base canonique de Rn est orthonormale.
2. Soit θ P R, posons f1 “ pcospθq, sinpθqq et f2 “ p´ sinpθq, cospθqq, alors pf1, f2q est une base orthonormale de R2.

Soit B “ pf1, f2, . . . , fnq une base orthonormale de Rn (pas forcément la base canonique) et px, yq P pRnq2. Il
existe pλ1, λ2, . . . , λnq P Rn et pµ1, µ2, . . . , µnq P Rn tel que x “

n
ř

i“1
λifi et y “

n
ř

i“1
µifi.

xx, yy “
n
ř

i“1
λiµi1. }x} “

d

n
ř

i“1
λi

22. @i P rr 1 ; n ss, λi “ xx, fiy3. x “
n
ř

i“1
xx, fiy fi.4.

Proposition no 5 : calculs dans une base orthonormale

Remarques 1. ‚ La proposition 5 montre que les calculs de normes et de produits scalaires s’effectuent avec les
mêmes formules que la définition du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale.

‚ La proposition 5 s’adapte si B “ pf1, f2, . . . , fdq est une base orthonormale de F : pour px, yq P F 2, il existe

pλ1, . . . , λdq P Rd et pµ1, . . . , µdq P Rd tel que x “
d
ř

i“1
λifi et y “

d
ř

i“1
µifi, alors xx, yy “

d
ř

i“1
λiµi et x “

d
ř

i“1
xx, fiy fi.

Soit F un sous-espace vectoriel de Rn non réduit à t0Rn u, alors F admet au moins une base orthonormale.
Théorème no 3 : existence de base orthonormale (admis)

3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de Rn

L’orthogonal de F est défini comme l’ensemble des vecteurs orthogonaux à tous les éléments de F :
F K “ tx P Rn @f P F xx, fy “ 0u

Définition de l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel
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Exemple 4. Dans R3, si F “ vectpp1, 0, 0qq que vaut F K ? et dans le cas où F “ vectpp1, 0, 0q, p0, 1, 0qq ?

F K est un SEV de Rn1. @x P Rn D!pxF , xF K q P F ˆ F K x “ xF ` xF K2.
Proposition no 6 : propriétés de l’orthogonal

Soit x P Rn, il existe un unique couple pxF , xF K q P F ˆ F K tel que x “ xF ` xF K . On pose alors ppxq “ xF . La
fonction p : Rn Ñ Rn est appelée projection orthogonale sur F .

Définition de la projection orthogonale

Soit p la projection orthogonale sur F .
p P L pRnq1. p ˝ p “ p2. Imppq “ F3. Kerppq “ F K4. dimpF q ` dimpF Kq “ n5.
p est le seul endomorphisme de Rn tel que p ˝ p “ p, Imppq “ F et Kerppq “ F K.6.

Sis pg1, g2, . . . , gdq est une base orthonormale de F , alors on a p : x ÞÑ
d
ř

i“1
xx, giy gi7.

Théorème no 4 : propriétés de la projection orthogonale

F

ppxq

x
x ´ ppxq

‚

0⃗

Figure 1 – La projection orthogonale sur F du vecteur x.

Exemple 5. Notons F “ vectpp1, 0, 0q, p1, 2, 3qq, déterminer la projection orthogonale sur F .

4 Distance

Soient u P Rn et v P Rn, le réel dpu, vq “ }u ´ v} est appelé distance entre u et v.

Définition de la distance entre deux vecteurs

Soient u P Rn et X une partie de Rn non vide, on définit la distance de u à X par :

dpu, Xq “ inf tdpu, xq | x P Xu

Définition de la distance d’un vecteur à une partie de Rn

Exemple 6. Dans R2, si X est le cercle unité, u “ p0, 0q et v “ p3, 0q, que valent dpu, Xq et dpv, Xq ?

Soit x P Rn. Le vecteur ppxq est l’unique vecteur de F vérifiant }x ´ ppxq} “ dpx, F q.
Théorème no 5 : minimisation de la distance entre un vecteur et un SEV de Rn
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Exemple 7. On note D “ vectpp1, 2, 3qq, soit u “ px, y, zq P R3, déterminer dpu, Dq.

5 Théorème spectral

Soit A une matrice symétrique réelle. Soient X et Y deux vecteurs propres associés respectivement à λ et à µ
avec λ ‰ µ, alors X et Y sont orthogonaux.

Proposition no 7 : orthogonalité de vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes

Remarque 2. Soit B1 une base orthonormale de Mn,1pRq et B la base canonique de Mn,1pRq, alors P “ PBÑB1

vérifie P JP “ In “ PP J, on dit que P est une matrice orthogonale.

Soit S une matrice symétrique à coefficients réels, alors il existe une base orthonormale de vecteurs propre de S :
S est diagonalisable dans une base orthonormale. Il existe P une matrice inversible et D une matrice diagonale
telles que S “ PDP ´1 avec P ´1 “ P J.

Théorème no 6 : théorème spectral (admis)

Considérons J “

¨

˝

1 1 1
1 1 1
1 1 1

˛

‚

1. Justifier que J est diagonalisable.
2. Calculer J2 et en déduire que les valeurs propres de J sont racines de l’équation x2 ´ 3x “ 0.
3. Déterminer une base de KerpJ ´ λI3q pour chaque λ racine.
4. En notant pX1, X2q une base de l’espace propre de dimension 2, déterminer α P R tel que X2 ´ αX1 soit

orthogonal à X1. En déduire une base orthonormale de cet espace propre.
5. Déterminer une base orthonormale du second espace propre.
6. En déduire une base orthonormale de vecteurs propres de J puis déterminer D et P telles que J “ PDP ´1

avec D diagonale et P ´1 “ P J.

Exemple classique de diagonalisation de matrice dans une base orthonormale

Remarque 3. Si S est une matrice symétrique réelle, alors une base de vecteurs propres de S n’est pas forcément
orthonormale.

6 Interprétation de l’ajustement affine par la méthode des moindres carrés
Si on dispose de points pxi, yiq pour 1 ď i ď n (avec les xi deux à deux distincts). On cherche «la meilleure» droite qui
explique ces points. La méthode des moindres carrées consiste à trouver le couple pa, bq P R2 qui minimise (si existence)
la fonction f : pa, bq ÞÑ

n
ř

i“1
pyi ´ paxi ` bqq2. Notons x “ px1, x2, . . . , xnq, y “ py1, y2, . . . , ynq, u “ p1, 1, . . . , 1q. Ainsi, pour

tout pa, bq P R2, fpa, bq “ }y ´ pax ` buq}2. Posons F “ vectpx, uq (sous-espace vectoriel de Rn) alors

min
pa,bqPR2

fpa, bq “ min
pa,bqPR2

}y ´ pax ` buq}2 “ min
fPF

}y ´ f}2 “ dpy, F q2 “ }y ´ ppyq}2

Où on a noté p la projection orthogonale sur F . Remarquons que ppyq P F “ vectpx, uq. Par définition de F , px, uq est une
famille génératrice de F . De plus, px, uq est une famille de deux vecteurs non colinéaires donc il existe un unique couple
pâ, b̂q P R2 tel que ppyq “ âx ` b̂u. Ainsi, il suffit de déterminer â et b̂. Pour cela, proposons deux méthodes :

‚ On sait que y´ppyq P F K. En particulier, y´ppyq et x sont orthogonaux ainsi que y´ppyq et u. Ainsi, xy ´ ppyq, xy “

0 et xy ´ ppyq, uy “ 0 Donc, par linéarité à gauche du produit scalaire, on obtient donc ce système linéaire à deux
inconnues et à deux équations :

"

xy, xy “ â xx, xy ` b̂ xu, xy

xy, uy “ â xx, uy ` b̂ xu, uy
ðñ

L1Ðxu,uyL1´xu,xyL2

"

xu, uy xy, xy ´ xy, uy xu, xy “ âpxx, xy xu, uy ´ xu, xy
2
q

xy, uy ´ â xx, uy “ b̂ xu, uy

Pour alléger, remarquons que xu, uy “ n et introduisons les notations suivantes :
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— x̄ “
1
n

n
ř

k“1
xk “

1
n

xu, xy (moyenne empirique de la série des xi)

— ȳ “
1
n

n
ř

k“1
yk “

1
n

xu, yy (moyenne empirique de la série des yi)

— sx
2 “

1
n

n
ř

k“1
xk

2 ´ x̄2 (variance empirique de la série des xi)

— sx,y “ xy ´ x ¨ y “
1
n

n
ř

k“1
xkyk ´

1
n2

ˆ

n
ř

k“1
xk

˙

¨

ˆ

n
ř

i“1
yi

˙

(covariance des séries xi et yi)

En divisant par n2 la première ligne du système, on obtient alors sx,y “ âsx
2, avec sx

2 ‰ 0, on obtient â “
sx,y

sx
2 ,

puis la seconde ligne fournit b̂ “ ȳ ´ âx̄.
‚ Comme pâ, b̂q minimise f , nécessairement, pâ, b̂q est un point critique de f . Calculons donc le gradient de f , pour

pa, bq P R2,
Bf

Ba
pa, bq “ ´2

n
ÿ

i“1
xipyi ´ axi ´ bq et Bf

Bb
pa, bq “ ´2

n
ÿ

i“1
pyi ´ axi ´ bq

On obtient ainsi,
n
ř

i“1
xiyi ´ â

n
ř

i“1
xi

2 ´ b̂
n
ř

i“1
xi “ 0 et

n
ř

i“1
yi ´ â

n
ř

i“1
xi ´ nb̂ “ 0. On obtient alors les mêmes équations

que dans la première méthode.

Remarque 4. Si on cherche la «meilleure courbe» f : x ÞÑ a`bx`ce x pour pa, b, cq P R3, on procède de la même manière
en calculant la projection orthogonale du vecteur y sur F “ vectpu, x, eq où e “ pe x1 , . . . , e xn q.

7 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (hors programme)
Remarque 5. Soit pe1, e2, . . . , edq une famille orthonormale, si on cherche un vecteur orthogonal à tous les ei, posons

F “ vect pe1, e2, . . . , edq, alors x ´ ppxq “ x ´
d
ř

k“1
xx, eky ek P F K, convient (où p est la projection orthogonale sur F ).

‚ Si dimpF q “ 1 et B “ pf1q est une base de F , alors, on pose g1 “
f1

}f1}
. Ainsi, B1 “ pg1q est une base

orthonormale de F .
‚ Si dimpF q “ 2 et que B “ pf1, f2q est une base de F , alors, on pose

— g1 “
f1

}f1}

— u “ f2 ´ ppf2q “ f2 ´ xf2, g1y g1 (où p est la projection orthogonale sur vectpg1q) puis g2 “
u

}u}

Ainsi, B1 “ pg1, g2q est une base orthonormale de F .
‚ Si dimpF q “ 3 et B “ pf1, f2, f3q est une base de F , alors, on pose

— g1 “
f1

}f1}

— u “ f2 ´ ppf2q “ f2 ´ xf2, g1y g1 (où p est la projection orthogonale sur vectpg1q) puis g2 “
u

}u}

— v “ f3 ´ ppf3q “ f3 ´ xf3, g1y g1 ´ xf3, g2y g2 (où p est la projection orthogonale sur vectpg1, g2q) puis
g3 “

v

}v}

Ainsi, B1 “ pg1, g2, g3q est une base orthonormale de F .
‚ On procède ainsi quelle que soit la dimension de F .

Comment obtenir des bases orthonormales ?

Remarque 6. Une telle famille n’est pas unique, car à chaque étape, on peut poser gq “ ˘u{}u}.

Exemple 8. Appliquer Gram-Schmidt à F “ pf1, f2, f3q dans R4 avec f1 “ p1, 1, 0, 0q, f2 “ p0, 1, 1, 0q et f3 “ p0, 1, 1, 1q.
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f1
f2

f3

g1

g2

g3

Figure 2 – Principe de Gram-Schmidt : g1 est de norme 1 et proportionnel à f1, g2 est de norme 1 et appartient au plan
engendré par f1 et f2, g3 est de norme 1 et appartenant à l’espace engendré par f1, f2 et f3.
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