Q) Chapitre 12
Produit scalaire dans R"

Le but de ce chapitre est d’étudier le produit scalaire dans R".
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Dans ce chapitre, on travaille dans R™ avec n € N* on considére F' un sous-espace vectoriel de R™ et on note d = dim(F).

1 Produit scalaire et norme euclidienne

I
Déﬁnition du produit scalaire dans R™

n
| On définit le produit scalaire de x = (z1,...,2,) ER" et de y = (y1,...,yn) € R™ par &, y) = > TpYk-
k=1

'_'J Proposition n°1 : propriétés du produit scalaire

1. Pour tout x € R™, y —> (z,y) est linéaire, pour tout y € R, z — {x,y) est linéaire (bilinéaire)
2. Pour tout (z,y) € (R™)?, (x,y) = {y, z) (symétrique) 3. Vz € R", (x,z) >0

4. VzeR" {(x,2)y=0 = 2 =0pn

5. Soit % la base canonique de R", alors en notant X = Matg(z) et Y = Matz(y), (z,y) = X Y.

-
Déﬁnition de la norme euclidienne

n
Soit © = (21,9, ...,2,) € R™. On définit la norme euclidienne de z par : |z| = y/{z,z) =, | D ;2.
\ i=1

iJ Proposition n° 2 : propriétés de la norme euclidienne, identité remarquable
Pour tout (z,y) € (R™)? et (v1,v2,...,v4) € (R?)? et Ae R :

1. =] =0 2. | Xz = |\ x |z 3. |z =0 = =0
a |2 d

4z +yl? = o)® + 24z + lyl* 5. | X vl = X |vilP+2x X v,y
i=1 i=1 1<i<j<d

1

Exemple 1. Si z € R"\{Og~}, posons y = mm, alors |y| = 1.

iJ Proposition n° 3 : inégalité triangulaire et cas d’égalité
| Pour tout (z,y) € (R™)? lz +yll < [z| + lyl
De plus pour tout (z,y) € (R™)? lz+y| =z +|y] = 3IA=0 z=Xy ou y=>x

2 Orthogonalité

)
Déﬁnition de l'orthogonalité de deux vecteurs
| On dit que = et y sont orthogonaux si {(z,y) = 0.
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Exemples 2. e Le vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs de R™ (y compris a lui méme).
e Dans R® u = (1,3,1) et v = (0,1, —3) sont orthogonaux.

S
Déﬁnition de deux matrices colonnes orthogonales
| Soit (X,Y) € .#,1(R)?, on dit que X et Y sont orthogonaux si XY = 0.

iJ Théoréme n° 2 de Pythagore (le logo colle au théoréme pour une fois)
| Siz ety sont orthogonaux, alors |z + y[> = |=|? + |y|? (et réciproquement).

iJ Proposition n°4 : liberté d’une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul
| Une famille de vecteurs non nuls deux a deux orthogonaux est libre.

o
Déﬁnition d’une base orthonormale

Soit & = (f1, f2,--., fa) une base de F', on dit que £ est orthonormale si les vecteurs de % sont de norme 1 et
deux & deux orthogonaux, c¢’est-a-dire si : Y(i,j)e[[1;d]? {fir f30 = 6ij
Exemples 3. 1. La base canonique de R” est orthonormale.

2. Soit § € R, posons f1 = (cos(f),sin()) et fo = (—sin(f), cos(f)), alors (f1, f2) est une base orthonormale de R2.

&J Proposition n°5 : calculs dans une base orthonormale A

Soit Z = (f1, f2,---, fn) une base orthonormale de R™ (pas forcément la base canonique) et (z,y) € (R™)2. Il
n n

existe (A1, Aa, ..., An) ER™ et (1, o, ..., pin) ER" tel que z = > Njfi ety = > wifi.
i=1 i=1

n

L. <$7y> = 'él )\zlh 2. ||$|| = )‘i2 3. Vie [[1an]]7)‘2 = <m7fl> 4.z = _§1<JJ, f1>fl

\ J

-
i

Remarques 1. e La proposition 5 montre que les calculs de normes et de produits scalaires s’effectuent avec les
mémes formules que la définition du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale.
e La proposition 5 s’adapte si & = (f1, fa,- .-, fa) est une base orthonormale de F : pour (z,y) € F?, il existe

d d d d
(AL, Aa) € R et (py, ... pa) € REtel que m = 3 Aifi ety = D) pifi, alors (w,y) = > Nips et & = Y <z, fi) fi-
i=1 i=1 i=1 i=1
iJ Théoréme n° 3 : existence de base orthonormale (admis)
| Soit F un sous-espace vectoriel de R” non réduit & {Ogn}, alors F' admet au moins une base orthonormale.

3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de R"

-
Déﬁnition de ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel

L’orthogonal de F est défini comme I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les éléments de F' :
Ft={zeR" VfeF (x,f)=0}
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Exemple 4. Dans R3, si F' = vect((1,0,0)) que vaut F*? et dans le cas ot F' = vect((1,0,0),(0,1,0))?

ij Proposition n° 6 : propriétés de ’orthogonal
|~ 1. Flestun SEV de R" 2. VeeR" I ap,zp)e FxFt  z=xp+zp

I
Déﬁnition de la projection orthogonale

Soit 2 € R”, il existe un unique couple (zp,zrp1) € F x F* tel que = xp + zp1. On pose alors p(z) = zp. La
fonction p: R™ — R™ est appelée projection orthogonale sur F.

x —p(x)

p(x)
F

FIGURE 1 — La projection orthogonale sur F' du vecteur z.
Exemple 5. Notons F' = vect((1,0,0), (1,2, 3)), déterminer la projection orthogonale sur F'.

4 Distance

o
Déﬁnition de la distance entre deux vecteurs

| Soient u € R™ et v e R", le réel d(u,v) = |u — v| est appelé distance entre u et v.

I
Déﬁnition de la distance d’un vecteur a une partie de R™

Soient u € R™ et X une partie de R™ non vide, on définit la distance de u a X par :

d(u, X) = inf {d(u,z) | z € X}

Exemple 6. Dans R?, si X est le cercle unité, u = (0,0) et v = (3,0), que valent d(u, X) et d(v, X)?
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Exemple 7. On note D = vect((1,2,3)), soit u = (2,9, 2) € R?, déterminer d(u, D).

5 Théoreme spectral

ij Proposition n° 7 : orthogonalité de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
Soit A une matrice symétrique réelle. Soient X et Y deux vecteurs propres associés respectivement a A et a u
avec A # p, alors X et Y sont orthogonaux.

Remarque 2. Soit %’ une base orthonormale de ., 1(R) et & la base canonique de 4, 1(R), alors P = Pg_ g
vérifie PTP = I, = PPT, on dit que P est une matrice orthogonale.

Y/ ’ - ’ b .
l’ Théoréme n° 6 : théoréme spectral (admis)
Soit S une matrice symétrique a coefficients réels, alors il existe une base orthonormale de vecteurs propre de S :

S est diagonalisable dans une base orthonormale. Il existe P une matrice inversible et D une matrice diagonale
telles que S = PDP~! avec P~! = PT.

& Exemple classique de diagonalisation de matrice dans une base orthonormale

1 1 1
Considérons J = (1 1 1
1 1 1
Justifier que J est diagonalisable.
Calculer J? et en déduire que les valeurs propres de J sont racines de ’équation 23 — 3z = 0.

Déterminer une base de Ker(J — Al3) pour chaque A racine.

=W o=

En notant (X3, X2) une base de 'espace propre de dimension 2, déterminer o € R tel que X5 — aX; soit
orthogonal a X;. En déduire une base orthonormale de cet espace propre.

ot

Déterminer une base orthonormale du second espace propre.

6. En déduire une base orthonormale de vecteurs propres de J puis déterminer D et P telles que J = PDP~!
avec D diagonale et P~ = PT.

Remarque 3. Si S est une matrice symétrique réelle, alors une base de vecteurs propres de S n’est pas forcément
orthonormale.

6 Interprétation de I’ajustement affine par la méthode des moindres carrés

Si on dispose de points (x;,y;) pour 1 < i < n (avec les z; deux a deux distincts). On cherche «la meilleure» droite qui

explique ces points. La méthode des moindres carrées consiste a trouver le couple (a,b) € R? qui minimise (si existence)
n

la fonction f: (a,b) — . (y; — (ax; + b))% Notons = = (z1,22,..., %), ¥ = (Y1,Y2,-- -, Yn), v = (1,1,...,1). Ainsi, pour
i=1
tout (a,b) € R?, f(a,b) = |y — (az + bu)|?. Posons F = vect(z,u) (sous-espace vectoriel de R™) alors
i b)= min |y — (az + bu)|? = min |y — f|% = d(y, F)2 = |ly — p(y)|?
i f (a,b) (Juin ly = (az + bu)|™ = min Jy — f| (W, F)” = lly —p)ll
Ot on a noté p la projection orthogonale sur F'. Remarquons que p(y) € F' = vect(z, ). Par définition de F, (z,u) est une
famille génératrice de F'. De plus, (x,u) est une famille de deux vecteurs non colinéaires donc il existe un unique couple
(@,b) € R? tel que p(y) = ax + bu. Ainsi, il suffit de déterminer a et b. Pour cela, proposons deux méthodes :
e On sait que y—p(y) € F*. En particulier, y—p(y) et = sont orthogonaux ainsi que y—p(y) et u. Ainsi, (y — p(y), z) =
0 et {y — p(y),uy = 0 Donc, par linéarité & gauche du produit scalaire, on obtient donc ce systéme linéaire a deux
inconnues et a deux équations :

{<y7x> = &<£C,:ZJ> + l:)<uv 1:> — {<u7u> <y’x> - <y7u> <U,CC> = (?L(<I,QS><A’U,, u> - <U,I>2)
{yyuy = alz,uy + b{u,u) Li—(uudLy—(u,a)ls {y,uy — alw,u)y = b{u,uy

Pour alléger, remarquons que (u,uy = n et introduisons les notations suivantes :
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1 2 1
— & =— Y zp = —{u,z) (moyenne empirique de la série des z;)
N k=1 n
_ 1z 1 . .
— y=— 2, yp = —<{u,y) (moyenne empirique de la série des y;)
N k=1
1 n
— = 3 232 — 22 (variance empirique de la série des x;)
N =1
1 n 1 n n
— Sy =TY—T-G=— D, TpYk — — (Z xk) . <Z yz) (covariance des séries z; et y;)
N k=1 " \k=1 i=1
En divisant par n? la premiére ligne du systéme, on obtient alors Spy = as,2, avec 5,2 # 0, on obtient G = m"g,
So

puis la seconde ligne fournit b=y —az. .
e Comme (@,b) minimise f, nécessairement, (d,b) est un point critique de f. Calculons donc le gradient de f, pour

(a,b) € R?,
—b) et if Z

n

of
%(a,b) = —22 x

i=1
On obtient ainsi, Z Ty — a Z x> —nb =0 et Z Yyi —a Z 2; —nb = 0. On réalise que l'on obtient les mémes
=1 i=1 i=1 i=1

équations que dans la premiere méthode.

Remarque 4. Si on cherche la «meilleure courbe» f: 2 +— a+ bz +ce® pour (a,b,c) € R3, on procéde de la méme maniere
en calculant la projection orthogonale du vecteur y sur F' = vect(u, z,e) ou e = (e*1,... e%n).

7 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (hors programme)

Remarque 5. Soit (e, e9,...,¢4) une famille orthonormale, si on cherche un vecteur orthogonal & tous les e;, posons
d
F = vect (e1,ea,...,eq), alors x — p(x) = x — Y. {(x,ex) e € F*, convient (ot p est la projection orthogonale sur F).
k=1

/“ Comment obtenir des bases orthonormales ?

e Si dim(F) =1 et & = (f1) est une base de F, alors, on pose g1 = Hf i Ainsi, #' = (g1) est une base

orthonormale de F.
o Sidim(F) =2 et que B = (f1, f2) est une base de F, alors, on pose

g1 = L
g = 2L
£ u
— u = fo —p(f2) = fo — {(f2,91) g1 (ou p est la projection orthogonale sur vect(g;)) puis g2 = Tl
u

Ainsi, B’ = (g1, g2) est une base orthonormale de F.
o Si dim(F) =3 et B = (f1, f2, f3) est une base de F, alors, on pose

g =
g = 2
172 u
— u= fo—p(f2) = fo —{f2,91) 91 (ou p est la projection orthogonale sur vect(g;)) puis g2 = H
u

— v = f3 —p(f3) = f3 —{f3,91)91 — {f3,92) g2 (ou p est la projection orthogonale sur vect(gi, g2)) puis

93 = T
HvH

Ainsi, B’ = (g1, 92, 93) est une base orthonormale de F'.
e On procede ainsi quelle que soit la dimension de F.

Remarque 6. Une telle famille n’est pas unique, car & chaque étape, on peut poser g, = +u/|ul.

Exemple 8. Appliquer Gram-Schmidt & .F = (fi, f2, f3) dans R* avec f; = (1,1,0,0), fo = (0,1,1,0) et f3 = (0,1,1,1).
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f3 gs

F1GURE 2 — Principe de Gram-Schmidt : g; est de norme 1 et proportionnel a fi, go est de norme 1 et appartient au plan
engendré par f; et fa, g3 est de norme 1 et appartenant a l’espace engendré par fy, fo et fs.
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