Exercice (Agro-Véto 2017)

x
1. Comme A est triangulaire, Sp(A) = {0}. Soit X = |y | € #51(R), alors :
z
0 =0 0 0
XeEyA) < AX =03 < (2 =0 < X=|[0] < X evect 0
y =0 z 1
0 0
Ainsi, Fy = vect 0], donc %y = 0 | | est une famille génératrice de Ey(A), comme il s’agit
1 1

d’une famille ayant un seul vecteur et que ce vecteur est non nul, %, est libre, ainsi, %, est une base
de Ey(A). Ainsi, dim(Ey(A)) = Card(%yp) = 1, par conséquent :

> dim(Ex(A) =1 #3
AeSp(A)

La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

000 000
2.A2=10 0 0]etA3={0 0 0]
1 00 0 00

3. (a) En développant par distributivité :

AM = A(als + BA + yA?) = aA + BA% + A3
MA = (als3 + BA+vAHA = A + BA% + 4 A3

Ainsi, AM = MA donc M € S.

0 00 b ¢ 0
(b) AM =|a b c |, tandisque MA= [e [ 0], comme AM = M A, par unicité des coefficients
d e f h i O
d’une matrice, on obtient que b=c= f =0, a =e =i et d = h. Ainsi,

M = =al3 + dA + gA? = als + A + vA?

Q@ Qe
QUL O
* O O

Ouonaposta=a,B=detvy=g.
(c) D’aprés les questions précédentes, M € S ssi M € vect([3, A, A?).
4. (a) e M? = (PAP Y)Y (PAP™') = PA(P7'P)AP~! = PA?2P~!. Et donc A2 = P~'M?P, suppo-
sons que M? = 03, alors A% = 03, ce qui est absurde, ainsi, M? # 03.
o M3 = MM = (PA2P Y (PAP~!) = PA3P~! = P03P~! = 0s.
On peut en conclure que M € §'.
2 2 =2
(b) i. Par produit, M2 = {0 0 0 # 03 tandis que M3 = M?M = 0s.
2 2

~1
ii. e f(Ey)=ME; =1 |=—1E + 1E; + 0E;.
0

1
o f(By) = MEs = (1 — 1Ey + 1B, + 2Es.
2



1

o f(By)=ME;=|-1|=1E + (-1)Es+ 0E;.
0
-1 1 1
De sorte que Matgz(f) = 1 1 —1|=M
0 2 0
2
iii. Posons X = Ej, alors M2X = M?E; = | 0 | # 031. Ainsi, il existe bien X € .#31(R) tel
2
que M2X # 03,1-
a—b+2c =0
iv. Soit (a,b,c) € R3. Supposons aX + bMX + cM?X = 03, alors : b = 0. Ainsi,

2c =0
¢ =b=a =0, donc la famille &’ est libre. De plus, dim(.#31(R)) = 3 = Card(#’), ainsi,
' est une base de 431 (R).
e f(X)=MX=0X+1MX +0M?X
o f(MX)=M3X=0X+0MX +1M2X
o f(M2X)=M3X =031 =0X +0MX +0M?X

000
De sorte que Matg (f) =11 0 0]=A.
010

vi. Posons P = Py_, 4, la matrice de passage de & & %', alors P est inversible et d’apres la
formule de changement de base, M = PAP™!.

5. (a) Observons que M2E; est égal & la premiére colonne de M2, M?E, est égal a la deuxiéme colonne
de M? et M?E3 est égale & la troisieme colonne de M?2. Or, M? n’est pas la matrice nulle,
en particulier, une de ses trois colonnes n’est pas la colonne nulle. Ainsi, parmi M2E;, M?FE,
et M?FEs3, au moins une de ces trois matrices est non nulle. Ceci prouve qu’il existe X € A31(R)
tel que M2X n’est pas la matrice nulle.

(b) L’application X — MX est un endomorphisme de .#31(R) tel que la matrice de cet endomor-
phisme dans la base canonique soit M. Ainsi, nécessairement, f: X — MX. Soit X € .#31(R)
tel que M2X soit non nul. Considérons %’ = (X, M X, M2X). Soit (a, 3,v) € R3. Supposons que
aX + BMX +yM?*X = 03,1, en multipliant par M? A gauche, on obtient

aM?X + BM3X +yM*X =03,

Or, M3 = 03 et donc M* = M3M = 03, ainsi, il reste «M2X = 037. Comme M2X # 03, on
obtient o = 0. Donc M X + yM?X = 03,1, en multipliant par M a gauche, on obtient

BM?*X +yM?*X = 034

Donc fM?X = 03,1, puis 3 = 0, il reste YM?X = 03,1, et donc v = 0, ainsi, la famille %’ est
libre. Comme Card(#’) = dim(.#51(R)), on en déduit que %’ est une base de .#51(R). De la
méme fagon qu’a la question 4(b)v, la matrice de f dans la base &’ est A. On en déduit, d’apres
la formule de changement de base, que M = PAP~! avec P la matrice de passage de & a #'.

6. Grace aux questions 4a et 5b, on en déduit que M € S’ ssi M est semblable & A.

Probléeme (G2E 2015)

1. (a) La fonction ¢ — e ~* est continue sur [0;+o0[. Soit 2 > 0, alors

r —1 * 1 1 1
—\t —\t —Az
dt = | — = —— 4+ —-——0
Le { N L 2 A T+ A

+00 +00 1

e M dt converge et J e Mdt = —

Ou on a utilisé A > 0 pour le passage a la limite. Ainsi, f 3
0

0



(b)

()

1
Soient n € N et 2 > 0. On pose u: t — t""l et v: t — —Xe_M, alors u et v sont de classe €'

sur [ 0;x |, par intégration par parties :

T P V7 B T A=At _ntl, Az 1=
f rHle =M gp = [t”“ : e} . J CR ) P A Gty TIPSR
0 0

A 0 A A A J
+00 +0
Pour tout n € N, on pose #(n) : <<J t"e ~M dt converge et que J tre A dt = A\ Inly.
+00 0 0 .
e Pour n = 0, f t"e M dt converge d’aprés la question la, et cette intégrale vaut . Or,
0
Al = 3 Ainsi, Z(0) est vraie.
e Soit n € N. Supposons Z(n) vraie. La fonction ¢ — t"*1e~* est continue sur [0;+00[.

Soit = = 0, d’apres la question précédente :

T _$n+le—/\x n+1/[(=
J e =M gt = + e ~M dt
0 A A Jo

X
Or, par croissance comparée, —z"tle ™A — 0, et f the M dt — A" In! (d’apres
0 =

I’hypothese de récurrence), on en déduit que

Lt”“e_/\t dt —— 0+ " ;) ATl = (4 1IN

+00
Ceci montre que J t"+le =M dt converge et que cette intégrale vaut (n 4+ 1)!A~™""2. On a

0
donc montré que Z(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on a montré que la propriété demandée est vraie pour tout n € N.

+00 +00

Soit n € N, d’aprés la question précédente, f 2" fx,(z) do = f " Ae ~™ dx converge par
0 0

linéarité (et méme absolument car 'intégrande est positive), comme X}, est a valeurs dans R et

que x — x™ est continue sur R, , la formule de transfert permet de conclure que X" admet une
espérance et que

+00 n'
E(X;") = J 2" e M dx = AN = I
0

1 A"
>, W =, — converge d’apres le cours (c’est une série exponentielle). Toujours d’apres le
mp, n!

cours :
+00 oc>\
Simten - 55 -

n=0

Soit t € R, alors en utilisant la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre A :
P(X;>t)=1-P(X;<t)=1-Fx,(t)=1— (1 —e Mg, (t)
Ainsi, P(X; >t) =1sit<0et P(X; >t) =e Msit>0.

p
Soit t € R, alors (Y, > t) ﬂ Xj, > t), par indépendance des X, P(Y, > t) = [][ P(X} > 1).
1 k=1

k=
p
Sit<0,alors P(Y, >t)=[[1= > 0, alors
k=1

P
P(Y, > t) H = _)‘t)p = e Mt

Ainsi, en repassant au complémentaire, on a démontré que Fy, (t) = 0sit < 0 et Fy, () = 1—e P
si t = 0. On reconnait que la fonction de répartition de Y, est celle d'une exponentielle de
parametre Ap. Ainsi, Y}, suit une loi exponentielle de paramétre pA.



()

4. Comme E(X;) =2 =

(a)
(b)

D’apres le cours et en utilisant la question précédente, Y, admet une espérance et une variance

et E(Y,) = plA et V(Y,) = (pi)?

1 1

it on en déduit que, dans cette question, A = ok

On calcule P(X; <2) = Fy,(2) =1—e 2 =1—-¢7!

On calcule P(Y; < 1| X3 > 2) Or, si X3 > 2 le minimum des durées sera inférieur ou égal a 1 si
et seulement si X7 < 1, donc P(Y2 < 1|1X, > 2) = P(X; < 1|X3 > 2). De plus, X7 et X5 sont
indépendantes, donc P(X; < 1|X3 > 2) = P(X; < 1). On peut donc en conclure que

P(Ya<1|Xo=2)=P(X;<1)=Fx,(1)=1—e*=1—¢"1/?

On cherche & calculer P(Ys < 1| X5 < 2). Remarquons que P(X; <2)=1—-e 2 =1—-e"! >0,
ainsi :

P(Ys > 1) n (X2 < 2)
PYo<1|Xo<2)=1-PYo>1|X2<2)=1—
(Y2 <1[X2 <2) (Y2 > 1]X3 < 2) P(X, <2)
1 P((X1>1)0(X2>10X2<2)>
B 1—e-!
Par indépendance de X; et de Xo,
P(X:>1)P(1 < Xy <2 —1/2(g-1/2 _ g1
Py < 1|X <2) = 1— 0 1>1)(_<1 22 ¢ (16 — )
—e —e

Soit z € R. Si z < 0, alors comme le maximum de nombres positifs ou nuls est positif ou nul,
Fgz,(z) =P(Zy <z)=0.Siz >0, alors P(Zy < z) = P(X; <2 n Xy <z). Par indépendance de
X1 et X9, on obtient que

Fz,(z) = P(X; < 2)P(Xo < x) = (1 — e )2

e On remarque que x — 0 est €' sur R* et que z +— (1 — e *®)% est €' sur R* (par composée
de fonctions qui le sont). Ainsi, Fyz, est de classe €' sur R*.
e De plus, par continuité de '’exponentielle en 0, pour > 0,

Fzy(2) = (1= e™*)? —— 0 = Fz,(0)

z—0+t

Pour z < 0, Fiz,(x) =0 —— 0 = F,(0). Ainsi, Fz, est continue en 0.
z—0~

Dés lors, Fz, est continue sur R et de classe ' sur R privé d'un nombre fini de points (un seul),
donc Z; est a densité et une densité de Zy et donné par fz,(z) = Fy, (x) si x # 0 et fz,(0) =0
(valeur arbitraire). Deés lors, pour < 0, fz,(z) = 0 et pour = > 0,

fz,(x) = 2Xe 2%(1 —e A7) = 20e A — 20 "N — 2y (2) — fyo(2)

Ainsi, fz, = 2fx, — fvy

+00
1
Comme X; ~ &(A\), X1 admet une espérance et E(X;) = f rhe N dz = X (intégrale
0
converge absolument), de plus, Y5 ~ &(2)), Y2 admet aussi une espérance et que E(Y3) =

+00
1
f 22 e " dg = N Ainsi, par combinaison linéaire d’intégrales absolument convergentes,
0 +00
on en déduit que J 2z(fx,(x) — fy,(x)) dx converge absolument et donc que Zs admet une
0

espérance et que

E(Zy) = JDJrOOI(Zle (@)= (@) ao =2 (@) do - [ by (o) de = 2E(X)) — E(¥2)
1 1 3



1 1 2
De plus, E(Y3) = B3R de sorte que E(Y3) + E(Z;) = N + % =3 De plus, par linéarité de
Pespérance, X1 + X9 admet une espérance et
E(X1 + X2) = E(X1) + E(Xz) = =+~ = 2
1 2) = 1 =3+t

On a donc vérifié E(Ys) + E(Z;) = E(X; + X3). Ce résultat était prévisible, car
Yo+ 725 = min(Xl,Xg) + maX(Xl,Xg) = X1+ Xo

(en effet si X7 est le minimum alors Xo est le maximum et vice-versa).
+00

Comme X; et Y5 admettent des moments d’ordre 2, J 22 fx, (z) dz converge absolument et,
0

d’apreés la formule de transfert, cette intégrale vaut E(X?) = V(X1) +E(X;)? = % + 2 (d’apres
la formule de Kénig-Huygens). De méme, L +Oox2 fv, (z) dx converge absolument et cette intégrale
vaut E(Y5?) = V(Y3) + E(Y3)? = & + 4—; Par combinaison linéaires d’intégrales absolument
convergentes, j+oo:c2(2 fx,(z) — fyp(x)) dz converge absolument. Ainsi, d’apres la formule de
transfert, Zo> a?imet une espérance et

4 1 7
E(Z:?) = 2B(X,%) — E(Y2?) = sl vy

D’apres la formule de Konig-Huygens, Z5 admet une variance et

7 9 )
V(Z2) = B(Z2) ~B(%)" = 535~ 55 ~ e

P(Zy2n+x)=1—P(Z2 <n+x) comme Zy est a densité, on obtient,

PZyzn+z)=1—-Fz,(n+2z)=1—-(1— e—/\("+$))2
= 9 ~An+z) _ o 2A(n+x) _ 90 —AntE) _ 90 AT o (e —)\)n

Posons pour n € N, u,, = 2e ~**(e )", alors (u,), est bien une suite géométrique de raison e~

et de premier terme 2e ~*?.

En utilisant le calcul fait a la question précédente avec z = 0, on obtient que P(Zy > n) # 0,
ainsi :

P(Za=n+2x)n(Za=n)) P(Zy=n+x)
P(Zy=n+xZy=n) = =
(22 1222 n) P(Zy > n) P(Zy > n)
La derniére égalité est vraie car x > 0. En utilisant les équivalents trouvés a la question précédente,

9e —An+z)

2e —An
D’apres le cours, une loi exponentielle est sans mémoire, donc P (X7 = n + x| X7 > n) = P(X; > x).
En particulier, cette égalité reste vraie en faisant tendre n vers +oo.

P(Zy=zn+x|Zy=n) ~ = e Ainsi, P(Zy=n+x|Z2 =n) — e T
n—

Comme X5 prend des valeurs positives, a X2 + b prend des valeurs supérieures ou égales a b (car
a > 0). Ainsi, si t < b, alors P(aX2 + b <t) =0. Si t > b, alors comme a > 0,

t—b _
IP’(aX2+b<t):IP<X2< ):1—e—”ab
a

Ainsi, Fux,+5(t) =0sit <bet Fyx,1p(t) =1— oY
A=

e Remarquons que ¢t — 0 est de classe ¢! sur |-oo;b[ et t — 1 —e” " est de classe €
sur | b;+00 [ (par composée de fonctions qui le sont).
o Siz<b, Fyx,4(x) =0 —— 0 = F,x,+5(b) et si x > b, par continuité d’exponentielle en 0,

r—b~

Iib . . .
M —— 0= Fux,+5(b). Ainsi, F,x, 1 est continue en b.

FaXQ_;’_b(a'f) == 1 —e bt



Donc F,x,.p est continue sur R et de classe ¢ sur R privé d’un nombre fini de points (un
seul b). On peut en conclure que aX2 + b est une variable aléatoire a densité. Ainsi, si ¢ # b,

A
Jaxa46(t) = Fix, (1) et fax,1s(b) = o (valeur arbitraire). En dérivant, on obtient que si t < b,

A _
alors fox,+p(t) =0 et sit > b, alors fox,+5(t) = Ao

a
Comme X et X9 sont indépendantes, d’apres le lemme des coalitions, f(X;) = X1 et g(X2) =
aXs + b sont indépendantes avec f: z+— x et g: x — ax + b.

T est la somme de X; une variable a densité et de aXs + b une autre variable a densité. De
plus, d’apres la question précédente, X; et a Xy + b sont indépendantes, ainsi 1" est une variable
a densité et d’apres le résultat rappelé une densité de T' est donné par :

+00

+00
A
VzeR  fr(z) = f Faxoss () fx (2 — £) dt = J Ae=30000, (DAeE Dy (z— 1) dt
—00

e G

+00 N
= f Ee—a(t—b) Ae A (z—t)dt
b

De plus, pour t = b, g, (x —t) = 1 ssi o — ¢ > 0 ssi t < x (ainsi si cette inégalité est vérifiée, on
a nécessairement b < t < x), il y a donc deux cas :
e Six < b, alors pour tout ¢t > b, x —t < b—1t < 0 de sorte que 1r, (x —t) = 0, ainsi, fr(z) = 0.
e Six >0, alors Ig, (z —t) = 1 ssit < z, on sépare alors I'intégrale en deux :

T +
fr(z) = J é67%("/4’))@ A=t g + J Ooée*%(t*b)/\e A=t 0 dt
b a b @
2
A2 x iek(g—a:) =
_ e)\(Z—x)J QMO-1/a) gy _ a [e)\t(l—l/a)]
a b A1 —1/a) b
_ A o) (e)\r(l—l/a) _ eAb(l—l/a))
a—1
_ A (e Aw—b) _ e%(“*b))
1—a
Comme tous les X}, admettent une espérance, par linéarité 7}, aussi et
'l 1
E(Tp) = kZ EE(Xk) = Z Y
=1 k=1
Or, (X1, X2,...,X,) est une famille de variables indépendantes, d’apres le lemme des coalitions,

1 1 1
(Xl, §X2, §X3, R Xp) est est une famille de variables indépendantes, comme les X} ad-
p

mettent toutes une variance, —Xj aussi (la variance est quadratique), en tant que somme de

variables aléatoires indépendantes et possédant une variance, on peut en déduire que 7, admet
une variance et

P 1 LA | P11
V) = 2V (X ) = 2 mVX =Y 1553
k=1 k=1 k=1

+00. En outre, > —

De plus, on sait que Y| - diverge (série harmonique), ainsi, E(7}) p——— =

converge, ainsi, la suite (V(7})), converge.

) Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, possédant une

espérance j et une variance o2 > 0. Alors, (M,,*),>1 converge en loi vers une loi normale centrée

n
réduite. Ou M,, = — >, Xj et M,,* désigne la variable aléatoire centrée réduite associée a M,,.
N k=1



1
(b) Les variables X} sont indépendantes et admettent une variance — > 0, on peut donc appliquer

22
1 »
le théoreme central limite & M,*. Avec M, = — >, X}. Comme les X, admettent une espérance,
P k=1
. S 12 121 1
M, aussi par linéarité et E(M,) = — >} E(X;) = — >, — = —. De plus, comme les X}, sont
D k=1 Prz1 A A

P

indépendantes et admettent une variance, », Xj admet une variance et M, aussi (car la variance
k=1

est quadratique). Ainsi,

p =1 L}
Deés lors,
1
M., — —
M, —E(M p
Mp* == p ( p> = 1 )\ = \/ﬁ()\Mp - 1)

Soit z > 0 et Z ~ A47(0,1). Alors, on aimerait que P(—z < Z < z) = 0.95%. Donc on cherche z
tel que ®(z) — ®(—z) = 0.95%. Or, &(—2) = 1 — ®(2). Donc P(—z < Z < z) = 0.95% ssi

1+ 0.95
20(z) — 1 > 0.95 ssi ®(z) = % = 0.975. Ainsi, z = 1.95 convient. Comme p est grand,

on peut, d’apres le théoréme centrale limite, approximer P(—z < M,* < z) par P(—z < Z < z).
Donc, P(—z < M,* < z) ~ 0.95. Or,

1 z 1
Ainsi, \ appartient a l'intervalle [ (1 — ) ;=—— (1 +
M, VP

rieure ou égale a 0.95% si p est assez grand.



