2BCPST 2 2022-2023 Lycée Thiers

SOUTIEN : FRACTIONS, SOMMES, PRODUITS |

CALCULS AVEC DES FRACTIONS

Ecrire les nombres suivants sous forme de fractions irréductibles :
a) 2x3x5XT)(3+5+++1)
136 28 |, 62) o 2
b) (4~ 5 +5) < 5
c) 51 X 7% — 257 x 497
(125 X 7)3 —+ 59 % 143

Simplifier les fractions suivantes (la lettre £ désigne un entier naturel non nul.

3 1 2771 42 —92 2k+1 ><32k71
a) 8 X 4z b) S5 c) (@W
SOMMES

Calculer pour un entier n € N*

2) A= ,é o3k 41 b) B — Qf()z(z 1) Q) C = él k(/~c1+1)

(4] Calculer k%jo(—l)kk en séparant les termes d’indices pairs et impairs.

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

QNP b) i éo 25%-1 ) T i d)jz::: é(z’ — 1) In(j).
(6] Soit 7 un entier naturel. Calculer les sommes suivantes :

a) éo (2)34r b) él 2 (1) o) éo () d) éﬂ k(7).

Calculer pour n € N*, a € R*,b € R. Calculer en fonction de a, bet n :

) 8 (,1)a b) (1)1 A 2 (1) 3, (v

Soit n € N* et soit S,, = an (2@ etT, = znj (%"H).

0<2k<n 0<2k+1<n
1) Montrer que S,, +T,, =2" et S,, — T, = 0.
2) En déduire la valeur de S,, et T,,.
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PRODUITS

[9]Soit n € N*. Simplifier ﬁ (2k) puis en déduire ﬁ (2k+1).
k=1

k=1

Calculer les produits suivants : a) [] (1 - k?> avecn > 2 b) II \2/3 avecn > 1.
k=2

=1
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CORRECTION I

Correction :

a) On développe :

1 1 1_2><3><5><7 2Xx3XxHXT7 2x3xbHxT7

2x3xbx7

1
(2><3><5><7)(§+f+7+*)

3 5 7 2 * 3 * )

=3 XOXTH+2XO5XT+2x3Xx7T+2x3%x5H
=105+ 70 + 42 + 30 = 247.

b) On simplifie d’abord, puis on applique les régles de calcul :

(136 28 62) 21 (136 28 31)
—F+ =) X==(——-——4+—) X
24 15 5 bt

5 10
(0,9, T
- \15 5 8

(B0, 0y, ]
- \15 15 8
X

ol =3

_ M5 T2 T
15 78 378
_ 203
24

¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants :

510 x 78 — 255 x 492 510 % 73 — 510 x 7

(125 x 7)3 4+ 59 x 143 59 x 73 + 5% x 73 x 23
50 T(1-7)
59 x 73 (1 +23)

_ 5x(=6) —10
= 9 = .
Correction :
a) 88 x 5 =02x4Px =2 x8x5=2x4=2
— 3)—1 2)2 34
b) 237741;2%12 =@ %4&53 r - ? =3
) (_2)2k+1 X 32k—1 B (_2) X (_2)2k X 32k % 3—1
¢ 4k x 3=h+1 4k x 37k x 3
_(—2) x 4F x 3% x 3k
4k x 32
= 2 x 3%2

7
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Calculer pour un entier n € N*

n 2n n 1
a) A= 23k+1 b) B = (7 + 1 c)C = —_—
) k§2 ) EOZ(Z ) ) kZ::1 k(k+1)
Correction :
n 1 _ Qn—2+1
a) A=2) 8" =2x8-———— car 841
= 1—-8
128
gl 1
(- )

2n 2n 2n
b) B=Y i*+i=) i®+) i
1=0 =0 =0

2n(2n+ 1)(dn+1)  20(2n + 1)

B 6 T

2n(2n + 1

2”(7;“(4n+1+3)

o+ 1

:7”L(n3—1—)(4n+4)

_An(n+1)(2n+1)

- 3
c)__#:l—i(ken\l*)

k(k+1) k k+

n

O —
= k(k: +1) 2:: /<: +1
=1- 1 (somme téléscopique)
on
Con+1

2n
(4] Calculer 3" (—1)k en séparant les termes d’indices pairs et impairs.
=0

Correction :

2n n

S (—1)k = Z 1)%*2k + Z D2k + 1)

k=0
n—1 n—1
/Z/k+2n—2/z/k 21
k=0

=2n—n=mn

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

SR’ b) 3 3" 2521 9y i A 35 (i — 1) ().
1<i<j<n i=2 j=0 1<i<j<n =2 j=1
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Correction :

SIS B RS F PR >=2<2j3+2j2>
S J= =
)

1<i<j<n j=1i= 2 j=1 j=1
1 (n*(n+1)? nn+1)(2n+1
2 TR 6
= n(n21— D (Bn(n+1)+2(2n+1))
_n(n+1), ., _n(n+1)Bn+1)(n+2)
== (3n* +Tn+2) = 51
009 o, 1 9 s o L) _/10x11x21 1(1-25"
b) i§]§OZ5J =2 i x 225J><5>_<6 1>><5<1_25
— _ oL omo 4y 160000
= (385 —1) x — x 24(25 1) = E (25 1)
0 5 i = nz—:l ( i z) _ nz—:l(n = nnili B niliQ . (n—1)n B (n—1)n(2n —1)
1<i<j<n i=1 \j=i+1 i=1 i=1 i=1 2 6
_n(n—1)(n+1)
B 6
ntl n . n+1 . n . n+l no n+l
d > X(@E—-1)In() =X ((z— 1) lnj> = (Z (1 — 1)) x In <H j) = (Z (1 — 1)) In(n!)
=2 j=1 1=2 j=1 =2 j=1 1=2
—In() Sk (k=i—1)
k=1
= ln(n!)n(n +1)
2
6] Soit n un entier naturel. Calculer les sommes suivantes :
a) > (1)3kar b) 3 2* () OB (%) d) 3 k ().
Correction :
a) > (1)34m = = (1)3t4kant = = (1) (12)k4nF = (12 4+ 4)" = 16"
A k 4 kin—k _ (n\90 _ n__ 1 _—_n _
b) 22() kzo()m ()2=@+1r—1=3"—1.
N () 1k qn— k _ —_on
0) kgo() kgo(kﬁ Ak = (14 1) — 1 =2n,
n n n - n—1 e e e
d) g:jok;() k;k;( ) :Hn(kj) :n;( ;') =n2"'  RAPPEL:k(}) =n(})

Correction :

03[, et = S () G =10
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PG E e b

k=1
n k n
) > <n> > <k> alb I =% <n> (a+0)"=1+a+b)"
im0 \F/ 20 \J o \k
Soitne N* et soit S,, = an (Z) etT, = an (Z)
k=0 k=0
k pair k impair

1) Montrer que S,, +7,, =2"et S,, —1T,, = 0.
2) En déduire la valeur de S,, et T,,.

Correction :

s 20 5 0)-E0-50

k= k=0 k=0
k pair k impair
= (1+1)" = 2"d’apres la formule du binome de Newton
“ n - n " n - n
e £ 05 0 5 Gor 2, 0
k=0 k=0 k=0 k=0
k pair k impair k pair k impair
=> <Z> (—DF =3 (Z) (1) 1"* = (=1+1)" =0 d’apres la formule du binome de Ne
k=0 k=0
2) Ona §, — T, =0donc S,, =T,,.
De plus, comme S, +7,, = 2", ona donc S,, + S, = 2" d’ou1 25, = 2" S, =T, =21

n

[9]Soit n € N*. Simplifier 1 (2k) puis en déduire [T (2k + 1).
k=1
Correction :

Il (2k) =2" ] k= 2"n! et I (2k +1) = *= — _
k=1 k=1 k=

Calculer les produits suivants : a) [] (1 — k2> avecn > 2 b) I1 \2/5 avecn > 1.
k=2 i=1

Correction :

LR -1 0 S k—1 0 Sk+1 0 Ix2x3x..x(n—1) 3x4x..x(n+1)

z 1
a) (1—)— =] — x X
kl;g k2 kl;lz k2 kl;IQ k Ig k 2xX3x..xn 2x3x..xn
_lxn+1_n+1
o 2 2n

-6-
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i1 20 ﬁ 9 iz n(n+1)
=1 2i=1 2 2



