
2BCPST 2 2022-2023 Lycée Thiers

SOUTIEN : FRACTIONS, SOMMES, PRODUITS

CALCULS AVEC DES FRACTIONS

1 Ecrire les nombres suivants sous forme de fractions irréductibles :

a) (2× 3× 5× 7)(1
2 + 1

3 + 1
5 + 1

7)

b)
(

136
15 −

28
5 + 62

10

)
× 21

24

c)
510 × 73 − 255 × 492

(125× 7)3 + 59 × 143

2 Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul.
a) 83 × 1

42 b) 27−1×42

3−4×24 c) (−2)2k+1×32k−1

4k×3−k+1

SOMMES

3 Calculer pour un entier n ∈ N∗

a) A =
n∑

k=2
23k+1 b) B =

2n∑
i=0

i(i + 1) c) C =
n∑

k=1

1
k(k + 1)

4 Calculer
2n∑

k=0
(−1)kk en séparant les termes d’indices pairs et impairs.

5 Soit n ∈ N∗. Calculer les sommes suivantes :

a)
∑

1≤i≤j≤n
ij b)

10∑
i=2

9∑
j=0

i252j−1 c)
∑

1≤i<j≤n
i d)

n+1∑
i=2

n∑
j=1

(i− 1) ln(j).

6 Soit n un entier naturel. Calculer les sommes suivantes :

a)
n∑

k=0

(
n
k

)
3k4n b)

n∑
k=1

2k
(

n
k

)
c)

n∑
k=0

(
n
k

)
d)

n∑
k=0

k
(

n
k

)
.

7 Calculer pour n ∈ N∗, a ∈ R∗, b ∈ R. Calculer en fonction de a, b et n :

a)
n∑

j=0

(
n

n−j

)
a−j−1 b)

n∑
k=1

(
n−1
k−1

)
bk c)

n∑
k=0

(
n
k

) k∑
j=0

(
k
j

)
ajbk−j

8 Soit n ∈ N∗ et soit Sn =
n∑

062k6n

(
n
2k

)
et Tn =

n∑
062k+16n

(
n

2k+1

)
.

1) Montrer que Sn + Tn = 2n et Sn − Tn = 0.

2) En déduire la valeur de Sn et Tn.
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PRODUITS

9 Soit n ∈ N∗. Simplifier
n∏

k=1
(2k) puis en déduire

n∏
k=1

(2k + 1).

10 Calculer les produits suivants : a)
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
avec n ≥ 2 b)

n∏
i=1

√
i

2i
avec n ≥ 1.
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CORRECTION

1 Correction :

a) On développe :

(2× 3× 5× 7)(1
2 + 1

3 + 1
5 + 1

7) = 2× 3× 5× 7
2 + 2× 3× 5× 7

3 + 2× 3× 5× 7
5 + 2× 3× 5× 7

7
= 3× 5× 7 + 2× 5× 7 + 2× 3× 7 + 2× 3× 5
= 105 + 70 + 42 + 30 = 247.

b) On simplifie d’abord, puis on applique les règles de calcul :(136
15 −

28
5 + 62

10

)
× 21

24 =
(136

15 −
28
5 + 31

5

)
× 7

8
=
(136

15 + 3
5

)
× 7

8
=
(136

15 + 9
15

)
× 7

8
= 145

15 ×
7
8 = 29

3 ×
7
8

= 203
24 .

c) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants :

510 × 73 − 255 × 492

(125× 7)3 + 59 × 143 = 510 × 73 − 510 × 74

59 × 73 + 59 × 73 × 23

= 510 × 73(1− 7)
59 × 73 (1 + 23)

= 5× (−6)
9 = −10

3 .

2 Correction :

a) 83 × 1
42 = (2× 4)3 × 1

42 = 23 × 43 × 1
42 = 23 × 4 = 25

b) 27−1×42

3−4×24 = (33)−1×(22)2

3−4×24 = 34

33 = 3

c)
(−2)2k+1 × 32k−1

4k × 3−k+1 = (−2)× (−2)2k × 32k × 3−1

4k × 3−k × 3

= (−2)× 4k × 32k × 3k

4k × 32

= −2× 33k−2
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3 Calculer pour un entier n ∈ N∗

a) A =
n∑

k=2
23k+1 b) B =

2n∑
i=0

i(i + 1) c) C =
n∑

k=1

1
k(k + 1)

Correction :

a) A = 2
n∑

k=2
8k = 2× 82 1− 8n−2+1

1− 8 car 8 6= 1

= 128
7 (8n−1 − 1)

b) B =
2n∑
i=0

i2 + i =
2n∑
i=0

i2 +
2n∑
i=0

i

= 2n(2n + 1)(4n + 1)
6 + 2n(2n + 1)

2

= 2n(2n + 1)
6 (4n + 1 + 3)

= n(2n + 1)
3 (4n + 4)

= 4n(n + 1)(2n + 1)
3

c)
1

k(k + 1) = 1
k
− 1

k + 1 (k ∈ N∗)

C =
n∑

k=1

1
k(k + 1) =

n∑
k=1

1
k
− 1

k + 1

= 1− 1
n + 1 (somme téléscopique)

= n

n + 1

4 Calculer
2n∑

k=0
(−1)kk en séparant les termes d’indices pairs et impairs.

Correction :
2n∑

k=0
(−1)kk =

n∑
k=0

(−1)2k2k +
n−1∑
k=0

(−1)2k+1(2k + 1)

=
�
�
��2

n−1∑
k=0

k + 2n−
�
�
��2

n−1∑
k=0

k −
n−1∑
k=0

1

= 2n− n = n

5 Soit n ∈ N∗. Calculer les sommes suivantes :

a)
∑

1≤i≤j≤n
ij b)

10∑
i=2

9∑
j=0

i252j−1 c)
∑

1≤i<j≤n
i d)

n+1∑
i=2

n∑
j=1

(i− 1) ln(j).

-4-



2BCPST 2 2022-2023 Lycée Thiers

Correction :

a)
∑

1≤i≤j≤n
ij =

n∑
j=1

j∑
i=1

ij =
n∑

j=1
j × j(j + 1)

2 = 1
2

(
n∑

j=1
j3 +

n∑
j=1

j2
)

= 1
2

(
n2(n + 1)2

4 + n(n + 1)(2n + 1)
6

)

= n(n + 1)
24 (3n(n + 1) + 2(2n + 1))

= n(n + 1)
24 (3n2 + 7n + 2) = n(n + 1)(3n + 1)(n + 2)

24

b)
10∑

i=2

9∑
j=0

i252j−1 =
10∑

i=2
i2 ×

(
9∑

j=0
25j × 1

5

)
=
(10× 11× 21

6 − 1
)
× 1

5

(
1− 2510

1− 25

)

= (385− 1)× 1
5 ×

1
24(2510 − 1) = 16

5 (2510 − 1)

c)
∑

1≤i<j≤n
i =

n−1∑
i=1

(
n∑

j=i+1
i

)
=

n−1∑
i=1

(n− i)i = n
n−1∑
i=1

i−
n−1∑
i=1

i2 = n.
(n− 1)n

2 − (n− 1)n(2n− 1)
6

= n(n− 1)(n + 1)
6

d)
n+1∑
i=2

n∑
j=1

(i− 1) ln(j) =
n+1∑
i=2

(
(i− 1)

n∑
j=1

ln j

)
=
(

n+1∑
i=2

(i− 1)
)
× ln

(
n∏

j=1
j

)
=
(

n+1∑
i=2

(i− 1)
)

ln(n!)

= ln(n!)
n∑

k=1
k (k = i− 1)

= ln(n!)n(n + 1)
2

6 Soit n un entier naturel. Calculer les sommes suivantes :

a)
n∑

k=0

(
n
k

)
3k4n b)

n∑
k=1

2k
(

n
k

)
c)

n∑
k=0

(
n
k

)
d)

n∑
k=0

k
(

n
k

)
.

Correction :

a)
n∑

k=0

(
n
k

)
3k4n =

n∑
k=0

(
n
k

)
3k4k4n−k =

n∑
k=0

(
n
k

)
(12)k4n−k = (12 + 4)n = 16n

b)
n∑

k=1
2k
(

n
k

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
2k1n−k −

(
n
0

)
20 = (2 + 1)n − 1 = 3n − 1.

c)
n∑

k=0

(
n
k

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
1k.1n−k = (1 + 1)n − 1 = 2n.

d)
n∑

k=0
k
(

n
k

)
=

n∑
k=1

k
(

n
k

)
=

n∑
k=1

n
(

n−1
k−1

)
= n

n−1∑
i=1

(
n−1

i

)
= n2n−1 RAPPEL : k

(
n
k

)
= n

(
n−1
k−1

)

7 Correction :

a)
n∑

j=0

(
n

n− j

)
a−j−1 = a−1

n∑
j=0

(
n

j

)(1
a

)j

= 1
a

(
1 + 1

a

)n
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b)
n∑

k=1

(
n− 1
k − 1

)
bk =

(i=k−1)

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
bi+1 = b

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
bi = b · (1 + b)n−1

c)
n∑

k=0

(
n

k

)
k∑

j=0

(
k

j

)
ajbk−j =

n∑
k=0

(
n

k

)
(a + b)k = (1 + a + b)n

8 Soit n ∈ N∗ et soit Sn =
n∑

k = 0
k pair

(
n
k

)
et Tn =

n∑
k = 0
k impair

(
n
k

)
.

1) Montrer que Sn + Tn = 2n et Sn − Tn = 0.

2) En déduire la valeur de Sn et Tn.

Correction :

1) Sn + Tn =
n∑

k = 0
k pair

(
n

k

)
+

n∑
k = 0

k impair

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1k1n−k

= (1 + 1)n = 2nd’après la formule du binome de Newton

Sn − Tn =
n∑

k = 0
k pair

(
n

k

)
−

n∑
k = 0

k impair

(
n

k

)
=

n∑
k = 0
k pair

(
n

k

)
(−1)k +

n∑
k = 0

k impair

(
n

k

)
(−1)k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k1n−k = (−1 + 1)n = 0 d’après la formule du binome de Newton

2) On a Sn − Tn = 0 donc Sn = Tn.
De plus, comme Sn + Tn = 2n, on a donc Sn + Sn = 2n d’où 2Sn = 2n Sn = Tn = 2n−1

9 Soit n ∈ N∗. Simplifier
n∏

k=1
(2k) puis en déduire

n∏
k=1

(2k + 1).

Correction :

n∏
k=1

(2k) = 2n
n∏

k=1
k = 2nn! et

n∏
k=1

(2k + 1) =

n∏
k=1

(2k + 1)×
n∏

k=1
(2k)

n∏
k=1

(2k)
= (2n + 1)!

2n n!

10 Calculer les produits suivants : a)
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
avec n ≥ 2 b)

n∏
i=1

√
i

2i
avec n ≥ 1.

Correction :

a)
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
=

n∏
k=2

k2 − 1
k2 =

n∏
k=2

k − 1
k
×

n∏
k=2

k + 1
k

= 1× 2× 3× ...× (n− 1)
2× 3× ...× n

× 3× 4× ...× (n + 1)
2× 3× ...× n

= 1
n
× n + 1

2 = n + 1
2n
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b)
n∏

i=1

√
i

2i
=

n∏
i=1

√
i

n∏
i=1

2i
=

√
n∏

i=1
i

2
n∑

i=1
i

=
√

n!

2
n(n + 1)

2
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