2 BCPST2 Les suites particulieres

CH 1 : Révisions d’analyse suites et fonctions

Les suites particulieres I

D1. SUITE ARITHMETIQUE

On dit que la suite (up)n>n, est arithmétique de raison r si :

Vn > ng,Unt1 = Up + 7

T2. TERME GENERAL D’UNE SUITE ARITHMETIQUE ET SOMME DES PREMIERS
TERMES

Vn > ng, Uy = Un, + (N —no)r

Uny + Unp

n

k=ng

D3. SUITE GEOMETRIQUE

On dit que la suite (up)n>n, est géométrique de raison ¢ si :

Vn > ng, Un+1 = qQUnp

T4. TERME GENERAL D’UNE SUITE GEOMETRIQUE ET SOMME DES PREMIERS
TERMES

e Terme général :
Vn > ng, up = Uneq" "

e Somme des premiers termes :

n
Sig=1,Yn>ng, Sp= Y ux=(n—no+ 1)us

k=ng
n 1— qn—no+1
Sig#1,Vn>mng, S,= Z Up, = Unp,
k=ng 1- q

D5. SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

Soit (a,b) € R%, a # 1, b # 0. On dit que la suite (u,)n>n, est arithmético-géométrique si :

Vn > ng, Unt1 = Ay + 0
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T6. TERME GENERAL D’UNE SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

Si la suite (uy,) est arithmético-géométrique, on doit appliquer la démarche suivante :

On résout 1’équation « x = ax + b,z € R », on note £ la solution
e On montre que la suite (u, — £),>n, st une suite géométrique de raison a et de premier terme wuy, — £
n—no

e On utilise I'expression explicite d'une suite géométrique : Vn > ng, up — € = (up, — £)a

e Puis on conclut en donnant I'expression générale de u,, : Vn > ng, up = a™ "0 (up, — £) + /.

D7. SUITE VERIFIANT UNE RECURRENCE LINEAIRE D’ORDRE 2

Soient (a,b) € R? et (uy,)nen une suite réelle vérifiant :
Vn € N, upyo = atpy1 + buy,

On dit que la suite (u,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 (& coefficients constants) .

T8. TERME GENERAL D’UNE TELLE SUITE

Considérons ’équation caractéristique (E) : « 2 € C, 22 —az —b =0 ».
e Si (E) possede 2 solutions réelles 71 et ro. Il existe alors un unique couple (o, 3) € R? tel que :
Vn € N, u, = arf + Gry.
e Si (E) possede une unique solution r. Il existe alors un unique couple (a, 3) € R? tel que :
Vn € N,u, = (a+ Bn)r".

e Si (E) posséde deux solutions complexes conjuguées, z = re'? et 7 = re~%. 1l existe alors un unique couple
(a, B) € R? tel que :

Vn € N, u, = aRe(z") + fIm(z") = " (« cos(nd) + B sin(nh)).

La détermination de « et 3 se fait au cas par cas a partir de deux termes de la suite, en général les deux
premiers.
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Convergence des suites réelles I

Sauf mention du contraire, les suites réelles qui interviennent dans les énoncés qui suivent sont définies a
partir d’un rang noté ng.

D9. SUITES MAJOREES, MINOREES, BORNEES

Soit (uy,) une suite réelle. On dit que :
o (uy) est majorée s’il existe un réel M tel que ¥Yn > ng, u, < M.
e (uy,) est minorée s’il existe un réel m tel que Vn > ng, u, > m.

e (uy,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée, cela peut se traduire par :
il existe une réel positif K tel que ¥Yn > ny, |u,| < K.

D10. SUITES MONOTONES

Soit (uy,) une suite réelle. On dit que :
e constante si Vn > ng, upt1 = Un,
e croissante si Vn > ng, Upy1 > Un,
e décroissante si Vn > ng, Up1 < Un,
e strictement croissante si Vn > ng, tUnpt1 > Un,
e strictement décroissante si Vn > ng, unt1 < Up,
e monotone si elle est croissante ou décroissante.

Remarque : une suite croissante (resp. décroissante) est minorée (resp. majorée) par son premier terme.

D11. LIMITE FINIE D’UNE SUITE REELLE

Soit (uy) une suite réelle.

e On dit que le nombre réel ¢ est une limite de la suite (uy,)n>n, et on écrit, ll)r_{l u, = ¢ si tout intervalle
- n o0

ouvert contenant ¢ contient tous les u, a partir d’un certain rang. Ceci est équivalent a :

Ve >0,3n1 >ng / Yn>ny, |u,—/{ <e.

e On dit alors que la suite (u,) est convergente ou encore qu’elle converge vers /.

D12. LIMITE INFINIE D’UNE SUITE REELLE

Soit (uy,) une suite réelle.

e On dit qu’'une limite de (u,,) est +oo et on écrit, ll)ril up = 400 si tout intervalle non majoré de R
n o

contient tous les termes de la suite (u,) & partir d’un certain rang. Cela peut se traduire par :

VA>0,3n1 >ng / Yn>ny ,u,>A
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e Définition analogue pour lim wu, = —oo.
n—-+00

T13. PROPRIETE(S)

Soit (uy,) une suite réelle et £ € R. On a les équivalences suivantes :

lim u,=/¢< lim (u,—¢) =0« lim |u,—¥¢=0.
n—-4o0o n—+400o n—-+4o0o

T14. UNICITE DE LA LIMITE

Une suite réelle posséde au plus une limite. Par commodité, on notera lim w, pour lim wu,.
n—-+00

T15. LIMITE NON NULLE ET SIGNE

Si (uy) converge un réel non nul, alors a partir d’un certain rang nq, pour tout n > nq, u, est du signe
de 4.

T16. SUITES DES TERMES PAIRS ET IMPAIRES

Soit (uy,) une suite réelle et ¢ un réel.
(uy) converge vers £ < (uz,) et (ugn41) convergent aussi vers .

Remarques :

- Ce résultat s’adapte au cas d’une limite infinie

- Ce résultat peut étre utilisé pour justifier une divergence : si (ugy) et (ug,+1) ne tendent pas vers la
méme limite, alors (u,,) diverge.

T17. LIMITES ET OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES SUITES REELLES

Soit (uy) et (vy,) deux suites réelles.

e silimu, =/, et limv, = ¢, ces limites étant finies, alors :

lim(up +vn) = £+ 0, limuyo, = €0, et si € 0, lim -2 =

£
v,
e silimwu, = 400 (resp —o0) :
e et si (v,) minorée (resp majorée) alors lim(u,, + vy,) = +00 (resp. —00).
e limv, = ¢, ¢ +# 0 alors lim u,v,, = signe(¢)oc.

e silimu, =¢,¢+# 0, limv, = 04 alors :

lim - = signe(¢)oo
n

e Résultats analogues avec —oo et 0_.
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T18.

« PASSAGE A LA LIMITE » DANS DES INEGALITES

e Soit (uy) et (v,) deux suites réelles telles que, a partir d'un certain rang u, < v, et limu, = ¢ et
limwv, = ¢. On a alors £ < /.

e S’utilise souvent avec une des deux suites qui est constante.

T19. THEOREME DE CONVERGENCE PAR ENCADREMENT

Soient (uy), (vy), (wy,) des suites réelles telles que,
e 3 partir d’un certain rang, u, < v, < wy;
e (up) et (wy) convergent vers la méme limite £.

On a alors (vy,) qui converge aussi vers £.

T20. THEOREME D’ENTRAINEMENT OU DE COMPARAISON

Soient (uy), (vy,) des suites réelles telles que a partir d’un certain rang, u, < v,;
e Si lim u, = +o00, alors lim v, = +oo.

e Si lim v, = -oo, alors lim u,, = -coc.

T21. SUITES ADJACENTES

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles vérifiant :

e (uy) est croissante et (v,) décroissante a partir d’un certain rang ng ;

o lim (up, —vy) =0.
Alors (uy) et (v,) convergent vers la méme limite finie ¢ qui vérifie :

Vn > no, up <€ < v,

On dit que ces suites sont adjacentes.

T22. THEOREME DE LIMITE MONOTONE (TRES IMPORTANT)

e Toute suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée) converge, la limite étant la borne
supérieure (respectivement inférieure) de I’ensemble des valeurs de la suite.

e Une suite croissante non majorée (respectivement décroissante non minorée) tend vers +oo (respectivement
—00).
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D23. SUITES NEGLIGEABLES, SUITES EQUIVALENTES

Soient (uy,) et (vy) deux suites réelles.
o J'il existe une suite (e,,) telle que :
Up = Un En , & partir d’'un certain rang et lim g, =0,
on dit que u,, est négligeable devant v,, et on a u, = o(vy).
e J'il existe une suite (wy,) telle que :
Uy = UpWy , & partir d’'un certain rang et  lim w, =1,
on dit que u, est équivalente & v,, et on utilise la notation : u, ~ v,.

Si c’est le cas, on a alors aussi v, ~ u,.

Remarque Que signifie u, = o(1) ? Tout simplement, la suite (u,) tend vers 0.

T24. CARACTERISATIONS PRATIQUES

Soient (uy) et (vy) deux suites réelles.
Si (v,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang, on a alors :

u
Up = o(v,) <= lim — =0
Un

. Up
Up ~ Uy <= lim— =1
Un

T25. LIEN EQUIVALENCE NEGLIGEABILITE

On a I’équivalence :
Up ~ Uy <= Uy — Uy = 0(Vy)

T26. RAPPEL DES CROISSANCES COMPAREES

Soient a et b deux réels strictement positifs, ¢ un réel.

Version "négligeabilité" Version "limite"
b
b= o(ne i ()" _
(In(n))® = o(n?) Jim L g
a
n® = o(n!) im =0
n—y+oo n!
q’n
] n _— L 1 angn —
Silg <1,q"=o0(%)|  lim n%"=0
nll
. a_ in Loont
sig>1,n*=o0(q¢") ngqun 0
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T27. RELATIONS DE COMPARAISON, LIMITES ET SIGNE

Soient u,, et v, deux suites réelles.
e Siu, ~ v, etlimv, =/¢alors limu, = /.
e Sif/eR*etlimu, =/ alors u, ~ .

e  Siuy,~ vy, et (u,) de signe constant a partir d’'un certain rang alors (v,,) est de méme signe a partir

d’un certain rang.

e Siu,~u,etlimv, =/¢ (R ou+c0), alors limu,, = ¢.

T28. OPERATIONS SUR LES RELATIONS DE COMPARAISON

® Siu, ~ vy et wy ~ ty, alors, uywy, ~ vty et o~ P
n n

1

e 7 est un réel. (cas particuliers: 7= -1, r € Z, r = -

oun € N¥)
Si up, ~ vy, alors u;, ~ v,,.

o Siuy, ~ vy, , alors |uy| ~ |vy.

T29. CHANGEMENT DE VARIABLE ET EQUIVALENTS

Silimu, =bet f 9, alors f(uy) ~ g(uy)

Interdictions : Qu’est ce que ’on n’a pas le droit de faire avec des
équivalents ?

e d’écrire un équivalent a 0.
e d’additionner des équivalents, ou de les soustraire.

e de composer par une fonction des équivalents (hormis pour une fonction puissance, avec un exposant
constant, comme mentionné ci-dessus).
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Fonctions réelles d’une variable réelle I

Limite d’une fonction d’une variable en un point I

D30. LIMITE EN UN POINT FINI

Soit f une fonction définie sur un intervalle I non réduit a un point et ¢y un nombre réel appartenant a
I ou étant une extrémité de I.

e On dit que le nombre réel ¢ est une limite de la fonction f en x( et on écrit,mli_gﬂl f(x) = ¢ si pour tout
0

nombre réel € > 0, il existe a > 0 tel que,
Vo e INjag — a,x0 + af, [ f(x) — £ < €.
On dit alors que f admet en xg une limite finie.

e On dit que +o0o est une limite de la fonction f en zy et on écrit, le f(x) = 400 si pour tout nombre
T—x0
réel A > 0, il existe o > 0 tel que,

Vo e INjxg — a, 0+ af, f(x) > A.

e Définition analogue pour lim f(x) = —ooc.
T—T0

T31. UNICITE DE LA LIMITE

La limite d’une fonction en un point lorsqu’elle existe, est unique.

D32. LIMITE A GAUCHE ET A DROITE

Soit f une fonction, zp un réel. Si la restriction de f a |xg, +0o[ (resp. & |—o0, o[ ) admet une limite ¢
(£ € RU{+00; -00}) en xg, on dit que f admet ¢ pour limite & droite en z¢. On écrit alors :

a:h—g;lo f(x) =12 (resp. xh—>nxlo flz)=1¢)

>

ou
lim f(z)=1¢ (resp. lim f(x)=1¢)
:r—ng' TTy

T33. LIEN ENTRE LES DIFFERENTES NOTIONS DE LIMITE

Soit f une fonction définie sur I et £ € RU {+00; -0co}. On suppose que I contient les intervalles [a, x| et
|z, b] ot @ et b sont des réels tels que, a < zp < b.
lim f(z) ={ < xlgrwlo f(z) = lim f(z)=14¢

T—x0 T—T0
> <

D34. LIMITES EN L’ INFINI

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant [a, +o0].
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e On dit que le nombre réel ¢ est la limite de la fonction f en +oo et on écrit,

lim f(z)=1¢

r—r-+00

sil’'on a :

Ve>0,3A>0 / Voel, (2>A = |f(z) - <e)

e On dit que la limite de f en 400 est +oo (resp —o0) et on écrit,

lim f(z) =400 (resp. —0)

T—+00
si ’'on a :

VA>0,3a>0 / Vexel, z>a= f(z)>A (resp.f(zx)<—A)

Soit f une fonction définie sur I contenant un intervalle | — oo, b]. En remplagant dans les implications
précédentes x > « par x < —a on définit les notions de limite finie et infinie en —oo.

T35. OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES LIMITES - CAS FINIES

Si f et g sont définies I, xyp € RU {-00;+00} et possédent des limites finies en xg, alors :

e [+ g posséde une limite en xq et zlggo flz)+g(x) = mlggo fz)+ zlggog(m).

e fg possede une limite en z( et IIL%O flx)g(x) = < lim f(:n)) ( lim g(x)) .

Tr—IT0 Tr—TQ
; fa) _ ey ™)
. . I N . . . ) _ z—xQ
e Si xlgglo g(z) #0, 7 possede une limite en xg et xllg:lo o) = a:l—ifgo IR

T36. OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES LIMITES - CAS DE LIMITES INFINIES

f et g sont définies sur I, xg € RU {-00; +00}.

Si f est minorée (resp. majorée) au voisinage de xg et si g admet pour limite +oo (resp. —o0) en z( alors

lim f(z)+g(x) = lim g(z).

Tr—TQ T—T0

Si f admet une limite non nulle et g une limite infinie on a :

+o00 si les limites de f et g sont de méme signe.
—o00 sinon.

lim f(x)g(z) = {

T—TQ

Dans le cas ou les deux limites sont infinies, on peut dresser le tableau suivant :

lim f(z) | lim g(z) | lim f(z)+g(x) | lim f(x)g(x)

T—T0 T—T0 T—TQ T—rT0
+o00 +o00 +o0o “+00
+00 —00 indéterminée —00

e Si lim f(z)=/¢,0 €R, et lim g(x) est infinie alors :
T—x0 T—T0
tim 7@ g,
M g(a)

9
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e Si lim g(x) =0, lim f(z) =4£,0+#0, et pour x # xg, g(x) > 0, au voisinage de z, alors on a :
T—x0 T—x0

f(l‘):{ +o0 sil >0

xlgIaclo g(z) —00 sinon.

s , , 0 00
Récapitulatif des formes indéterminées : "+o0o-00”, 0 X 00”, "6" , = oo et Q0"

8

T37. LIMITE D’UNE COMPOSEE

Soient f et g deux fonctions, soit g et yo appartenant & R U {-o0; +o0}, tels que :
li = t i = /.
im f(z) =yoet lim g(y)

On a alors :
lim (go f)(x) ="¢.

T—rX0

T38. LIMITE DE L'IMAGE D’UNE SUITE PAR UNE FONCTION

Si (up) tend vers a et si la limite de f en a vaut b, alors

la suite (f(uy,)) tend vers b.

T39. SIGNE D’UNE FONCTION DE LIMITE NON NULLE

Soit zp € RU{-00,+00} et f une fonction définie au voisinage de xq,

e Si lim f(x)=/{et £>0,alors f > 0 au voisinage de x.
T—T0

e Si li_>rn f(x)="Let £ <0, alors f <0 au voisinage de .
T—xTo

10
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T40. COMPATIBILITE DE LA LIMITE AVEC L’ORDRE

Soient f et g deux fonctions définies sur I, zp € R U {-o00;+00}, telles que :

lim f(z) =4, LeR,, lim g(z) =10, e R.
T—T0

T—T0
On suppose qu’au voisinage de zg on a f(z) < g(x).

On peut alors en conclure que : (<.

T41. CONVERGENCE PAR ENCADREMENT

Soient f, g, h trois fonctions définies sur I, z¢p € R U {-o00; +00}, telles que :

Veel, f(z)<g(r)<h(r)
et
xli_rgc0 f(z) = xli_Ig:O h(z) =4, [(eR,

On a alors :

mlirgm g(x) existe et est égale a /.

T42. LIMITE PAR ABSORPTION

Soit f, g, h trois fonctions définies sur I, g € RU {-00; +00} et vérifiant :

o Vx eI, f(x) = g(z)h(x)
e h est bornée

o xlir%o g(x)=0.
On a alors :

lergCO f(z) existe et est égale a 0.

T43. LIMITE PAR MAJORATION OU MINORATION

Soient f et g deux fonctions définies sur I, o € R U {-o00; +00}, tels que :

Ve e I, f(x) < g(x).

Alors on a :

si xlingco f(z) = 400 alors wlﬂ)}r}co g(z) = 400

si zli%o g(z) = —oo alors Ih_r)r}to f(z) = -0

11
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T44. LIMITE MONOTONE

Soit f une fonction monotone sur |a, b], un intervalle de R. Alors f admet une limite finie ou infinie aux
bornes de l'intervalle.
C’est a dire :
e Si f est croissante, f posséde au point b une limite a gauche finie ou égale a +00. Cette limite est finie si
et seulement si f est majorée sur ]a, b et si c’est le cas :

lim f(z) = sup(f)
T—r ]a,b[

e Propriété analogue pour la limite & droite au point a et pour une fonction décroissante.

Continuité I

D45. CONTINUITE EN UN POINT

Soit f une fonction définie sur un intervalle I non réduit a un point et xyp un nombre réel appartenant a
I ou étant une extrémité de I.

On dit que f est continue en xg si li_>m f(x) = f(xo).
T—T0

D46. CONTINUITE A DROITE ET A GAUCHE

Soit f une fonction définie au voisinage de xp un réel.

e On dit que f est continue & gauche en xg si lim f(x) = f(xo) (resp. ILm f(x) = f(z0).)
T—xy x<a:0

e On dit que f est continue & droite en xg si lim f(x) = f(zg) (resp. le f(x) = f(xo).)
T z < Zo

T47. LIEN ENTRE LES DIFFERENTES NOTIONS DE CONTINUITE

Soit f une fonction définie au voisinage de xg un réel.

f est continue en g <= lim f(z) = lim f(z)= f(x0)

T48. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES

Si f et g sont continues en xg et A un réel alors

e \f est continue en x,
e f + g est continue en xg,

e fg est continue en xg
o si g(xg) #0, f est continue en xg,
9

e si h est continue en xg, h o f est continue en x.

12
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T49. PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

Si f n’est pas définie au point xy mais possede en ce point une limite finie £, on dit que f se prolonge par
continuité au point xg. On pose alors f(xg) = ¢ et on considére abusivement que f est définie en zy. Par
construction, elle est forcément continue en zg d’ou le type du prolongement.

D50. CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est continue sur I si pour tout zg de I, f est continue en xg.

On désigne par C°(I) ’ensemble des fonctions continues sur I.

T51. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES SUR UN INTERVALLE

Si f et g sont CY(I) et A un réel alors
e \f est continue sur I,
e f + g est continue en I,

e fg est continue en [
e si g ne s’annule pas sur I, i est continue sur I,
9

e si f(I) C J et h est continue sur J, ho f est continue sur I.

T52.  VALEURS INTERMEDIAIRES (DIT TVI)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, continue sur I et (a,b) € I°.

Alors pour tout d € [f(a), f(b)], il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = d.

T53. IMAGE D’UN INTERVALLE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, continue sur cet intervalle. Alors :
e f(I) est un intervalle.

e En particulier, s'il existe a et b tels que f(a)f(b) <0 alors, f s’annule au moins une fois sur [a, b] .

T54. IMAGE D’UN SEGMENT

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b].
Alors il existe g et yp, éléments de [a, b] tels que :

f(la,b]) = [f(z0), f(yo)]-

En particulier f admet en zg un minimum, noté I[nlr]l f et en yg un maximum noté I[nax f . Elle est donc
a,b a,b

bornée sur [a, b].
En résumé, I'image du segment [a, b] par la fonction continue f est un segment.

13
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T55. THEOREME DE LA BIJECTION

Une fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I réalise une bijection de [ sur
I'intervalle f(I). Sa bijection réciproque est elle-méme continue et a le méme sens de variation sur f(I).

Par exemple si I = [a,b] et f est strictement croissante, alors f(I) = |f(a), linlf)l f(x)|. Les autres cas
Tr—0_—

possibles donnent des résultats analogues.

T56. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION RECIPROQUE

Si f est une fonction continue bijective sur I'intervalle I et si 'on se donne un repere orthonormé du
plan, la courbe dans ce repére de la fonction réciproque de f sur I est obtenue en appliquant la symétrie
orthogonale d’axe la droite d’équation y = = a tous les points de la courbe de f restreinte a I.

Dérivation I

D57. DERIVABILITE ET DERIVEE EN UN POINT, A GAUCHE ET A DROITE

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et zg € I. On appelle taux d’accroissement de f
en xg, la fonction, 74, définit sur I\{zq} par,

Thag @ L > f(l;) : :];()330)'

On dit que f est dérivable en zq, de dérivée £ en xg , si :

:rllgflo Tf:xo (ZL‘) =t

On définit de méme lorsque cela peut avoir un sens, la dérivée a gauche en z( avec la limite a gauche et
idem pour la dérivée a droite.

D58. FONCTION DERIVEE D’UNE FONCTION DERIVABLE SUR UN INTERVALLE

Soit f définie et dérivable sur I (i.e. en tout point de I). On définit alors sur I la fonction dérivée de f,

notée f’ par :
Vao € I, f'(z0) A ombre dérivé de f en xg

ou encore,

Vao € I, f'(z0) = lim fz) = flzo)

T—rT0 X — g’;o
, . 3N . s e s N N . ! /
On définit de maniere analogue les fonctions dérivées a gauche et a droite, f, et f;.

d
Notation différentielle : On note aussi d—f a la place de f’.
x

14
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T59. CONTINUITE D’UNE FONCTION DERIVABLE EN UN POINT

Si f est une fonction dérivable en zq alors f est continue en xg.
Remarque : La réciproque est fausse. Contre-exemple : z — |z| est une fonction continue en 0 mais
elle n’est pas dérivable en 0.

D60. TANGENTE ET DEMI-TANGENTE

Soit f une fonction définie sur I. On considére un repere affine du plan et (C) la courbe de f dans ce
plan.

e Si f est dérivable en g, on appelle tangente & (C') au point d’abscisse g, la droite formée des points de
coordonnées (x,y) tels que :

y = f'(x0)(z — o) + f(z0).

e On définit de méme en un point xg tel que f;(xo) ou fy(xo) existe, la demi-tangente & gauche ou & droite.
Par exemple la demi-tangente a gauche en xg est formée des points de coordonnées (x,y) tels que :

x < zgety=f,(xo)(x — x0) + f(x0).

e Si lim [ (@)= f(z0)
0

Jm = 400 ou —00, on appelle tangente a la courbe de f en xg, la droite d’équation x = xg.

f(@)=f(z0)

On définit de méme la demi tangente a gauche ou a droite lorsque xlgg 1. — tooou —ooou
0
<
lim {@=fd _ | o ou —c0
T—T0 - )
>

T61. DERIVEES ET OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES FONCTIONS

Soient f et g deux fonctions définies sur I et dérivables en xy et A un réel. On a alors :
e \f est dérivable en zg et (Af) (x0) = Af/(x0),
e f + g est dérivable en g et :
(f +9)(x0) = f'(0) + ¢’ (w0).

e fg est dérivable en g et :

(f9)(z0) = f'(z0)g(wo) + f(w0)g' (w0)-
!

e si g ne s’annule pas en zg, £ est dérivable en xg et :

g
(f)' (30) = J(0)g(@o) — f(z0)g' (x0)
g) " (9(0))? |

T62. DERIVEE D’'UNE COMPOSEE

Soient f et g deux fonctions telles que :
f est dérivable sur Uintervalle I et g dérivable sur Uintervalle J, f(I) C J.

On a alors, g o f est dérivable sur I et
Vel (go f)(z) = f(2)g (f(2))
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2 BCPST2 Dérivation

T63. DERIVEE D’UNE RECIPROQUE

Soit f une fonction définie et dérivable sur I qui réalise une bijection de I sur J = f(I). On note f~! la
bijection réciproque de f et :

I ={yeJ/f () #0}.
Alors f~! est dérivable sur J' et :

1

vye . (f ) (y) = )

D64. LA FONCTION arctan

La fonction tan est une fonction continue et strictement croissante sur |—7/2,7/2[. Elle réalise une
bijection de |—7/2,7/2[ sur R. Sa bijection réciproque est appelée la fonction arctan.

o Elle est strictement croissante sur R et

I tan(z) = —= et i tan(z) = =
im arc an(z) = —5 et lim arc an(z) = 5
T
o Vx €| — 5 5[,Vy € R, y =tan(z) <= 1z = arctan(y)
e Elle est dérivable sur R et pour tout x réel :
arctan’(z) = !
1+ a2

D65. LES FONCTIONS RACINES n-IEME

Soit n € N*.

e Sin est un entier pair, x — 2" est continue et strictement croissante sur R4, donc elle réalise une bijection
de R4 sur Ry. On appelle racine n-ieme sa bijection réciproque, notée /..
Elle est continue et strictement croissante sur R, . Elle est dérivable sur RY et :

1 Yz

Vo € RY, (Va) = 1V

n x
e Sin est un entier pair, x — x™ est continue et strictement croissante sur R, donc elle réalise une bijection
de R sur R. On appelle racine n-ieme sa bijection réciproque, notée /-
Elle est continue et strictement croissante sur R. Elle est dérivable sur R* et :

1 n
VmeR*,(Q/E)’:—\/E.

n T

. . N .. . i 1
Remarque :Dans les deux cas, la fonction racine n-itme coincide sur R avec la fonction z — = = en In(z),

T66. THEOREME DE ROLLE

f est une fonction continue sur [a, b, (a < b) dérivable sur ]a,b[. On suppose que : f(a) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que : f'(¢) = 0.
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2 BCPST2 Dérivées successives

T67. FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS

Soit f une fonction continue sur [a,b] (a < b) et dérivable sur ]a,b]. Alors il existe ¢ €]a, b] tel que :

T68. ,CARéCTERISATION DES FONCTIONS CONSTANTES ET MONOTONES PAR
LEUR DERIVEE

f est une fonction dérivable sur I.

e f est constante sur [ si et seulement si, Vx € I, f'(z) = 0.
e f est croissante ( resp. décroissante ) sur I si et seulement si Vo € I, f/(x) > 0 (resp. <0 ).

e SiVxel, f/(x) >0 (resp. <0 ), f' ne s’annulant sur I qu'un nombre fini de fois, alors f est strictement
croissante ( resp. strictement décroissante ) sur I.

Dérivées successives I

D69. FONCTION p FOIS DERIVABLE EN

Soit f une fonction définie sur I'intervalle I et p € N*, xg € I.

On définit la dérivabilité et dérivée p-ieme en xg, par récurrence sur p :
e pour p = 1, c’est la notion de dérivée;
e pour p > 1,
si f’ est définie sur IN)zg — a, zg + o (o > 0), et est p — 1 fois dérivable en xo de dérivée (p — 1)-iéme en zg
égale a ¢,
on dit alors de f est p fois dérivable en xg, de dérivée p-ieme égale a £ en x.
On pose alors fP)(zq) = £.

L’application, si elle est définie sur un sous-ensemble de I non vide, qui & z( associe f®) (zo) s’appelle la
dérivée p-ieme de f sur 1.

D70. FONCTION DE CLASSE (P

Soit f une fonction définie sur I et p € N.

e On dit que f est de classe C? sur [ si f est p fois dérivable sur I et si f®) est continue sur I. On écrit

alors : f € CP(I).
e On dit que f est de classe C* sur I si Vp € N, f est de classe CP sur I. On écrit alors f € C*°([).

17



2 BCPST2 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

T71. OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES FONCTIONS DE CLASSE C?

Soit f et g deux fonctions définies et de classe CP sur I et A € R. On a alors :
o M\ est de CP sur I et (Af)®) = Af®),

o f+ g est de classe CP sur I et :
(f+g)® = f®) 4 g

e si g ne s’annule pas I, % est de classe CP sur I.

T72. COMPOSEE DE FONCTIONS DE CLASSES (C?

Soient f et g deux fonctions telles que :
f est de classe CP sur 'intervalle I et g de classe CP sur l'intervalle J, f(I) C J.

On a alors, g o f est de classe C? sur [.

T73. DERIVEE (n + 1)-IEME D’UN POLYNOME DE DEGRE AU PLUS n

La dérivée (n + 1)-eme d’un polynome de degré au plus n est nulle.

Comparaison des fonctions au voisinage d’un point I

D74. NEGLIGEABILITE, EQUIVALENCE

Soient f et g deux fonctions ayant, au voisinage de zg € R, le méme ensemble de définition.

1. S’il existe une fonction ¢ telle que :
e f =g X £ au voisinage de x,

o xlgr:rloe($) =0,

on dit que f est négligeable devant g au voisinage de zq et on utilise la notation :

f(x) = o(g(x)) ou plus simplement f = o(g).

2. S’il existe une fonction h telle que :
e f =g x h au voisinage de xg,
e lim h(x) =1,
T—T0

on dit que f est équivalente & g au voisinage de x( et on utilise la notation :

f(x) ~ g(x) ou plus simplement f ~ g.
xo xo
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2 BCPST2 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

T75. LIEN ENTRE EQUIVALENCE ET NEGLIGEABILITE

Soient f et g deux fonctions, xg € R ou xg = -00 ou xg = +00. On a :

frog = f-g=olg) < [f=g+olg)

T76. COMPATIBILITE DE L’EQUIVALENCE AVEC LE PRODUIT, LE QUOTIENT ET
« LA PUISSANCE », SIGNE, LIMITE

~
o

>~

oSifxwogeth%kalorsth%gxket

EN S

e Sif~geth=o(g)alors f+h~g.

x0 xo o
e 7 est un réel.

si f(x) ~ g(x) alors (f(z))" ~ (9(2))"
0 xo

( cas particuliers : r € Z,r = % ou n € N¥).
e Si f~ g, alors [f]| ~ |g]|

o o

e Si f ~ g, alors f et g sont de méme signe au voisinage de xg.
Zo

e Si f(z) > g(x) et Ili_)ngrnlog(a:) =/{ (¢ € R ou £00), alors xli)ngof(a:) = /.

T77. CHANGEMENT DE VARIABLE ET EQUIVALENTS

Si limu(z) =bet f ~ 9 alors f(u(x)) ~ g(u(x))

T—a z—a
Interdictions : Qu’est ce que I’on n’a pas le droit de faire avec des
équivalents ?
e d’écrire un équivalent a 0.
e d’additionner des équivalents, ou de les soustraire.

e de composer par une fonction dans des équivalents (hormis pour une fonction puissance, avec un exposant
constant, comme mentionné ci-dessus).

T78. COMPARAISON DES FONCTIONS PUISSANCES, LOGARITHME ET EXPONEN-
TIELLE

e Comparaison des fonctions « puissances » entre elles :

Y(a,b) € R*/a < b, {

e Comparaison des fonctions In et puissances :
Ya >0,vb>0 (In(x)) o(w%)
(In(z))

o
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2 BCPST2 Développements limités

e Comparaison des fonctions exp et puissances en +oo :

VYa > 0,¥b >0, z° o(e®)

+0

T79. EQUIVALENTS USUELS

e Fonctions ”puissances” - Va € R, on a :

xa—lTa(x—l) s (1+h)*—=1 ~ ah

h—0
(expliciter les cas particuliers importants : a = —1,a = 1/2.)
e Fonction In :
1 ~x—1;In(14+h) ~ h
n) vo -1 (k) ~

e Fonction exp :

ef -1~z
0
e Fonctions circulaires : 1
sin(z) A 1 — cos(x) v 5:02
tan(z) v arctan(x) s

Développements limités I

D80. DEVELOPPEMENT LIMITE A L’ORDRE n EN x

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, zo € R qui appartient a I ou est une extrémité de I.
e On dit que f admet au point xy un développement limité a I'ordre n §’il existe un polyndéme P, a

coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n tel que :

Vo € Dy, f(x) = Pu(x — x0) + o((x — z0)")

Zo

e L’égalité précédente s’appelle un développement limité de f a ’ordre n en zg et la fonction polynéme

x +— P,(x — xg) s’appelle la partie réguliere du développement, la fonction o((x — x¢)") s’appelle le reste du
développement.

e Le polynéme P, et la fonction o((x — z)™), lorsqu’ils existent, sont déterminés de maniére unique.
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2 BCPST2 Développements limités

T81. TAYLOR YOUNG, EXISTENCE DE DL

Soit f une fonction de classe C™ sur un intervalle I, zg € I. On a, pour tout « € I :

) (g
£y = 3 T (0 ) ol — )
>

=0
Le cas particulier zg = 0 est tres souvent utilisé :

L OIN)
f(“")?,;) k:!()

z® + o(z™).

T82. LIEN DERIVABILITE ET DL A L’ORDRE 1

Soit f une fonction définie sur I'intervalle I, xg € I.
f est dérivable en xy de dérivée £ ssi f admet le DL a 'ordre 1 en xg suivant :

f(x) = f(wo) + L(z — x0) + o((z — x0))

o

T&83. SOMME ET PRODUIT DE DL

Soit f et g deux fonctions définies sur I et admettant en xg un développement limité a ’ordre n :

Ve € 1,
£(&) = Pale = 20) + 0 ((z — 20)")
9(z) = Qu(z — x0) + o ((x — 0)")

Soit R, le polynéme obtenu a partir du produit des polynémes P, et (), en ne conservant que les
mondmes ! d’exposant inférieur ou égal & n. Soit («, 3) un couple de réels.
Alors af 4+ Bg et f.g admettent en xg un développement limité a 'ordre n :

af(z) + Bg(x) = aPp(z — xo) + BQn(z — x0) + 0 ((x — 20)") ;
f(z)g(x) = Rp(r — x0) + 0 ((x — x0)") .

T&84. PRIMITIVATION D’UN DL

Soit f : I+ R dérivable sur I.
On suppose que f' admet un développement limité & I'ordre n en xp, donné par :

f’(x) a::() ap + al(a: — x()) 4+ + an(a: — xo)" +o ((:U — a:g)”)

alors f admet un développement limité a ’ordre n + 1 en xg, donné par :

— 2 _ n+1
f(ﬂﬁ):f(fb’o)Jrao(«’v—ﬂfo)+6L1(ZEJBO)Jr-‘-Jran(g:nf—O)lJr

0 9 + o (($ — $0)n+1) .

Remarque : Cette propriété permet d’obtenir un DL de la fonction arctan en 0.

1. un monéme est de la forme aX®, a réel, k entier naturel

21



2 BCPST2 Développements limités

T&5. COMPOSITION DE DL

Soient f et g deux fonctions possédant un DL, (0). On suppose de plus que f(0) = 0 ou que
li =0.
lim f(x) =0
Alors g o f posseéde un DL, (0) dont la partie réguliére est le polynéme de degré inférieur ou égal & n obtenu
extrait du polynéme composé des deux parties régulieres.

T86. LES DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Vous devez les connaitre par coeur jusqu’a l’ordre 4.

Développements limités au voisinage de 0

=148 4T g

X 3 5 on41
sine =2 — 5+ 5G4+ (—1)"5

B o(221+2)

cosr=1— 3”2—? + % 4+t (_1)71(923”)! + 0(x2n+1)

(1+z)* =1+ a4 a2y 4 olelant])

) " + o(z™)

L =lt+a+a?+23+ - +2"+o0(a")

—x

1J%I:1—av—i—:JUQ—:1:3—|—---—i—(—1)":)0”—1—0(:6")

3

(1l 4z)=ao—2 +2 4. (=1)" 120 4 o(an)

n
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