2BCPST DEVOIR SURVEILLE N°1 Samedi 21 septembre 2024

Durée 2h

N.B. Les calculatrices ne sont pas autorisées pour cette épreuve.
Au cours de ce probléme nous utiliserons la définition suivante :

Définition : soit (u,) . une suite de réels tous non nuls. On lui associe la suite (p, )
neN " /neN

n
4 . *
définie par : vneN, p,=]]u =uu,.u,
k=1

Par définition on dira que le produit (p,) . converge si et seulement si la suite (p,)

"
neN

eN’
admet une limite finie non nulle.

Py
pnfl

converge il est nécessaire que la suite (u, )

1) En considérant, pour n>2, le quotient , montrer que pour que le produit (p, )

.
neN

. converge vers 1.

2) Dans cette question on considére le cas ou (un )neN* est définie par :
. 1
VneN, u, =1+—.
n

a) Simplifier I’expression de p, , puis conclure sur la nature du produit ( D, )neN* .

b) Que dire de la réciproque de la propriété établie en 1) ?

3) Dans cette question on considére le cas ou (u,) _ . est définie par :

1
n+l

VneN, u, =1~

Simplifier I’expression de p, , puis conclure sur la nature du produit (p,) ..
4) Dans cette question on suppose que la suite (un )neN* est définie par: VneN,u, =1+ a®

ou a estun réel fixé strictement positif.

a) Que dire de la nature du produit (p, ) _. lorsque a>1?

ne

b) On suppose désormais que a €]0,1] .

(i) Démontrer par récurrence pour tout n e N, 1’égalité (1 —-a’ ) p, =1-a*"

(ii) En déduire la limite de la suite (p, )

.
neN




5) Dans cette question on considere le cas ou (un )neN est définie par :
1
(n + 1)2 .

a) Donner une expression simple de 1n( pn) en fonction de n pour tout 7N (on

VneN, u, =1-

donnera une expression débarrassée de tout symbole £ ou IT) .

b) Conclure sur la nature du produit ( p,)

N
neN

6) Soit (p, ) un produit associ¢ a une suite («,) _ . qui converge vers 1. On suppose de plus

que tous les termes de la suite (u,) . sont strictement positifs.

*
neN

Pour tout 7 appartenanta N* , on pose S, = Zln(uk).
k=1

Montrer que la convergence de la suite (S,) . équivaut a celle du produit (p, ).

"
n /neN

Lorsque la suite (S,) . converge vers unréel / , donner la limite de la suite (p, )

" "
neN neN

en fonction de / .

7) Dans cette question on suppose que la suite (un )neN* est définie par: VneN,u =1+v,

ou (v,) . estune suite de réels strictement positifs.

Pour tout 7€ N', onnote S, =In(p,) et T,=> v, .
k=1
a) Montrer que: VxeR", 0<In(l+x)<x.

b) Montrer que les suites (S,) . et (7,) _.sont croissantes.

"
neN n

¢) Démontrer les inégalités: VneN, S <T .
d) Montrer que si la suite (7,) . converge alors la suite (S,) . converge et le produit

(P, )neN‘ converge.

8) On prend dans cette question la suite (u,) . définiepar: VneN', u, =n" .

a) Quelle est la limite de la suite (u,) . ?

In
b) Montrer que la fonction f: x> L) est décroissante sur ’intervalle [3, +oo[.
X



¢) A l’aide de la formule des accroissements finis appliquée a la fonction
gix— (ln(x))2 sur un segment bien choisi, démontrer pour tout entier £ >3
C e, 2 2 2In (k )
’inégalité : (ln(k+1)) —(ln(k)) < —

d) En déduire la limite de la suite (S,) _ . définie en 6) , puis la nature du produit ( p, ).

n

9) Dans cette question on suppose que la suite (un) est définie par :

.
neN

VneN',u, =cos (;i”j , ot a estun réel fixé de I'intervalle 0, 7| .

a) Pour tout x € |0, 7] exprimer cosx en fonction de sin(2x) et de sinx.

sina
2" sin [aj
2)’!

¢) Donner un équivalent simple de sinx pour x au voisinage de 0.

b) Endéduire: VrneN, p, =

d) En déduire que le produit (p,) . converge et préciser la limite de la suite ( p, )

neN neN’



