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2BCPST 1,2, 3 - Lycée Thiers - 2024/25

Probléeme 1

Marche aléatoire dans un intervalle

1. (@) On remarque que pour tout entier naturel k, (Ag, Bk, Cx, Di) est
un systéme complet d’événements. Par la formule des probabilités
totales, on a donc :

P(Ak+1) = Pa, (Aks1)P(Ax) + P, (A1) P(Bg) + Pey (A1) P(Cr)
+ Pp, (Ag+1)P(Dy)
= Py, (Ags1)ak + P, (Aks1)bi + Py (A1) ek + Ppy (Ags1)die

Sila particule est en O a l'instant k, elle y reste, donc Py, (Ag+1) = 1.
Sielle est en 1 a l'instant k, il y a une probabilité ¢ = 1/2 qu’elle se
déplace vers la gauche donc Pg, (Ag+1) = 1/2. Les deux derniéres
probabilités conditionnelles sont nulles : si la particule est en 2 ou
3 a linstant k, elle ne peut pas se trouver en 0 a 'instant k + 1.

On obtient ainsi : a4y = ag + %bk.
On applique la méme méthode pour by, :
bi+1 = Pa, (Bi+1) ak + P, (Bi+1) bk + Poy (Bya1) ¢k + Ppy (Bi+1) dic

Donc by, = %ck.
Les formules pour ¢y, et di,1 s'obtiennent de la méme facon, et on

g1 = ax + 3bi
bie1 = ek
Ck+1 = %bk
di1 =di+ Sck

conclut :

(b) Par la deuxiéme puis la troisiéme relation, on a
biso = %Ck+1 = %%bk. Donc biys = }‘bk et la suite (bg) suit une
relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

L’équation caractéristique associée est r2 = }P qui admet deux solu-

. 1 C e
tion r; = N etry = —%. Ainsi il existe deux constantes « et f telles

que pour toutk € N : by = (%)k +p (—%)k,
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La particule se trouve en 1 a I'instant 0, donc by = 1. A Vlinstant 1,
elle s’est déplacée a gauche ou a droite donc elle n’est plus en 1 :
by =0.

1 1
On obtient donc a + f = 1 et Ea—aﬁzo, donca =f=1/2et
1\ [ 1\
= +|-=] |}
2 2

(c) Ay est 'événement «la particule est en O a l'instant k », ce qui peut
se produire dans les deux cas suivants :

1
finalement | by = 5

* soit elle y est pour la premiére fois a 'instant k : Z est réalisé,

* soit elle était déja en O a I'instant k — 1 et elle n’a pas bougé, donc
Aj_7 est réalisé.

On a donc ‘ Ar =Zr UAr_q ‘

Par incompatibilité des deux événements, on a donc P(Ag) =
P(Zy) + P(Ax_1) donc P(Zy) = ar — ax_1. La premiere relation
de la question 1.(a) au rang k — 1 donne ax = ar_1 + %bk_l, et ainsi

1
P(Zy) = Ebk_l .

(d) L’événement Z est réalisé si et seulement si 'un des Z;. est réalisé

+00

pourunk > 1.OnadoncZ = U Zi.On a donc par o-additivité (les
k=
! +00
Z étant incompatibles deux-a-deux) : P(Z) = Z P(Zy). Prenons
k=1
la somme partielle d’ordre N > 1 :
N N N k-1 k-1
1 1(1(1 1 1
P(Zy) = —bp_1 = iy i () Z ==
2P Zzb"l 22(2(2) 2(2) )
k=1 k=1 k=1
1en (1) 1S 1\f
EDIEREME
k=1 k=1

On reconnait des sommes partielles de séries géométriques conver-
gentes (|[1/2] < let|-1/2| < 1)et



2. (a)

(b)
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(d

P(2) iP(Z) 13 1 -3 1(1+1)donc
= k = - 1—— 1 = — -
pt 21-3 21—(—5) 2 3
2
P(z)==|
(2) 3

Si la particule commence a I’abscisse 0, elle ne se déplacera pas,

donc Ry est certain et .

Si la particule commence a 'abscisse N, elle ne bougera pas et n’ar-
rivera jamais a ’abscisse 0. Donc Ry est impossible et .

Supposons que le premier déplacement s’effectue vers la droite,
alors la particule se trouve a I'abscisse n+1 a I'instant 1. La probabi-
lité qu’a partir de cette abscisse elle termine en 0 est P(R,41) = Fpi1-

On a donc|Pp(R,) = rpe1 |-

De méme, si G est réalisé, alors la particule se trouve a l’abscisse
n — 1 a l'instant 1. La probabilité qu’a partir de cette abscisse elle

termine en O est r,_1. Donc | PG(Ry,) = rp_1 |

On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme com-
plet d’événement (D, G) :

P(R,) = Pp(R,)P(D) + Pg(R,)P(G). Par la question précédente
et en remarquant que P(D) = p et P(G) = g, on obtient bien
‘ Tn = pPrps1 +qrp-1 ‘

On peut donc écrire en décalant l'indice : pry42 —rp41+qrn = 0 pour
n € [0, N —2]. La suite (r,) vérifie donc une relation de récurrence
linéaire d’ordre 2.

L’équation caractéristique est pr? — r + g = 0. Le discriminant vaut
A=1-4pg=1-4p(1-p)=1-4p+4p>=(1-2p)?
Il y a deux cas a traiter :

e sip # 1/2,alors A > 0, et 'équation caractéristique admet deux
racines distinctes : 1 et q/p.

n
Donc il existe deux réels a et Ba telsque r, = a X 1" + a X (%)

Déterminons « et f§ en utilisant ro et ry :

N
r0=1=a+ﬁetrN=0=a+(%)

N
En faisant la différence, on a j8 [1 - (g) l =1,
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N

p

donc i = —.
pN —gN

En reportant dans la premiere équation, il vient

N

q o
~ N On a ainsi :

a=1-p=-
PN —q

qN . pN (g)”: qN_qnpN—n

pN—g  pN—q¥ \p qN -pN

* Sip =1/2, alors le discriminant est nul, et '’équation caractéris-
tique admet 1 comme racine double.
Donc r,, est de la forme r, = (e + fn) X 1" = a + fn

Orrp=1=a,etry=0=a+pN =1+ N donc f = -1/N,

rpn=—

ainsierl—lz N-n
N N
qN_qnpN—n Sip . 1
. . gV - pN 2
On a bien établi :| r,, =
N-n sip=1
N 2

3. Laprobabilité s, est obtenue en échangeant p et q et en échangeant n et
n — N. En effet, si on considére une autre particule, dont la position est
N — n si la premiére particule est en position n, alors les déplacements
de cette seconde particule sont opposés a ceux de la premiére (donc on
échange les roles de p et g), et la probabilité que la premiére particule
arrive en N est la probabilité que la deuxiéme arrive en 0.

PN _pN—nqn ) 1
PN —qV e
On obtient ainsi| s, =
n ) )
N sip=735

4. On note S, 'événement «la particule s’arréte en N en partant initia-
lement de l'abscisse n », et T,, 'événement « la particule fini par s’arré-
ter », alors T, = R, U S,. Par incompatibilité de R, et S,,, on a donc
P(T,) = P(R,) + P(S,). Distinguons les deux cas :

« Sip#1/2:
Py =L 4P PPN g gty pt T
gV - pN pN —gN &~ —pN
=1



« Sip=1/2:

N_
P(T)=—"42 4

N N
Dans tous les cas, P(T,) = 1 : il est quasi-certain que la particule va

s’arréter. Il y a donc une ‘ probabilité nulle qu’elle ne s’arréte jamais |.

Ruine du joueur

5. Ons’intéresse au capital de A : au départ il vaut a, et a chaque lancer de

la piece, il y a une probabilité p qu’il augmente de 1 et g qu’il diminue
de 1. Si ce capital est nul, A est ruiné et le jeu s’arréte , s’il vaut a + b,
c’est B qui est ruiné et le jeu s’arréte. On est donc ramené au modele de
la marche aléatoire dans lintervalle [0, a + b] en partant initialement
de l'abscisse a.

. En notant R4 I'événement « A finit par étre ruiné », on obtient donc
P(R,) en prenant N = a+ b et n = a dans I'expression obtenue ques-
tion 3.

e sip#1/2,
b
_ _ g’ 1_(2)
P(R )_ qa+b _qapa+b a i 1 P B q
A) = a+b _ pa+b - parb - a+b
q p 1- a+b 1—(2)
q q
a+b-a b 1
e sip=1/2, P(Ry) = = = .
sip=1/2, P(Ry) a+b a+b $+1

bl

On abien:|P(Ry) = { 1- )“*b

sip#1/2

—

P
q
1

sip=1/2

a
[N}

. Disons que nous sommes le joueur A et que le casino est le joueur B.

* sip =1/2,la probabilité que I'on finisse ruiné est P(R4) = qui

1
7+1
est proche de 1 car on peut imaginer que le capital du casino b est
trés grand devant le notre a.

b a+b
* sip <1/2alorsg > 1/2doncp/q < let (E) et (2) sont proches
q q

de 0 puisque b est grand. Donc P(R,) est proche de 1.
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Dans les deux cas, il est trés probable que R4 se réalise, c’est-a-dire que
I'on finisse ruiné.

Probleme 2

N
8. Comme X(Q) ¢ [LN], ona E(X) = Z kP(X = k).

k=1
A k € [1,N] fixé, on a par la formule des probabilités totales, utili-
sée avec le systéme complet d’événement (abrégé en SCE par la suite)

(Adic[m]

P(X =k) = ) Pa(X = k)P(A))
i=1

On a donc :
N m N m

E(X) = Z k (Z Pa, (X = k)P(Ay) | = Z (Z kP4, (X = k)P(A;)|.
k=1 i=1 k=1 \i=1

On intervertit 'ordre des sommations :

m N m N
E(X) =) (Z KPa, (X = )P(AD) | = 3 P(A) | ) kPa (X = k))
i=1 k=1

=Ex; (X)

i=1 \k=1

On a bien établi : | E(X) = > Ex,(X) P(A)) |
i=1

. Cas particuliers

(@) S’iln’yaqu’un siége ou deux siéges sur la rangée, seul un spectateur
peut s’installer, donc X; et X, suivent la loi certaine égale a 1. En

(b) Dans le cas n = 3, la rangée contient trois siéges.

* Si le premier spectateur choisit le siege n°2 (ce qui a une pro-
babilité 1/3 d’arriver), personne d’autre ne pourra s’asseoir donc
X3 =1.

* Si le premier spectateur choisit le siége n°1 ou n°3 (ce qui a une
probabilité 2/3 d’arriver), alors le spectateur suivant va nécessai-
rement s’asseoir a 'autre extrémité de la rangée, et plus personne
ne pourra s’asseoir ensuite. Donc X3 = 2.
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10. (a)

(b)
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1
Ainsila loi de X3 est donnée par| P(X3 = 1) = 3 et P(X3=2) =

wluj|wlN

. . 1 .2
On calcule ensuite 'espérance : E(X3) = 1x §+2§ etdonc|x3 =

On regarde de méme ot se place le premier spectateur :

* Sl choisit le siége 1 ou 4, il laisse deux places libres consécutives.
Le deuxieme spectateur va choisir entre ces deux places, et plus
personne ne pourra s’installer ensuite.

* Si le premier spectateur choisit le siége 2 ou 3, il laisse exacte-
ment une place libre. Le deuxiéme spectateur va l'occuper et ce
sera le dernier a s’asseoir.

Ainsi X4 suit la loi certaine égale a 2, en particulier .

Supposons que le premier spectateur choisit la place n°i, avec i €
[3,n — 2]. Alors il condamne les places numérotées i — 1,i,i + 1.

Pour les spectateurs suivants :

* les places de 1 a i — 2 sont disponibles, on est donc ramené au
cas d’une rangée de longueur i — 2 : le nombre de spectateurs qui
vont s’installer sur ces places suit la méme loi que X;_.

¢ les places de i + 2 a n sont disponibles, on est donc ramené a
une rangée de longueur n — (i +2) + 1 = n— i — 1. Le nombre
de spectateurs qui vont s’installer sur ces places suit la méme loi
que Xn—i—l .

Si on fait le bilan : le nombre de spectateur assis au to-
tal suit la méme loi que 1 + X;_5 + X,,—j—1 (on compte 1
pour le premier spectateur). Donc, par linéarité de 'espérance :

‘EA,- (Xn) =1+x_2+x,-i1 ‘

Dans le cas ou i = 1 ou i = 2, une fois le premier spectateur assis
plus personne ne peut s’installer a sa gauche, donc le raisonnement
précédent donne seulement E4, (X,,) = 1+x,_;_1, mais comme dans
ces deux cas x;_o = 0, la formule obtenue est valable. On raisonne
demémesii=n—1oui=n.

En utilisant le SCE (A;);c[1,] et la formule de 'espérance totale, on
obtient :
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E(X,) = Zl Ea (Xa) P(A) = Zl Ea,(X0)

=1/n

1< 1[& n
;; [T+x0+x, ;1] = - ;1 +Zx,~_2 +;xn—i—1

n
i=1

n
* Pour la premiére somme : Z 1=n.
i=1
* Pour la deuxiéme somme, les deux premiers termes x_; et xg sont

n n
nuls : Z Xi_g = Z Xi_9.
i=1 i=3
n n—-2

On pose ensuite k =i —2: in_z = Zxk.

i=1 k=1
* Pour la troisiéeme somme, les deux derniers termes sont nuls :
n n-2
Z Xp_i_1 = Z Xp—i-1. On «renverse » ensuite 'indice en posant
i=1 i=1

n n—2
k=n—1—i:an_i_1=Zxk
x=1

i=1

1
En revenant a la formule plus haut : E(X,,) = — |n+2 ) xi
n

2n—2
xn=1+—2xk
n
k=1

n—2
(d) Cette derniére question donne nx, = n+2 Z Xk
k=1
On écrit alors cette relation aux rangsn+2etn+1:

(71 + 2)xn+2

n
n+2+22xk
k=1

n-1
(n+ 1Dxps1 :n+1+22xk
k=1
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et on fait la différence : ‘ (n+2)xp40 — (n+ 1)xp1 =2x, + 1)

On écrit cette derniére relation aux rangsn+1letn:
(n+ 3)xn+3 - (n + 2)xn+2 =2xp41 +1

(n+2)xp2 — (n+ D)xpyy1 =2x, + 1

et on fait la différence :

(n+3)xp43 = (N +2)xp12 — (M4 2)xp42 + (n+ 1) xps1 = 2(Xn11
donc :

(n+3)xn+3 - (n+3)xn+2+xn+2_ (n+2)xn+2+(n+1)xn+1 = 2(xn+1 _xn)
ou encore :

(n + 3)xn+3 - (n + 3)xn+2 - (l’l + 1)xn+2 + (n + 1)xn+1 = 2(xn+1 - xn)
_xn+2) - (n + 1)(xn+2 —Xpt1) = 2(xn+1 —Xpn) qui
donne bien‘ (n+3)api2 — (n+ Va1 = 2a, ‘

_xn)

ainsi : (n+3)(xp43

Puis (n+ 3) (Bns1 + Ane1) — (n+ D)ani = 20,

2
donc (n+ 3)fus1 = —2an41 + 20, = =2y, et| Pni1 = _mﬁ" .
-1

On a donc : l—[ ﬁkﬂ h =2 d’ot1 par télescopage du produit :

oo Ko k+3

H (-2)
Bn _ k=0 _ (=2 (=2)"
T on-1 T2 T Y h+ )
Po Tn+3) - (n+2)
k=0
Orap=x1—-xp=1eta; =x2—x1 =0donc fy = a1 —ap = —1.
(_ )n (_2)n+1

On conclut : §, = -2——— donc =—\

P (n+2)! P (n+2)!

n-1 k+1
_\ (=2)

Ensuite : Z,Bk = Z [ags1 —ar] = Z(:) Tk

Par telescopage, on a alors :
-1

n-1 n
_ (_2)k+1 _ -2 (_2)k+1
O‘kz:é k+2)1 2_1+k2; k+2)1

1( 2)k+1
Z (k+2)!

n-1 ( )k+1
Et comme ag = 1, on arrive a | a,, = Z .
— (k+2)!
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n-1

(n—k)(-2)F
(g) Notons H(n) <Xy = A A
;) (k+1)!

o (1-k)(=2)

e Initialisation : Z
]
“ (k+1)!

* Soit n € N*, on suppose H(n) vraie, alors x,+1 = @, + x,. En
utilisant la question précédente et 'hypothése de récurrence, on

k+ n-1., _ok
adonc: x4 = Z( 2 (n—k)(-2)

=1 = x; donc H(1) est vérifiée.

(k+ 2)' (k+1)
Dans la premlere somme, on decale l'indice en remplacant k + 1
(2% N (=R (=2F
park : xuy = Z (k+1)! Z; (k+1)!
puis on decroche les indices qui ne sont pas entre 2 etn — 1 :
(2" N (2R N (=R (- 2)
n -1
Ml = ) kz_; (k+1)! +Z Gy TnrmD5e
- -
=1
2)n n-1 )k
(n+1)'+Z( Hi- k)(k+1)'
On remet les termes pour k =0etk =1:
e = 1+ 2 +n§( E N JSIE -~
A Y] (k+1)' 21
—/_/
=1
_ 2 (-2 _< (-2
_(n+1)!+;("+1 k)(k+1)!_g(’“r1 e+
- =
k=n

ce qui établit I’hérédité.

On a bien prouvé par récurrence :

Z (n—k)(=2)*
(k+1)




11. On a par linéarité de I'espérance :

o (k+1)!
_N (2 1K k-2
T (k+1)! n & (k+1)!

* Pour la premiere somme :

n-1 . n .
(-2)F (- 2)1 o 1Gh (=2 1 (-2)!
;) (k+1)! Z T o2& 2 [,- il _1l

=1

(on « raccroche » le premier terme)
On reconnait la somme partielle de la série exponentielle, donc

( z)k 1 —2 _ 1- e‘z
n—>+ooz (k+ 1)' B _E [e _1] B 2

* Pour la seconde somme : on peut par exemple écrire
k(=2)F|  k2* _ (k= 1)2k k(—2)k
(k+D!| (k+1)!  (k+1)° (k+1)'

ok
De plus, la série Z — est convergente (exponentielle), donc par

2k

Donc 0 <

le théoreme de comparalson des séries a termes positifs, la série
Z k(-2)k —2)k

(k+1)! (k +1)!
converge absolument).

converge (car elle

converge. Donc la série Z

On en déduit que llm Z k(- 2)k
aue 2 k+D)!
. —e2
On conclut :| lim ¢, =
n—+oo 2

12. On pouvait prévoir que le taux moyen d’occupation se trouve entre 1/3
et1/2:

* Le mieux que I'on puisse faire en terme d’occupation est de placer en
alternance un spectateur et un siege vide, ce qui donnerait un taux
d’occupation proche de 1/2.

* D’autre part, il ne peut y avoir trois sieges consécutifs vides lorsque la
rangée est pleine (car on pourrait y placer un spectateur dans le cas
contraire). Donc au moins un siége sur trois est occupé a la fin des
placements des spectateurs.
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