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DS N°6 : CORRECTION

Exercice

1. ® E estinclus dans R4[X].
® Le polynome nul est dans E, donc E est non vide.
e Soient P,Q € Eet A € R. Alors AP + @ est dans R4[X] et

(AP +Q)(0) = AP(0) + Q(0) = 0 et (AP + Q)(4) =

Donc \P+Q e E

AP(4) + Q(4) =

‘ Donc E est un sous-espace vectoriel de R4[X]. ‘

2. ® Pour P,Q € Ry[X], (AP + Q) =W((AP 4+ Q) = \WP +WQ = Ap(P) + ¢(Q).
Donc ¢ est une application linéaire.

e Soit P € Ro[X], alors deg ¢(P) = deg P + deg W < 4 et donc ¢(P) € Ry[X].
De plus,

6(P)(0) = W(0)P(0) = 0 et (P)(4) = W (4)P(4) = 0

Ainsi ¢(P) € E.

‘ Donc ¢ est une application linéaire de Ry [X] dans E. ‘

* Soit P € Ro[X].
P e Ker(¢) <= WP =0<+<= P =0 car Wn'est pas le polynéme nul

Donc Ker (¢) = {0}. Ceci prouve donc que ¢ est injective.

e Soit P € E. Alors P(0) = P(4) = 0. Ainsi P admet deux racines distinctes.

Donc il existe un polyndome @) € Ro[X], tel que P = X (X —4)Q = WQ = ¢(Q).

Donc P € Im (¢). D'ott E C Im (¢).

De plus, Im (¢) C E car ¢ : Ro[X] — E.
Donc Im (¢) = E.

Ainsi ¢ est surjective.

‘ Donc ¢ est un isomorphisme de Ry [X] sur E. ‘

3. De l'isomorphisme précédent, on déduit d’apres le cours que :
* l'image par ¢ de la base canonique (1, X, X?) de Ro[X] est une base de E.
Ainsi‘ (W, WX, W X?) est une base de E. ‘

e F est de méme dimension que Ro[X] et donc
4. a) * Soit Q € Ro[X], alors deg Q(X + 1) = deg @ donc Q(X + 1) € Ry[X].
Ainsi par combinaison linéaire, A(Q) € Ro[X].
o Soit P,Q € Ry[X] et A, i € R.
AP +pQ) = (AP + pQ)(X + 1) — (AP + pQ)(X)
= AP(X +1) 4 pQ(X + 1) — AP(X) — pQ(X)
=AMPX +1) - P(X)) + p(QX +1) — Q(X))

‘ A est un endomorphisme de Ry [X]. ‘

b) A(1)=(1-1)=0,AX)=X+1-X=1letA(X?)=(X+1)?2-X?=2X+1.
On obtient la matrice suivante :

AA(P) + pA(Q).

) * Ker(A) = {P € Ry[X] | A(P) = 0}.

Soit P = aX?+bX +cun polyndme de Ker (A) de coordonnées X = (

Q0

|

dans la base canonique.

b+a =0 b—0
AP)=0<= MX =0<= 1 2a =0 <:>{ :0
0 =0 -

Donc P = cet Ker (A) = Vect (1).
(1) est une famille génératrice de Ker (A).
Or 1 # 0, donc (1) est libre. Ainsi‘ (1) est une base de Ker (A). ‘

e En utilisant la base canonique de R, [X], on sait que :
Im (¢) = Vect (A(1), A(X), A(X?))
= Vect (0,1,2X + 1) = Vect (1,2X + 1)
(1,2X + 1) est alors une famille génératrice de Im (A).
(1,2X + 1) est une famille de polynémes non nuls de degrés distincts, donc
(1,2X + 1) est libre.

Do ‘ (1,2X + 1) une base de Im (A)‘
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On aurait pu remarquer que Im (A) = Vect (1,2X + 1) = Vect (1,2X) =
Vect (1, X) = Ry[X] et (1, X) est aussi une base de Im (A).
0 0 2 0 0 0
d M?2=( 0 0 0 |etM*=[ 0 0 0O
0 0 0 0 0 0
La matrice M? représente 'endomorphisme A? dans la base canonique.
Donc|A3 =AoAoA=0]
5. a) Comme ¢! 0 ¢ = Idg,[x}, ona:
fP=¢oAogptopoAop lopoAogp !
=poA30¢p ! =
b) ¢ Ker(f) ={P € E| f(P) =0}
Soir P € Ker (f).
Comme ¢ est bijectif , alors: f(P) =0« Ao¢ (P)=¢1(0)=0
& ¢ 1(P) € Ker (A)
S INER¢HP) =21

& 3INER/P = Ap(1) = AW.
Ainsi, Ker(f) = {A\W, X € R} = Vect (W). Or W # 0 donc (W) est libre.

‘ Donc (W) est une base de Ker (f) ‘

e D’apres la question 3., (W, W X, W X?) est une base de E.
Donc I (f) = Vet (f(W), F(WX), f(WX2).
On sait que f(W) = 0 car W est dans Ker (f).
On sait aussi que ¢(X) = W et ¢(X?) = WX? donc ¢~} (W) = X et
o~ (WX?) = X2.
Donc f(WX)=¢oAog¢p '(WX)
— 6(A(X)) = 6(1) = W
JWX?) =¢oAog ' (WX?)
= d(AX?) =p(2X +1) =2¢(X) +1=2WX + 1.
Donc Im (f) = Vect (W, 2W X + 1) et (W,2IWW X + 1) est une famille généra-
trice de Im (f).
Par le théoréme du rang, dim(Im (f)) = dim(E) — dim(Ker (f) =3 -1 = 2.
Comme (W, 2W X + 1) est de cardinal 2 = dim(Im (f)), alors
‘ (W,2W X + 1) est une base de Im(f). ‘

¢) Soit A une valeur propre de f et P un vecteur propre associé.
Alors f3(P) = 0 car f2 = 0.
F2(P) = f(AP) = Af(P) = AP

donc f3(P) = f(f2(P)) = f(\2P) = Xf(P) = \*P

Ainsi A*P = 0.

Comme P est un vecteur propre pour f, alors P # 0. Donc A* = 0.

D’out A = 0 et la seule valeur propre possible pour f est 0.

Comme nous avons déja prouvé que dimKerf > 1, et donc 0 est bien une
valeur propre de f.

‘ Donc 0 est la seule valeur propre de f ‘

d) 0 est1l'unique valeur propre de f et son SEP associé est Ey(f) = Ker (f) de base
W et de dimension égale a 1.

On a dim Ey(f) < dim £, donc ’ f n’est pas diagonalisable. ‘

Partie I : Résultats généraux sur les matrices stochastiques-
Illustrations

1. a) Soit A une matrice de M, (R)
V(Za]) € [[1ap]]27 (A)i,j > 0 V(Za]) S HLsza (A)i,j > 0
p p
AE€ST, =\ vie [,y > (A)y =1 <\ vie L] > (A)ey x 1) =1
j= j=

V(Z,j) € [[1’1;)]]27 (A)i,j 2 O
ACST = | vie Ll (A5 (V)i) = (V)i

Y(i, 5 1,p]?, (A);;
:}{A(V € L2l (4)

WV

0

<
~—

Dong,

V(Zaj) € Hlvp]Pv (A)i,j 2 0

pour toute matrice A de M,(R), A € ST, <= { AV v

b) Soit A un élément de S7,..V n’est pas la colonne nulle et AV = V.
Donc 1 est valeur propre de A et IV en est un vecteur propre associé.

Donc 1 est une valeur propre commune a toutes les matrices de §7,,. ‘
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a) Soit A € R. \ € Sp (A;) <= 1g (A, — \[3) <

L3 — L3 — (3 — 4)\)L1
avec (M) =1+ AB —4\) =1+3X—4X2 = (A —1)(—4X - 1)

1
Donc A € Sp(A1)<:>/\:Oou>\:10u>\:—1.

1
Donc Sp (A;) = {0, 1, ~1
Ainsi A; est d’ordre 3 et admet 3 valeurs propres distinctes , donc A; est dia-
gonalisable dans M3(R) et la dimension de chaque sous-espace propre est de
dimension 1.

Donc dim(E;(A;)) = 1.

3
- 1 0
rg (A — \3) =g 1/4 3/4—-X 0
12 1 /2 -
-
1 1 —2A L3 <+ 203
0 1 —A
=T1g 0 3—4\ 1 Cl < 03
—2X 1 1
—2A 1 1
=rg 0 1 -A permutation des lignes
0 3—-4x 1
-2x 1 1
=rg 0 1 =X
0 0 a(N)

b) i. Ajestune matrice S73 car:
* ses coefficients sont positifs ou nuls.

1 0 0 1 1 1
-A3V:(1/2 1/2 0)(1)—(§+%):(1):V
0 1/2 1/2 1 1+3 1

e plus, As est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses éléments

1
diagonaux. Ainsi Sp (A43) = {1, 2}.

0 0 0
o B . 12 —1/2 0 _
canrew((3 32 3)) (2 2 30))-

Donc dlm(El(Ag)) =3 rg (A3 - Ig) =3-2=1

. 1/2 0 0 1/2 0 0
rg (A5 — 515) = rg /2 0 0 =rg 0 1/2 0 =2
0 1/2 0 0 0 0

Donc dim(E_y 5(A3)) =3 —rg (Ag — 1/2[3) =3 -2 =1

Ainsi dim(E1(A3)) + dim(E_4 /2(A3)) = 2 # 3.

D’ott A3 n’est pas diagonalisable dans M;3(C).

Ainsi,

’ il existe au moins un élément non diagonalisable dans M3(C), par exemple As.

ii. ® Les coefficients de A, sont des réels positifs ou nuls.

1 0 0 1 1 1
-A2V:(O 1/2 1/2)(1):(%+%):<1>:V.
0 1/2 1/2 1 143 1

Donc A; est un élément de S7 3 . 1 est donc valeur propre de A,.

0 0 0 0 —1/2 1/2
rg (Ay — I3) =rg ((0 -1/2  1/2 ))—rg ((O 0 0 ))—1
0 1/2 -1/2 0 0 0

Donc dlm(El(Ag)) =3 - rg <A2 — 13) =3-1=2
Ainsi l’affirmation "Pour tout élément A de S73, le sous-espace propre pour
A associé a la valeur propre 1 est de dimension 1" est fausse.

€1
T2

3. Soient A € ST, , A € C une valeur propre de A et X = ) € Mp1(C) un

Lp

vecteur propre de A associé \.
On note ; un élément de {1, ..,p} tel que Vk € {1, .., p}, |x| < |z
a) AX =X doncVk € [1,p], (AX)k1 = M X)k1

En particulier (AX);1 = AM(X);1 = Az;.
AIOI'SZ ‘)\| |l‘l| = ‘/\$z| = |(AX)Z71

(AX)il = | S (A | < 3 (Aats] = 3 (Al sl = 3 (Al s

Jj=1 Jj=1
coefficients de A sont des réels positifs ou nuls).
OrVj e [L,p], |z;| <lxi| et (A)i; = 0.
p p
Done s [Aflzl < 2 (A)ig leil = sl 22 (A)iy = il x 1= fail.
i=

j=1

Donc| |Az;| < |z



2BCPST1,2,3 Lycée Thiers
n—1
i; Alors > A est une matrice de M, (R) dont les coefficients sont des réels
b) X = : # 0 donc |z;| n’est pas nul car |z;| est le plus grand module des positifg:oou nuls.
1 n=1
T Donc il en est de méme pour — > AF.

coordonnées de X.
Donc on obtient : |A] < 1.

‘ Les valeurs propres dans C des éléments de ST, ont un module inférieur ou égal a 1. ‘

Partie II : Suites moyennes de puissances de matrices stochastiques

4. Soit A, B deux matrices de S7,,.
e Soient i et j deux éléments de [1, p].

(AB)i; = 3 (A)in(B)i.

Or Vk € [1,p], (A)ir = 0et (B)g,; = 0car A et B sont des éléments de S7,,.
Donc Vk € [1, p], (A)ix(B)k,; = 0.

p
Ainsi (AB);; = > ((A)ix(B)k,;) = 0, et ceci est vrai pour tout (7, j) dans
I1,p]?.

e AV =V et BV =V car A et B sont des éléments de ST,
donc (AB)V = A(BV) = AV =V.

Donc| VA, B € 8T,, AB € ST, |

5. a) Montrons par récurrence que Vn € N, P(n) : « A™ € ST, » est vraie.

e n = 0. A° = I, est une matrice stochastique car ses coefficients sont tous
positifs et la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1.
Donc P(0) est vraie.

e Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
A™ et A sont des matrices stochastiques. Donc d’apres la question précé-
dente, leur produit, A" x A = A"t est aussi une matrice stochastique.
Donc P(n + 1) est vraie.

D’ol pour tout n € N, P(n) est vraie.
b) Soitn € N*.
* Pour tout k € [0,n — 1], A* appartient a S7T,.
Donc pour tout k € [0,n — 1], A* est une matrice de M, (R) dont les coeffi-
cients sont des réels positifs ou nuls.

n =

* Pour tout k € [0,n — 1], A* appartient a S7,.
Donc pour tout k € [0,n — 1], A¥V = V. Alors :

0

n—1 n—1 n—1
1 1 1 1
(ZA’“)V=Z(Akv>=Zv=<nv>=v
" =0 " =0 " =0 "
Ll S s o Inl
Donc — }° A" appartient a S7,,. Ainsi|Vn € N*, — >~ A* € ST,
" k=0 " k=0
6. Soit x € Rtel que |z] < letn € N*.
n=l ir=1
kz::() =it siz#£1
1 siz=1
Donc d, (z) = { 1 1_gm .
= siz# 1

o sixz=1,lim, . d,(z) =1

e siz#1.Alorsz € [-1,1], donc |z| < 1.

n—1
. Ll—a" _11+faf" 1141 1 2
n%x n l—x n l—x nl—=x nl—z
; 1 2\ o . B
Comme nLHPOO (ﬁ ﬁ) = 0, il vient par encadrement nljf@ dp(z) = 0.
Donc| pour tout z € R tel que |z| < 1:d,(z) — lsiz=1
ST osiz £
1 0 --- o0
0
i 1
7. ¢ Soitn € N*. D =
Hr+1
S
0 0
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1 0 0
0
Donc D° = I, et pour tout k € [1,n — 1], D* = 1
NITCH
0
0 ,u’;
n 0
0
n—1 . n 1
E_ . n—
Donc ZD = : 3 leﬂ
k=0 k=0
0
n—1
0 0 pk
k=0
1 0 - 0
0
1 n—1 : 1
T A
n .
k=0 : dn(,UJr—i-l)
0 o0 e 0 dnlpp)

e Pour tout (i,7) € [1,p]?,
v sii# j,alors (M,);; =0 — 0= (A);;

n—+oo

/suzyetzgr,(Mn)m:l — 1:(A)1’1
n—+00

vV sii= ] ete>r+ 1, (Mn)iﬂ = d,L(,LLz)
Or les p; sont des valeurs propres réelles de A distincts de 1 et d’apres la
question 3.b), |u;| < 1.

Donc d’apres 6., (My,)ii = dn(p;) — 0= (A);;.

n—+00 ’

Ainsi Pour tout (4,7) € [1,p]?, (M,)i; — (A)i;-

n—+oo

Donc| M, — A.

n—+0oo

e Soitn € N*, B,, = PM,,P~!. Posons U,, = PetV,, = P~
La suite (Uy,),en- tend vers P et la suite (V},),cn- tend vers P1.

Comme M, —+> A, alors d’apres les résultats admis dans 1’énoncé,
n—+00
PM, =U,M, —s PA,puis PM,P~'=U,M,V, — PAP~'=B.

n—+oo n—+oo

Donc| B, — B.

n—+oo

8. a) Soitn € N*. A = PDP~! d’apreés I’énoncé. Donc A et D sont semblables. Ainsi

elles représentent le méme endomorphisme f dans deux bases différentes.
Pour tout k € [0,n — 1], A* et D* représentent f* dans les mémes bases,
donc A* = PDFP~1L.

n—1 n—1
B, = PM,P~! = 1 § pPDFP~! = 1 § Ak
n n
k=0 k=0

1 n—1
Or A € 8T, donc d’apres 5.b), B,, = - > Ak € 8T,
E=0

Donc‘Vn e N*, B, € §T,. ‘
b) B est une matrice de M, (R) et que V(i, j) € [1,p]? B;; = lim (B,), .

n—+oo ©J

De plus pour tout élément n de N*, B,, appartient a S7,,.
 W(irg) € [LpJ% ¥ € N, (By),,; > 0.

En passant a la limite, il vient : v(i,j) € [1,p]? Bi; > 0.
e VneN*, B,V =Vdonc B,V — V.
n—+0oo
Or d’apreés les résultats admis par I'énoncé, B,V — BYV. Donc par uni-

n—-+oo
cité de la limite, BV = V.

Partie III : Aspect probabiliste

9. e Pour tout (i, ;) dans [1,3]?, 4; ; est une probabilité donc 4; ; est un réel positif

ou nul.

e Soit i dans [1, 3].

P(x,=i) est une probabilité et ((X1 = j));c[; 5 est un systtme complet d’événe-
ments.

3 3
AIOI‘S Z Ai,j = Z P(X():i) (Xl = j) = P(Xg:i) <
j=1 j=1

ICew

1 (X = j)> = P(X(l:i)(Q) =1

3
Donc Vi € [1,3], > A;; = 1.
j=1
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10.

11.

Soitn € Netj € [1,3].
(X =1));e1,3) st un systéme complet d’événements. D’apres la formule des pro-
babilités totales, il vient que :

3
P(Xpp1=7)= le(Xn =1) Pix, =) (Xnt1 = 7).
OrVi € [1,3], Px,=i) (Xnt1 =Jj) = P(Xo =) (X1 =7J) = Aij.

3
AIOI'SI (L”H‘l)l,g = P(Xn+1 = j) Z P(X = Z) A = ; (L")l,i Ai,j-
3
Finalement Vj € [1,3], (Lnt1), ; = >0 (Ln)y ; Aij-
i=1 ’
Donc Lyy1 = LnA. Ainsi| V€ N, Lyi1 = LyA. |

Montrer par récurrence que Vn € N, P(n) : « L,, = LoA™ » est vraie.
e n=0:7P(0)est vraie car A° = I3 et LyA" = L.

e Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
Lyt = L,A=(LyA") A= LyA""!. Donc P(n + 1) est vraie.

\Donc VneN, L, = LOA”.\

1 0 0
A = 1/2 1/2 0 est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses
1/3 1/3 1/3
éléments diagonaux.
11

DOHC Sp (A) = {17 5, 3}
A admet 3 valeurs propres distinctes et A est d’ordre 3, donc A est diagonalisable
et chaque sous-espaces propres est de dimension 1.

Recherchons une base de M3 1 (R) de vecteurs propres pour A :

® On sait que A est stochastique, donc AV =V, ainsi V € E;(A)
OrV # 0, donc (V) est libre.
(V') est de cardinal 1, la dimension de E;(A) donc (V') est une base de E;(A).

0 0 1[0
® Onremarqueque A [ 0 | = 0 =3 0 |.
1 1/3 1

0

Donc W = | 0 | € Ey/3(A).Or W # 0, donc (W) est libre.
1

(W) est de cardinal 1, la dimension de El( ), donc (W) est une base de
E1(A).

1
3

* Eya(A) = {X e M31(R) | AX = ;X}

Soit X = < z ) € Mz 1(R).
1 1 0 0 T x
AX ==X < | 1/2 1/2 0 y | =02 v
2 1/3 1/3 1/3 2 f
{ = (1/2)x
= (1/2)x+(1/2)y = (1/2)y
(1/3)z + (1/3)y + (1/3)z = (1/2)2
z=0
<:>{ 0+ (1/2)y (/)
0+ (1/3)y =(1/2)z
rz=0 =
*:’{ (1/3)y = (1/6)2 { =
0
Donc E; j5(A) = Vect (U) avec U = ( 1 )
2

(U) est une famille génératrice de E;/5(A) de cardinal 1, la dimension de
E1/5(A). Donc (U) est une base de £ /5(A).

(V,U,W) est une base de M3 1(R) constituée de vecteurs propres pour A. On a
donc la relation :

1 0 0

A = PDPtavec D = |0 1/2 0 |, donnée par I'énoncé et P la ma-
0 0 1/3

trice de passage de la base canonique de M3 (R) a (V,U, W), c’est a dire :

100
P = ( 1 0 ) et ses éléments diagonaux valent tous 1.
1 1

1
2
Calculons P~

x a’
Soient X = ( y ) et X' = ( y ) deux éléments de M, 3(R) tels que PX = X'.
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1 00 x x
1 21 z z Ainsi| A" — [ 1 0 0 |.
- , n—-+oo 1 0 0
./
=y rtyv=y 10 0
TH2y+z=2 13. Vn € N*, L,, = Lo A". Comme A" — 1 0 0 |,alors dapres les résultats admis
v = x/ n—-+oo 1 0 0
= y:—x+y/:—x/+y/ 1 0 0
z=—x—-2y+2 =—2' —2(-2' +y)+ 2 par I'énoncé, Lo A™ R Lo 1 0 0 ).
) 100
r=u 1 0 0 10 0
o /
Y- ,x;% , L0<1 0 0)—(P(X01)P(X02)P(X03))<1 0 0>
FEE oAy e 100 100
1 0 O
DoncP-'=| -1 1 o0 =(P(Xo=1)+P(Xo=2+P(Xo=3) 0 0)
1 -2 1 =(10 0).
1 0 0 Donc | la suite (L,), -, converge vers ( 1 00 )
n >
10 0 o (L Ainsi lim P(Xn=1) = let lim P(Xn=2) = lim P(X,=3)=0.
12. D= 1|0 1/2 0 donc Vn € N*, D™ = 2 n—-+oo n—-+oo n—-+oo
6 0 Donc la suite de variables aléatoires (X, )ncn converge en loi vers une variable aléatoire qui

)

En calculant les limites de chaque coefficient de D™, en utilisant le fait que 3 et &
1 0 0

o (1Y o 100
sontdans] —1,1[,ona: 2 = 0 0 0
"""\ 0 0
0 0 —
(3)
1 0 0 1 0 O
Donc D" —» 0 0 O0).|NotonsA=1]0 0 0
"o 00 000

On sait que A = PDP~! . En utilisant les mémes arguments qu’a la question 8., on
a:Vn € N*, A" = PD"P~! etla suite (A"),en~ converge vers PAP~!.

1 1 0 0 10
PAP ' = 1 -1 1 0o )=(10
1 -2 1 10

0

0

0

= O O

1 0
0 0
0 0

) |

0 0
0 0
1 0 0

0

1
1
Donc PAP™! = 1
1

o O O

suit une loi certaine égale a 1, c’est a dire que peu importe la loi de X, ’objet se retrouve
presque stirement dans l'urne 1 au bout d'un certain temps .



