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Durée de I'épreuve : 2h.

Exercice

Pour tout £ € N, Ry[X] désigne le sous-espace vectoriel de R[X| formé des polyndmes de
degré au plus k.
On définit 'ensemble £ = {P € R4[X]| | P(0) = P(4) = 0} et le polynome W = X (X —4).

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel R,[X].

Pour tout polyndéme () de Ry[X], on pose ¢(Q)) = W.Q) .

2. Montrer que l'application ¢ : @ —— W.Q) est un isomorphisme de R,[X| dans E.

3. En déduire une base et la dimension de E.

Pour tout polyndme @) de Ry[X], on considere le polyndme
A(Q) = QX +1) = Q(X).

4. a) Montrer que A est un endomorphisme de Ry[X].
b) Ecrire la matrice de A dans la base canonique (1, X, X?) de Ry[X].

c) Déterminer le noyau et 'image de A. En donner une base pour chacun des deux sous-
espaces.

d) Etablir: Ao Ao A =0.

On définit 'endomorphisme f de F suivant: f = ¢ o Ao ¢!, ot ¢! est 'application
réciproque de ¢.

5. a) Montrer que fo fo f =0.
b) Déterminer une base du noyau de f et une base de I'image de f.

c) Soit A une valeur propre de f. Montrer que \* = 0.
En déduire que f admet une valeur propre et une seule que I'on déterminera.

d) Est-ce que f est diagonalisable?
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Probleme I

* p désigne un entier naturel supérieur a 3.

* On note M, (C) '’ensemble des matrices carrées d’ordre p a coefficients complexes,
M, ,(R) 'ensemble des matrices-lignes a p colonnes a coefficients réels, M,(R) 'en-
semble des matrices carrées d’ordre p a coefficients réels, I, la matrice diagonale de
M, (C) et de M, (R) dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1.

e On note, pour toute matrice A carrée d’ordre p et pour tout (i,5) € [1,p]? (A):; le
coefficient de A situé sur la ligne i et la colonne .

e On appelle matrice stochastique toute matrice A de M, (R) telle que :

{ V(i,5) € [1,p]% (A)i; >0

. . L
vi € [L,p], .Zl(A)i,j 1 (La somme des coefficients de la ligne i vaut 1.)
]:

et on note S7, 'ensemble des matrices stochastiques de M, (R).

Partie I : Résultats généraux sur les matrices stochastiques-Illustrations

1. a) Onnote V la matrice colonne a p lignes dont tous les coefficients sont égaux a 1.

AV =V

b) En déduire que toutes les matrices de §7, ont une valeur propre commune.

1 0 0 1 0 0 1 0 0
2.Onnote A, = | 1/2 1/2 0 |, A=[0 1/2 1/2 |, 45=| 1/2 1/2 0
(1/3 1/3 1/3) (o 1/2 1/2) ( 0 1/2 1/2)

a) Justifier, sans calcul, que A, est diagonalisable dans Mj3(R). Donner la dimension du
sous-espace propre pour A; associé a la valeur propre 1.

. 9 N
Montrer, pour toute A € M,(R): A€ ST, & { V(7)€ [Lpl (A)ig 20

b) En utilisant éventuellement les matrices A, et Aj; :

i. Montrer qu’il existe dans S7; au moins un élément non diagonalisable dans M;(C);
ii. Justifier si I’affirmation suivante est vraie ou fausse : "Pour tout élément A de ST,
le sous-espace propre pour A associé a la valeur propre 1 est de dimension 1".

3. Soient A € §7, et A une valeur propre de A dans C.

1o

o)
Onnote X = | . [ € M, (C) un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Lp
On note i un élément de {1, .., p} tel que Vk € {1, ..p}, |zx| < |z
a) Montrer : |\z;| < |z
b) En déduire: |\| < 1



Lycée Thiers samedi 22 mars 2025 2 BCPST 1-2-3

Partie II : Suites moyennes de puissances de matrices stochastiques

Soit m, k deux entiers naturels non nuls. Quelques définitions et notations :

On note, pour toute matrice A de M,, (R) et pour tout (¢, j) € [1,m] x [1,k], (4);, le
coefficient de A situé sur la ligne 7 et la colonne j.
On dit qu'une suite (A,),>1 de matrices de M,, ;(R) converge vers une matrice A de
M, x(R) et on note A, T A, si et seulement si :

pour tout (i, j) € [1,m] x [L&], (An)i; —_ (A)i.

Soit ¢ € N*. On admet les résultats suivants si la suite (A, ),>1 de matrices de M,, x(R)

converge vers une matrice A de M,, x(R) et si la suite (B,,),,>1 de matrices de My ,(R)

converge vers une matrice B de My ,(R) , alors (A, B,,),>1 de matrices converge vers la

matrice AB.

On a alors les deux cas particuliers suivants :

v si L est une matrice ligne de M, ,,,(R), alors la suite (LA,),>1 de matrices converge
vers la matrice LA.

v siC est une matrice colonne de M, ; (R), alors la suite (A,,C),~; de matrices converge
vers la matrice AC.

On rappelle que p est un entier naturel supérieur a 3.
4. Démontrer que VA, B € §7,, AB € §7,.

Soit A € 87,.Onnote A° = I,
5. a) Etablir:Vn € N, A" € ST,.

n—1
b) Montrer : Vn € N*, = > AF e 87,

T k=0

Dans la suite de cette partie II, on suppose que A est diagonalisable et qu’il existe r €
{1,..,p — 1}, P € M,(R) inversible, D € M,(R) diagonale dont les coefficients diagonaux
(D);; sont égaux a 1 si ¢ < r et distincts de 1 sii > r + 1, notés fi,41,- -, 41, tels que :
A=PDp'.

1 n-1
On note, pour toutn € N*: M,, = — 3> D¥et B, = PM, P!

n k=0

On note A la matrice de M, (R) diagonale dont tous les coefficients diagonaux (A), ; sont
égaux a 1si¢ < retnuls sinon, et on note B = PAP L.

1 n-1
On note pour tout z € R, d,,(z) = — 3 *.
n k=0

6. Démontrer, pour tout = € R tel que |z| < 1:d,(z) = {

lsiz=1
Osix#1

7. Calculer la matrice M, en fonction de d,,(1;) pour i > r + 1, puis montrer que M,, — A
et en déduire : B, = B.

n—+0oo

—r+00

8. a) Montrer que Vn € N*, B,, € ST,
b) En déduire: B € ST,

Partie III : Aspect probabiliste

On dispose d"un objet noté 7" et de trois urnes numérotées 1,2 et 3.
A chaque instant n (n € N), T" est dans une des trois urnes et une seule.
On note, pour tout n € N, X,, la variable aléatoire égale au numéro de l'urne dans laquelle se

-3-
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trouve 'objet a I'instant n et L,, la matrice suivante de M 3(R) :
L,=(P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3)).
On suppose connues la loi de X, et la matrice A de M3(R) définie par :

V(i,j) € {172,3}27 (A)z‘,j = P(oni)(Xl = j)-

On suppose : V(i,7) € {1,2,3}?, Pix,=)(Xn1 = J) = Pixo=i(X1 = j).
9. Montrer: A e STs;.
10. Montrer:V €N, L,y =L, Apuis:Vn e N, L, = LyA".

1 0 0
On suppose dorénavant A = A;, définie dans la partie 1.3, et on note D; = (0 /2 0 ) .
0 0 1/3

11. Déterminer une matrice P, € M3(R), inversible et a ccefficients diagonaux tous égauxa 1,
telle que A, = P, Dle1 et calculer Pfl.

12. Déterminer la limite de la suite (D} ),,>1, puis la limite de la suite (A}),>1.

13. Déterminer la limite de la suite (L,,),,>1. Expliquer ce résultat par des arguments probabi-
listes.



