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1) Soit 2 un réel non nul, f est continue sur R donc f est continue sur [—z, x] ou
[, —x].
"

f(t) dt existe.

—x

Par conséquent,

.. 1 . .
Ainsi comme z # 0, % existe aussi.
T

D'olt o / f(t) dt existe.

i mf(t)dt.

7 2x

Conclusion : | pour tout = # 0

Vo € R*, g(z) = &= f(t)dt
9(0) = f(0)

2) f est continue sur R. Donc f admet des primitives définies sur R.
Soit F' 1'une des primitives de f sur R.

Nous définissons alors la fonction g par : {

o F), = T I,

3) On sait que F est de classe C! sur R comme primitive de f.
* D’apres l'expression précédente, on a que g est continue sur R* par
les théoremes généraux (composée , somme et quotient bien défini de
fonctions continues).

Donc | pour tout réel 2 non nul, g(z) =

e En0:
ota) = PO = PO~ (FLon) = FO) _ L&)~ FO) | L(Pos) = F(0)
Comme F est dérivable en 0, alors qlrli% () ; FO) F’(0) = f(0) et par
composition, )
lim Flzz) = FO) = f(0) car lim —x = 0.
x—0 —x r—0

1 1
Donc par somme, liir%) g(x) = 5]‘(0) + if(O) = f(0) = ¢(0).
x
Ainsi g est continue en 0.
Donc ‘ g est continue sur R. ‘

4) o R est symétrique par rapport a 0.
oVreR,z#0

g(—x) = g(z) est vraie pour x = 0 aussi. Donc Vz € R, g(—z) = g(z)
On suppose de plus que f est impaire.

Donc pour tout = # 0, ft)dt =0donc g(z) =0

De plus comme f(0) = :f(O), alors f(0) = 0 et on obtient que ¢g(0) = f(0) =
0.
Finalement, il vient que ‘ g est la fonction nulle. ‘

Nous définissons 1’application a de R dans R par :

vz € R,alx) = 5(7(x) + (~)).
5« a(0) = L(£(0) + £(0)) = £(0) = g(0).

Donc| ¢g(0) = a(0)

e Soit x # 0.
/ a(t) di = f/ (F() + f(—t)) dt = + (/ (1) dt +/ F(—t) dt)
0 2 Jo 2 \Jo 0
En effectuant le changement de variable C L uw= —tavec du = — dt dans la

deuxiéme intégrale du membre de droite de 1’égalité, il vient que :

/Oxa(t) dt = % (/0 £t dt+ /Oxf(u)(— du))

=3 ( /0 f(t)dt — /0 f(t) dt) (variable muette)

_ % (/0 £(6) dt + _if(t) dt)

_ % [ x £(t) dt (par Chasles)

Donc;/oz atydt = - [ f() dt = g(a)

2¢ J_,

x

xT
D’ot1 | pour tout réel non nul z : g(z) = 1 / a(t) dt.
0

6) D’apres les théoremes généraux, a est continue sur R. Donc A : = —
x

a(t) dt est I'unique primitive de a qui s’annule en 0.
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7)

8)

D’ou A est dérivable sur R (donc sur R*) et A’ = a.
Ainsi par produit de fonctions dérivables sur R*, g est dérivable sur R* en
utilisant I’expression de la question précédente.

AinsiVz € R*, ¢/(z) = — 5 A(z) + 1 A/ (z) = —%g(z) + %a(m).

DonC‘Vx € R*, zg'(z) + g(z) = a(z). ‘

On suppose, dans cette question que f est dérivableen 0.
Par somme et composition de fonctions dérivables en 0, a est dérivable en 0.

eta/(0) = 3 ((0) — f/(~0)) = 0.

Donc a admet un développement limité a I’ordre 1 en 0 donné par :

a(z) = a(0) +d'(0)z + o(x) = g(0) + o(x)

Par primitivation , on a : A(x) = A(0) + g(0)x + o(x?).
Or A(0) = 0 donc A(x) = g(0)z + o(x?).
Ainsi g(z) = 9(0) 4 o(z)

Donc 9() ;g(O) = Of) =o(1) — 0.

Conclusion : ‘ g est dérivable en 0 et préciser ¢'(0) = 0. ‘

On suppose [ : z + |z].
Pourz > 0,on a

L[ I 1 [ r T
=— [ plat==—[ (-dt+— [ tat=24+2=2
9() 2$/_x|| 2 ) +2x/0 17177

—T

7

donc, comme g est paire sur R, on a

I

Vo € R*, g(z) = 5

On constate que g est dérivable a gauche de 0 avec g, (0) = —1/2 et que g est
dérivable a droite de 0 avec g;(0) = 1/2. Comme g, (0) # g,,(0), on en déduit
bien que

‘ g n’est pas dérivable en 0. ‘




