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TD N°4 : SERIES I

0 ¥ Nature et somme si elle converge de la série de terme général dans les
cas suivants :

1) Vn € N,u, =eV™

on 6
1
3) Vn € N*, u,, =

nn+1)(n+2)
(on pourra commencer par déterminer trois réels a, b, c tels que
a n b n c )
Up = — .
"Tn on4+1l n+42
4) VneN* u, =2y/n—vn+1—yn—-1
2n° +n+1
n!

5) Vn e N, u, =

0 @ Nature des séries suivantes dont le terme général est donné, pour n
assez grand, par :

sinn\ 2 n® -1 2"
1)( n ) S 3)3"+n
gy Arctan (7o) 5) e 2V 1 6 & o 11 6k-2)
n 3mn! =
7) & @‘1 (1+1)

uo 6]0,1[
Vn € N, upi1 = up — u2

o 0
1 Soit u la suite donnée par {

1) Montrer que Vn € N, w, €]0,1[, que (u,) est décroissante et étudier sa

convergence.

2) Montrer que 3" u2 converge et donner sa somme.

Un+1

3) Montrer que }_ In ( ) diverge. En déduire que } u,, diverge.

n

o 1 (=)™
£” ¥ 1) Justifier la convergence des séries .
4] )] 8 pgo (2p+1)2 51 n?
2) En ad too 1 +00 1 e
ttant — = trer que — = —
) En admettant que n2:31 3 = g mmontrerq Z Op12 8

+oo (—1)" 2
3) En déduire que > (=1 -
n=1

n? 12

O 0
4" $ (Série alternée)
1) Soit (ux)ren une suite décroissante qui converge vers 0.
n
Onpose S, = > (—1)Fuy

a) Montrer que (S2,) et (S2,,+1) sont adjacentes.
b) En déduire la nature de la série de terme général (—1)"u,.

2) Déterminer la nature de la série de terme général e ) . Cette série est-elle
absolument convergente ?

6] & e 1) Montrer que

| =

Vk >1 <In(k+1)—1In(k) <

"(k+1)
En déduire un encadrement de S, Z  pour n > 1

no1
2) Montrer que > — ~ Inn.
k=1 k

“+oo
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o 1
1. 1" ®Montrer que la série de terme général In (1 + 2’“) converge. En dé-

n 1
duire la convergence de la suite p, = [] (1 + 2k>
k=0

o O 0 O . . o
2. " £ Soit (uk)ken+, une suite a termes positifs telle que :
2n

D, wk s

k=n+1

1 n
Vn € N* —
op

On pose o), = Z uy, pour p = 0.

1
a) Montrer que Vp € N*, 0, < (1 + ﬁ)ap_l

p—1
b) En déduire que Vp € N, o, < up [ (1 + 5z), puis que (0p)pen est
k=0

2
majorée.

c) Montrer que finalement ) u,, converge.

Correction :
2. a) SoitpE IN*.
op—1 2x2p—1
=Y m= Yt 3w
k=2r—141
2x2P—1
=0p-1+ Z Uk
k=2r—141

Dans la deuxiéme somme, on applique l'inégalité de 1'énoncé avec
n = 2P~1 on obtient ainsi :

2x2p—1 op—1
k:2P*1+1
H,_/
Op—1

1

Doncil vientque : 0, < 0p—1 + — 17

—1-

D’ott| Vp € N*, Op < (1 + F)O'p_l

1
b) Montrons par récurrence que Vp € N, Q(p) : « o, < ug H (14 o -7 ) »est

vraie.

1 p—1
e p=0:01 = > up = uy etu H(1+2—k) = w1 (un produit vide
k=1 k=0

vaut 1)
Donc Q(0) est vraie.
e Soit p € N. On suppose que Q(p) est vraie. Montrons que Q(p + 1)

est vraie.
On sait d"apres la question précédente que :

1

op+1 < (14 op

5p)0p

En utilisant I'hypothese de récurrence, il vient que :

1
(1 + 2p)Up S 2p ul H
1 .
Donc op41 < ug H (1+ 21:) et Q(p + 1) est vraie.
k=0

Ainsi Vp € N, Q(p) est vraie.

De plus, la suite (p,,) est croissante.
Pn+1

PR T
Comme (p,,) converge, alors (p,,) est majorée par sa limite e ‘.
DouVp € N,o, < ug el

En effet,Vn € N, p, > 0et —— > ldonc pyy1 > pn-

Conclusion | (0},)pen est majorée.

n
¢) Soitn € N. Notons S, = Y wuy -
k=0

Dans un premier temps, on montre par récurrence que
pour tout k € N, k < 2.
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2”1
Alors S, <o, caro, — S, = Y. wu, > 0 (somme de termes positifs)
k=n+1

Donc S,, < uye.
Ainsi la suite (S5,,) des sommes partielles de la série de terme général
uy, , qui est a termes positifs, est majorée.

Donc| > u,, converge. | (voir la proposition 6 du cours)




