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CHG6 : VARD - FICHE RESUME

I L’essentiel du cours

Loi de probabilité

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé (2, T, P).

La loi (de probabilité) de X est l’application fx de X () dans R associant a tout z de X ({2) le nombre
P(X =z).

Remarque : Donner la loi de X signifie donner: X(Q) et Vze X(R2), P(X =z).

SCE défini a partir de X
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (2, 7, P).
La famille ([X = k]),c x(q) est un systéme complet d’événements.

Par conséquent, > P(X =k)=1.
kEX (D

Remarque : Pour X (Q) = [0,n], (X = k)ogr<n est un SCE et Z (X=k=1
E— k=0

+00
Pour X(2) =N, (X = k)genestunSCEet > P(X =k) =1
k=0

Fonction de répartition d'une vard
Soit J un sous ensemble de N et X (2) = {z;, j € J} avec les z; rangés dans 1'ordre croissant.
* WER, Fx(y)=P(X<y)= > PX=uz).

z;EX(Q)
z; <Y

Fx(xj41) — Fx(xj) = P(X = z;41) pour tout j € J.

* Fx est constante sur 'intervalle [x;; x| (la fonction est en escalier)

Fx est une fonction croissante sur R avec lim Fx(z) =0et lim Fx(z) =1
r——00 T—+00

e Pour toutréel aetd, P(ja < X < b]) = Fx(b) — Fx(a).

J
Remarque: Fx(z;)=P(X <z;)=PX=x1)+P(X=xz2)+ - +P(X =2z,)= > P(X =uy).

‘ . . pd . L3 Y
%@ Construction de variable aléatoires discrete
e Soitn € N*. Si (z;)1<i<n est une famille de réels deux a deux distincts et (p;)1<i<n une famille de
n
réels positifs tels que > p; =1,
i=1
alors il existe une variable aléatoire discrete X vérifiant Vi € [1,n], P(X = x;) = p;.
® Si(x;);en est une suite de réels deux a deux distincts et (p;);en une suite de réels positifs tels que
> pi est une série convergente et a pour somme 1,
iEN
alors il existe une variable aléatoire discrete X vérifiant Vi € N, P(X = ;) = p;.
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Esperance d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire discrete.

On dit que X admet une espérance si ) kP(X = k) est une somme finie de termes ou une série
kEX ()

absolument convergente.

Lorsque E(X) existe, E(X) = >, kP(X =k).
keX(Q)

Remarque : Pour X () = [0,n], E(X) existeet E(X) = > kP(X = k).
— k=0

+00
Pour X (92) = N, sous réserve d’existence, E(X) = >, kP(X = k).
k=0

Propriétés de I’espérance
Soit X et Y deux vard sur {2 admettant chacune une espérance alors :
e linéarité : Pour tous réels a et 8, E(aX + YY) = aE(X) + BE(Y),
* positivité : Si X est positive , alors E(X) > 0,
e croissance:Si X <Y ,alors E(X) < E(Y).

Théoréme de transfert

Soit X une vard sur () et v une fonction définie sur X (€2).
Alors
e u(X) est une variable aléatoire discrete.
e F(u(X))existesietseulementsi Y, wu(k)P(X = k) est une somme finie de termes ou une série
kEX (R
converge absolument. o
En cas d’existence, E(u(X)) = > u(k)P(X =k).
keX ()

Variance-Formule de Huygens

Soit X une variable aléatoire discrete sur 2.

On dit que X admet une variance si E(X) existe et si (X — F(X))? admet une espérance.
On appelle alors variance de X le réel V' (X) définit par :

V(X)=E(X -EX))?*) = Y (k—-EX))’P(X =k).
keX(Q)

De plus lorsque V(X)) existe, on appelle écart-type de X le réel o(X) = /V (X).

Formule de Keenig-Huygens : V(X) = E(X?) — E(X)2.

Remarque : On peut aussi calculer E(X (X — 1)) pour calculer E(X?), parfois plus simple.

Remarque : Une variable aléatoire est dit centrée et réduite si E(X) =0et V(X) =1
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Propriétés de la variance

Si X est une variable aléatoire discréte sur Q) admettant une variance, alors

 Pour a et b deux réels, V(aX +b) = a®V(X).

e V(X) = 0si et seulement si X est une variable aléatoire presque surement constante (X (2) = {c} et
P(X =¢)=1).

X - E(X)

"=

est la variable centrée réduite associée a X.

moment d’ordre r

I Soit € N*. 5i X" admet une espérance alors on dit que X admet un moment d’ordre r.

On appelle alors moment d’ordre r et on note m,.(X) le réel m,.(X) = E(X7).

Remarque : Pour X (Q) = [0, n], m,(X) existe et m,(X) = Z k"P(X = k).
E— k=0

+00
Pour X (Q2) = N, sous réserve d’existence, m,(X) = > k"P(X = k).
k=0

Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

* Markov : Pour X une variable aléatoire positive ou nulle admettant une espérance, alors :
1
Va>0,P(X >a) < —E(X).
a

¢ Bienaymé-Tchebychev : Soit X une var admettant un moment d’ordre 2, alors

V(X)

Ve > 0, P(IX — B(X)| > €) < —

€

LOIS USUELLES DISCRETES

[ X suit une loi | X(Q) ] Loi (k € X(Q2)) | EX) [ V(X) | Notation

|

uniforme sur [1,n] [1,n] P(X=k)=

X < U([1,n])

Bernoulli de parametrep | {0,1} | P(X =0)=1—-pP(X =1)=p D p(1—p) X — B(1,p)

binomiale de parameétres

;N =k)=(,)p"(L—p)"~ np | np(1—p n,p
B [0.n] | P(X =)= (1)p"(1—p)"~* (1-p) | X Bn.p)
géométrique de  pa- 1
rametre p (loi  sans N* p(1 —p)k—! - % X <= G(p)
mémoire) P 4

. N /\kf
i\ie Poisson de parametre N o Aﬁ \ A\ X PO
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Absence de mémoire pour une vard géométrique

si X est une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €0, 1], alors
V(m,n) € N* x N*, Pixsn)(X >n+m)=P(X >m).

On a aussiVn € N*, P(X > n) = ¢".

Remarque : Cette démonstration est a connaitre.

II

Les savoir-faire

Trouver la loi d’une variable aléatoire discrete.
Savoir démontrer que une suite ou une famille finie de réels forme une loi de probabilité.
Savoir définir et calculer la fonction de répartition d"une variable aléatoire discréte.
Savoir créer et utiliser un SCE a partir d"une variable aléatoire discrete.
Savoir montrer que l’espérance d’une variable aléatoire discrete existe et dans ce cas savoir la calculer (cas
finie ou infinie)
Savoir montrer que la variance d’une variable aléatoire discréte existe et dans ce cas savoir la calculer.
(cas finie ou infinie)
Savoir appliquer le théoreme de transfert dans le cas d"une variable aléatoire discrete finie et infinie.
Savoir appliquer I'inégalité de Markov et de Bienaymé-Tchebycheff
Savoir reconnaitre les lois usuelles et savoir les utiliser.
Pour X < G(p) :
v Connaitre la loi, 'espérance et la variance.
v savoir calculer P(X > n) pour tout n € N*.
v Savoir et savoir démontrer la propriété d’absence de mémoire
v Savoir utiliser X pour déterminer I'espérance et la variance d’une variable aléatoire 7" dont la loi est
définie par :
Vn € N, P(T =n) = pq".
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