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CH6 : RECHERCHE DE SUJETS DE CONCOURS

ECRIT AGRO 2022

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 . On considére une urne contenant »n boules
indiscernables numérotées de 1 a n.

On tire au hasard une boule et on la retire de 1'urne ainsi que toutes les boules ayant
un numéro supérieur a celui de la boule tirée. On réitere I'expérience jusqu’a ce que
I"urne soit vide et 'on note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages réalisés
pour vider I'urne.

Pour tout entier 4, on notera N; la variable aléatoire égale au numéro de la i-eme
boule tirée s’il y a eu au moins i tirages, et 0 sinon.

1. Trouver la loi de X, puis donner son espérance et sa variance.
2. Trouver la loi de X3 et donner son espérance.
3. Donner, sans justifications, X,,(€2) 'ensemble des valeurs prises par X,.
4. Déterminer P (X,, = 1) et P (X,, = n).
5. Prouver que pour tout k > 2,on a:
P(X,=k) = %ZP(Xi_l =k—1).
i=2

6. En déduire que E (X, 1) — E (X,,) = 5.

7. En déduire une expression de E (X,,) sous forme d'une somme.
k+1 g 1 ko
8. (a) Prouver que pour tout entier k > 2, on a: /k n dt < % < /k_l n dt.
(b) En déduire que kZ: 3 e In(n).
(c) En déduire un équivalent de E (X,,) quand n tend vers +oo.
9. Trouver une relation entre E (X2,,) , E (X2) et E (X,,).

10. En déduire une expression de V' (X,,) sous forme de somme puis un équivalent
de V (X,,) quand n tend vers +oo.

ORAL AGRO 2021

Deux amis Anna et Benoit jouent au jeu suivant : ils possedent une machine qui, a
chaque sollicitation, leur donne aléatoirement un entier naturel X.

Si cet entier X est impair, Anna donne X euros a Benoit, on considére que Benoit a
gagné.

Si X est nul, on considére que la manche est nulle.

Si X est pair non nul, Benoit donne X euros a Anna on considere que Anna a gagné.

On pose G le gain algébrique de Anna.

On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre a (a > 0).

On note enfin :

e A:«Annagagne» p= P(A)

* B: «Benoit gagne », ¢ = P(B)

e et (' :«la manche est nulle », r = P(C).

1. Ecrire un programme permettant de simuler la variable aléatoire G.
On rappelle que np. random.poisson (a) permet de simuler une variable aléatoire
de loi de Poisson de parametre a.

2. (a) Déterminer r et exprimer p et ¢ sous forme d’une somme.
(b) Exprimer p + g et p — ¢ en fonction de a.
(c) En déduire les valeurs de r, p, ¢ en fonction de a.

3. Compléter le programme de la question 1, pour qu’il permette de donner un esti-
mation de la valeur de l’espérance du gain de Anna d"une part, et de la probabilité
pour Anna de gagner, d’autre part.

4. D’apres les simulations effectuées, d’apres vous, a qui le jeu donne-t-il I'avan-
tage ? On pourra tester les valeurs de gain et de la probabilité qu’ Anna gagne pour a = 2.

5. (a) Exprimer G en fonction de X.
(b) Calculer I'espérance du gain G' de Anna.

6. On suppose désormais que X suit une loi géométrique de parametre a. On garde
les mémes notations que précédemment.

(a) Déterminer p, ¢, r.
(b) Calculer I'espérance E(G) de G apres avoir justifié son existence.

(c) Comment interpréter le signe de E(G)?
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CORRECTION MCR AGRO 2022

1. Quand n = 2, l'urne est vidée en un seul tirage si N1 = 1, ou bien en deux tirages

si N = 2. Ces deux possibilités sont équiprobables, donc

XQ(Q) = {172}
P(X;=1)=P(X;=2)=3

Donc E(X;) = 1P(X3 = 1) + 2P(X; = 2) =| 5.

Et E(X3) = 1P(X, = 1)+4P(X, =2) = 2 d'ou V(X,) = E(X3) — E(X>)?

2. X3(92) ={1,2,3}.
* [X3=1]=[N; =1]donc P(X3=1) = 1.
* Xs=2= (N =3n[N =1) U ([N =2]N[Nz2 =1]),
donc par incompatibilité :

P(X3=2)=P([N; =3]N[Na =1]) + P([N; = 2] N [N = 1])

= P(N1 = 3)P(n,=3)(N2 = 1) + P(N1 = 2) P(n, =2)(N2 = 1)
R
3 2 3
1
=3
o [Xs=3] = [Ni=3]N[Ns =2 N[Ns = 1] donc

P(X3 =3) = P(N1 = 3)P(n,=3)(N2 = 2) P|n, =g)n[N, =] (N3 = 1)
1
2

| = W=

Ainsi :

X5(Q) = {1,2,3}
P(Xs=1)=1%1 , P(X3=2)=1%1 , P(X3=

=

Donc E(X3)=1-2+2-2+3-1=|2

1

1

3. \Xn(a) = [[1,@.\

4. [X,, =1] =[Ny =1]donc| P(X, =1) =

[Xn:n]:[len]ﬁ[NQ:n—l]ﬂ~-ﬂ[Nn:1]=‘r:]l[Nizn—Fl—i],

donc, il vient que :

P(Xn = 77,) = P(N1 = n)P[len](NQ =n— 1) .. -P[len]ﬂ---ﬂ[Nn,1:2](Nn = 1)

1 1 1
— - o= -1
n n—1 2

‘ =

3

. Soit k > 2. Si I'urne contient au départ n boules, alors ([N1 = i])ic[1,] €st un

systeme complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales
P(X, =k)=Y P(Ny=i)Py,_g(Xn = k)
i=1

1 n
== PAm=i(Xn = k) (1)
i=1

e Sachant que [V, = 1] est réalisé , alors l'urne est immédiatement vidée, donc
I'événement [X,, = k| n’est pas réalisé. Par conséquent Py, —1)(X,, = k) = 0.

e Soit i un entier tel que 2 < i < mn:
Sachant que [N, = ] est réalisé , alors apres le premier tirage, il reste donc dans
I'urne les boules numérotées de 1 a i — 1. On est alors ramené a la situation de
départ en partant d'une urne de i—1 boules. Donc le nombre de tirages restants,
a savoir X,, — 1, suit la méme loi que X,;_;. Ainsi

Piv,—i)(Xn = k) = Py,—g (X, = 1=k — 1)
=PX;-1=k-1)

En remplagant dans la formule (??) les probabilités conditionnelles par leurs va-
leurs, on obtient donc

n
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6. En multlphant.la formule obtenue a la question 5 par k£ et en sommant pour k = 7. S (B(Xps1) — E(Xy)) = E(X,) — E(X1) ( somme téléscopique).
2,...,n on obtient =
n n Donc en utilisant le résultat de la question 6, il vient que
n—1 n
DoRP(Xn= k) = L3S KR = k1), B(X,) ~ B(X1) = S gy =3 &
k=2 =iz k=1 i=2
4 B Comme X; = 1, alors E(X;) = 1 et on peut conclure| £(X,,) = Z i
e D'uncoté Aestégala E(X,) — P(X, =1) = BE(X,,) — %. =1

* De l'autre cdté, par les changements d’indices i = j — 1 et h = k — 1 puis en
échangeant les signes somme, il vient que :

n—1ln—1

B= % N+ 1)P(X; =0

j=1 ¢=1
Or les variables X1, ...,

de [1,n —

Xp—1 prennent leurs valeurs dans des sous-ensembles
n—1

1], donc la somme > (£ 4+ 1)P(X; = {¢) est égale a E(X; + 1) par
i=1

théoréme de transfert. Donc

n—1

1
B=- E(X;+1) =
n; (X +1)

o ['égalité entre A et B amene donc

nE(X,) =Y E(X;)+n. )

* On récrit cette équation au rang n + 1 :

Y B(X;)+n+1 (3)

Jj=1

(n+1)E(Xpp1) =

Alors soustrayant les égalités (??) — (??) on obtient :

(n+ DE(Xns1) — nB(X) = B(Xn) + 1
ce qui donne bien | E(X,, 1) — B(X,) = 5.

8.

(a)

(b)

Soit £ > 2. Sur 0,
o Vtelk, k+1]

[ la fonction inverse est continue et décroissante.

w\ha
[t~

k+1 k+1 g
Donc par croissance de I'intégrale, avec k < k+1, / n dt < / —dt.
k k

k
k+1 k+1 - C ekl
Or/ Lar— / 1dt:m:3,donc/ 1dt
ok k K

1 1
k k k’
e Vte[k—1,k], - <

k k
1 1
fdtg/ 2 dt.

-1k k—1t

k k
1 k—(k—1) 1 1 1
Zdt=—1—" 7 __4( - < —dt.
or /szl k k e /]ch t

k1 3
Vi > 2,/ LTar< ! / gt
k k-1t

t kS
En sommant I'encadrement de la question 8.(a) pour £ allant de 2 a n, on

2

En utilisant que = ( o
=2 k =1k

Donc par croissance de l'intégrale, avec k — 1 < k,

Ainsi

) — 1, cela donne :

"1
1+In(n+1) ZESI—HH
k=1

En divisant cet encadrement par In(n) (qui est strictement positif des que

n > 2) on obtient :

1-In(2) +In(1+ 1) +In(n
In(n) - ln

Zk ln (n)’
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c’est a dire :

1+

1—In(2) +In(1+ 1) I 1 1
() < o) 2=

Par opérations sur les limites, le majorant et le minorant de cet encadrement
tendent vers 1 quand n — +o0, donc le théoréeme des gendarmes donne

(© |E(X,)= > % ~ In(n)|d’apres les résultats des questions 7 et 8.b.

9. Suivant la méme méthode qu’a la question 6, on multiplie par k* et on somme
pour k de 2 a n 1’égalité obtenue a la question 5. On obtient :

n

> K P(X,=k) = zn: RP(X;1=k—1)

n
k=2 k=2 1i=2

S|

ce qui donne par les mémes opérations qu’a la question 5 :

n—1ln—1

B(X2) — = =SS+ 12 PG = 0)

j=1 ¢=1

=13 G+ 1?)

n—1

n—1
= % > E(XY) + % > E(X;)+

n—1

n

j=1

n—1
En utilisant I'égalité nE(X,) = > E(X,) + n (résultat intermédiaire (??) obtenu
j=1

a la question 5) on en déduit

n—1
nE(X}) =Y E(X})+2nE(X,) - n. (4)
j=1

Aurang n + 1, cette égalité devient

-

(n+1)E(X2,) =) EX})+2(n+1)E(Xp41)—n—1

<
s
—

E(X7)+2(n+1) (E(Xn) o

) —n — 1 (question 6)

<
Il
—

[
NE

E(X?)+2(n+1)E(X,) —n+1. (5)

<
Il
—

Alors la différence (??) — (??) donne

(n+1)E(X2,,) —nE(X?) = B(X2) +2B(X,) +1

et par conséquent| E(X2, ) = E(X}) + 35

n—1

10. En calculant la somme télescopique Y (E(X?2,,) — E(X?)) on trouve
1

E(X,) + 75

1 1
E(X}) - E(X7)=2 mE(Xk> + Pl
k=1 k=1
"1 "1
S SETCANES ot
=27 =2

j—1
En utilisant X; = 1 et E(X;_1) = Y. 1, on en déduit

i=1
) I &1
E(X2)=2 Y —+> =
ij =]
]_
Cependant, comme ¢ et j jouent des roles symétriques dans Z.ij, ona

1<i<j<n
1 1 1
2 > i o=+ 7

1<i<j<n
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n

donc E(X2) = (Z H

Jj=1

ce qui amene finalement :

. X,
Mais alors Vl( =
nn

Or d’une part la série ) _ -

n
Et d’autre part Z

Par somme de limites

2
n 1 n 1
Tl ET Ay
j=1 i=1
= E :,
= J = J
1 n 1 1 n 1
~Tn E 7+ Z 3
J :
1 1 - 1
= est convergente, et par conséquent —— =
2 g p q In ; 2 n~>+oo

1
Jn
V(Xn)

Inn

— 1, donc
n— 00

- 1 d’apres la question 8.b.

0.

CORRECTION ORAL AGRO 2021

. On propose le code

import numpy as np

def simulG(a) :

X

= np. random.poisson(a)

1f X%2==

return X

return —-X

(@ Onar=P(X =0)=e""

b) ((X
dé

= Z P(X =2k) parincompatibilité)

too . 22k
:;6 (2k)!
q:P(Lj(X:%%—l))

k=0

= Z P(X =2k+1) parincompatibilité)

)\Qk 1

Ze_a 2k — 1)!

= 0), (X paire et non nulle), (X impaire)) forme un systéme complet
enements, donconap+¢+r=1,etdonc

—a

p+tg=1l—-r=1-ce¢



2BIO2 2025-2026

Lycée Thiers

De plus, on a

(c) On trouve alors en résolvant le systeme

(1 — e_“)2

N =

1
p=§(p+q+p—Q)=

q=%(p+q—(p—Q))=%(1—6’2“)

3. On propose alors le code

def approxG(a,nbsim) :

moy = 0

gagne = 0

for _ in range (nbsim) :
gain = simulG(a)

if gain > 0:

gagne+=1

moy += gain
return moy/nbsim, gagne /nbsim

4. Il semble sur les simulations que le gain moyen d’Anna est négatif, et qu’elle a
une probabilité plus faible de gagner que Benoit.
5. (a) Ona

G {X si X pair non nul ~(CDEX

—X si X impair

(b) E(G) existe ssi la série Y (—1)*kP(X = k) est absolument convergente
(théoreme de tranfert) Soit n € N*.
Sn=> [(-1)*k| P(X = k)= Y kP(X =k)
k=0 k=0

Or X suit une loi de Poisson de '[;aramétre a donc F(X) existe.

Donc 1_131 S, = E(X) et Y. (=1)*kP(X = k) est absolument convergente.
n oo

Ainsi G admet une espérance eton a :

(i=k—1)

Donc ’ E(G) = —ae 22

(a) De la méme fagon qu’en question 2), on obtient

r=P(X=0)=0

+oo +0oo
p=)Y P(X=2k)=) a(l—a)!
k=1 k=1
ol —a)
C1-(1—-a)?
q= JFZOOP(X =2k+1) szoz(l—a)m€
k=0 k=0
T1-(1-a)?

(b) De méme, Comme X admet une espérance, alors la série > (—1)FkP(X = k)

est absolument convergente, et donc par le théoreme de transfert G admet
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bien une espérance. On a alors :

E(G) = io(—l)kka(l — )kt
k=1 e
= —az k(o — 1)1
k=1
T 2-a)y

en utilisant une série géométrique dérivée.

(c) En moyenne, Anna est donc perdante a ce jeu.




