2BCPST 2 2025-2026 Lycée Thiers

GAMMES DU MARDI 9 SEPTEMBRE 2025 |

(="

Soit n un entier supérieur a 2. Calculer 3

k=2 32/€—|—1 ’
Correction :
& (=" 1 & (—1)F 1 & (—1)’f
i 32132 9F 355\ 9
—1 n—2+1
1 — | ——
1 (—1\? 9) 1
:3(9) X 1_(_1) car —97&1
9
1 9 —1\"!
=<t 5) )

- 3:0-(3)")

Donc| 3 (_1)k = 10(1 — (_1)711)
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k(k — 1)

n

Soit n € N*. Calculer ]j;nl

Correction :

2n k(k — 1 1 2n 2n

=1 2n 2n k=1 " on k=1
1 2n(2n+1)(dn+1) 2n(2n + 1)>
" o 6 2
_Cntyans1
, (3 Y

C @2n+1)(4n+1-3)

2 3

 (2n+1)(4n —2)

2 3

 2n+1)(2n —1)

a 3
4n® —1

3
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1) Donner au voisinage de 0o un équivalent simple des expres-
sions suivantes :

3 1 r+1

In(1+—) b) ex+1 —1 In(1 —
) (1 +2) B =1 o) Il - 5
2) Déterminer lim (1 + —)" pourz € R.

8 n
Correction :
1)
3 3 3
a) In(1-+ ng) +So0 o, CAT Jim o= 0.
1 1 1

b) exJ;_ x—r;:on_i_lc x1—1>+oox_|_1:O'
Or ~ f,doncerv%l—l ~  —

x _|_ 1 T—>+00 x T—>+00 x

+1 1
c) Onremarque que — : ~
+1 ot 2 +1 +1
x , N X x
Donc xl—l>r+noo _$2+—11 - xl—l>rpoo 1_$ = 0.D’ou 1H(1—$2 _ 1) a:—r>\+Joo _1’2 _ 1
x
Ainsi In(1 — ~  —,
mnsi D( $2 _ 1) T—+00 o

2) Soit z € R. A partir d'un certain rang n tel que x > —n ( pos-
sible car —n —— -00), il vient que :

(1 4+ z)n _ enln(lJr%)

nN—+00

In(1+ i)n;\;mi car lim = 0.

Doncnin(l+7) ~ . D'ou lim nin(l+7)= .

Ainsi par composition, lim (1+—)" =e”.
n—+00 n
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Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on pose : .S,, = .

1
1 k2

[R\E:

Ecrire une fonction suite qui calcule S, pour un entier n.

Correction :

& Code

def suite(n) :
s =0
for k in range(l , n+1):
s += 1 / k*x*x2
return s

Calculer f'(z) pour f(x) = z*. Donner 1’équation de la tan-
gente en 1

Correction :

f(z) =e*™7 f est définie sur R*.

r — x et In sont dérivables sur R’ donc par produit, z — zlnz
est dérivable sur R*, a valeurs dans R.
exp est dérivable sur R donc par composée, f est dérivable sur
R.

+

1
donc f'(z) = (lnx + x X ) et e
x

= (lnz + 1)65“”

=|(Inz+1)x"|

L’équation de la tangenteen 1 esty = f'(1)(z — 1) + f(1) = x.
-
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Déterminer I’ensemble de définition et les variations de f pour
f(z) = (Inz)™@), On déterminera les limites aux bornes de son
ensemble de définition. f est-elle prolongeable par continuité en
1?

Correction :
f(z) = eMm@hnl@) f(g) existe ssi + > 0 et In(x) > 0. Donc

f est dérivable sur |1, .00| d’apres les théoremes généraux.

1
Ve > 1, fl(z) = (; ln(lnx)—klnxm"’f:U) flx) = ff)(l + In(In(x))
Comme f(z) > O etx > 1, alors ff) > (. Donc f'(x) est du

signe de 1 + In(In(x)).

l+In(In(z)) 2 0 <= In(lnz) > —l<=1In(z) > e <=z >¢c°
T 1 ee ! +09
f'() - 0+
1 +00
f \ y _—
e—e

Jim In(z) In(In(z)) = .00 donc lim_f(x) = .00 (pas de forme
indéterminée).

lim In(x) = 0" et lim uIn(u) = 0 (CC)donc lim In(z)In(In(z)) =
u—0 r—1t

r—1Tt

Ainsi par composition , 1iI11”1+ flz)=1.
T—
Oui, f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = 1.

-5-
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3¢ + 4z — 25
11)Soit f la fonction définie sur | — 3, 2] par f(z) = ‘ 2—: ’ =
X Xr —

Montrer qu'il existe trois réels a, b et c que 1'on déterminera tels
que

b
V:lv el —3,2[ f(x) =a+ o + , i > et en déduire la valeur de
/Of(x)da;.
Correction :
b c a(z? +x —6) +b(x —2)+ c(z + 3)
a + + =
r+3 x—2 (x +3)(z —2)
a=3 a=3
3+b+c=4 = i1b=1-c
—18 = 2b+4 3¢ = —25 —2(1—c)+3c= -7
a=3
3 b=2
5c= —dtec= —1
/1f(:13)da:—/13+ = ! dx
0 L r+3 x—2

1
= |13z 4+ 2In|z + 3| — In|z — 2

0
=34+2In4d—In1—-2In3+1n2

Donc /Olf(:)s) dr =3—-2In3+5In2
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GAMMES DU JEUDI 25 SEPTEMBRE 2025 |

Calculer les intégrales suivantes a I’aide d’un changement de
variable

/ 3r — 1 dr
1/4 23:+ 2z + 1)

I3 = 0/ COSQZL’SIH x dxr avect = cosx

Correction :

/ :E—l do
1/4 2:U+1
t—1 dt

Onposet =2z +1(Onaaussi:z = et d:z:——)
o di =2dx
, o —1/4]0
el
e testClsur [—1/4,0]
donc = 4 !
1 35 —1 at 1 13t —
:/1/2 45 _/1/24 45 t:4/1/2t4_t5dt
I R LI
__4/05% — 5t dt—-4{—t +— y

T—y+5r 1(1+5+ 1 5 )
4088 Att], ), 4 1/8 4x &

1 /1 1 /1 A7
= (C48-20))=-(-+8-20) = ——
4(4+8 0) =3 (3 +¢-=)

tdt
= Lo i = fr s

On pose u = /12 — 1
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Q.
HE ||

2t
v 21
Mf

e yestClsur [\f 2] car t? — 1 > 0 sur [v/2, 2]

u

V3
I = = |arctan u
o= Lp < p=d /1ﬂ1+7[2 | 1
— arctan (V/3) —arctan 1 = = — =~ = —
71/2 . 3 4 12
I3 = cos” xsin’ x dx
On pose t =cosx
e dt = —sinxde
x ‘ 0 ‘ Tt/2
ﬂl\
* {est C1 sur [0, 7]
:/0 ? cos? 1 X (1 — cos® x)sinz dz :/1 t> t%) x (—dt)
t3 t5 1
— [ —tdt = |~ —
0 3 5],
112
3 5 15
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GAMMES DU MARDI 30 SEPTEMBRE 2025 I

Calculer pour n € N, a € R*,b € R. Calculer en fonction de

a,betn:
nornoy —j—1 =1\ k RN A "N BN
a) ].EO (n_j)a ’ b) o ()b 9 =0 (1) j§0 (j)djb /
Correction :
n n 1\ 1 1\"
a) > ( " ,)ajl a 'y (n) () = — (1+)
=0\ =] j=0\J/) \a a a
b) f: n—l)bk B nz—:l n—l)le bnzl (n— )bib (1—|—b)n_1
=1 \k —1 (i=k—1) {=0 it 1
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CORRECTION : GAMMES DU JEUDI 2 OCTOBRE 2025 I

1|Soit p et ‘4 deux éléments de |0, 1| tels que p+ ¢ = 1.
Calculer > k(}) prgr,

Correction :
On utilise la formule k(}) = n(}"}) si k > 1 (a savoir redémon-
trer)

no(n—1 n=1 n—1
L k‘nk‘: k _n—k _ i+1 n—i—1
Z () nzl(k—l)pq (LA A
nl (n o 1) i n—1—i
=n-p. pdq
1=0
=n-plp+q)" ' =n-p

Qu’a-t-on démontré?

-10-
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GAMMES DU MARDI 7 OCTOBRE 2025 I

Nature et somme en cas de convergence des séries de terme

inéral 1+ (_1)n+1 . 2n+1
énéral u, = etv, = —+.
& 3 3°(n + 1)!
Correction :
n n (1 k n [—] k
5056
=T =\3 k=0 \ 3 N
Comme —1 < —313 < 1, alors les séries géométriques (3)
et > (_3> sont convergentes. Donc
n oo [I\F oo [—1\F 1 1 3 3
oo o T \3) i\ 3 -1 .1 2 4
3
Donc > u,, converge et b5l U, = —.
k=0 4
2\ 21/~ 2\
S Y ) B ) M L O )
k=0 k=0 (k + 1)! (j=k+1) =1 j! j=0 !
s)
Or 5 3/ est une série exponentielle convergente.

n!
N 2
Donc > v, converge et kzi:z v =3 (exp (3) — 1).

11-
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GAMMES DU JEUDI 9 OCTOBRE 2025 |

2 2
1/ Nature et somme de la série de terme général ; et n'
n!

Correction : ,
* On pose pour tout n dans N, u,, = -
Sy = 3 g = 3 k(141 = = 3 k(k 1)(1)“+1 > k(l)kl

n — Uk = o 0k T e - A 4 4 |

=0 i 4516 = 1) Taimt

Comme —1 < 1< 1, alors les séries géométriques dérivées

n—2 n—1
sn(n—1) (4) et>Xn (4) convergent. Donc il vient que :

+00 ]_ k—2 ]_+OO 1 k—1
i - (= -
bl O = 6k§ok(k )(4) 2 (4)

4 =0
T S SR
S 16(1—1)pP  4(1—9)2 8x3  4x 3
_ 8 48412
219 21
_
27
Donc 5 £y = 2
onc 2 u, converge e 20 Uy = 27.2
ok
*Soitn € N. On pose S,, = 20
nok(k—1)+k nk(k_—l) n k
Sn: = _— —
& K S W AR
S SR -
k::2(/€—2) =1 (k —1)!
n—2 1] -1 1 ' _
= > - Z— (t=k—2)et(j =k—1)
z:OZ' 5=0 J!

Or » — est une série exponentielle convergente.
n!
-12-
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. +00 1 +00O 1
Donc lim Sn:zfth— 2e
TLQ +00 n2
Ainsi la série © — convergeet ¥ — =2e .
n! nZ0 n!

-13-
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Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On ef-
fectue des tirages au hasard d"une boule sans remise de la boule
dans 'urne.

Quelle est la probabilité que les n premieres boules tirées soient
blanches?

Correction :

On pose A : «les n premieres boules tirées sont blanches »
et Vk € [1,n], By : « La kéme boule tirée est blanche ».
Onaalors:A=B NB,N..NB,

D’apres la formule des probabilités composées,

P(A):P(Bl)XP(BQ/Bl)X"'XP(Bn/Blﬂ"'mBn_l).

Sachant BiN---NB,,_1, il reste dans I'urne n + 1 boules dont une
blanche.
n  n-—1 1 (nl)?

P(A) = X X oo X —
2n 2n —1 n+1 (2n)!
La probabilité que les n premieres boules tirées soient blanches
(n!)*
(2n)!

est

-14-
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GAMMES DU JEUDI 16 OCTOBRE 2025 |

Parmi cent dés cubiques, vingt-cinq sont pipés de telle sorte

que la probabilité d’obtenir 6 soit 5 et que les autres numéros

aient la méme probabilité d’apparaitre. Les autres dés ne sont
pas pipés.

On prend un dé au hasard parmi les cent et on le lance. On ob-
tient 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?

Correction :

Notons A I'événement « Le dé est pipé » et B 1'événement « Ob-
tenir un 6 ».

On doit calculer Pp(A).

(A, A) est un systeme complet d’événement. D’apres la formule
de Bayes,

pya) = PBOA) P(B/A)P(A)
P(B)  P(BJ/A)P(A)+ P(B/A)P(A)
2% 1 3 o
Or P(A) = 1on = PA) = 11— P(A)= 7. P(BJA) = carily
a équiprobabilité. P4(B) = 5
11 1 1
274 s 5|
DoncPB(A):1 1 3=T 1=%=5
— X =+ =X - 4= -
2 4 6 4 8 8 8

La probabilité que le dé soit pipé sachant que 1’'on a obtenu 6 est
1

5

-15-
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Une urne contient 2 boules blanches et 3 boules noires. On tire
les boules une a une au hasard jusqu’a ce qu’il ne reste que des
boules d"une seule couleur dans I'urne. Soit X le nombre de ti-
rages nécessaires. Déterminer la loi de X et le nombre moyen de
tirages nécessaires.

Correction :
X(Q) ={2,3,4}.
On note B; (resp NN;) : « on obtient une blanche (resp. noire) au

i®M€ tirage.
On adopte la notation AN B = AB.

2 1 1
P(X =2) = P(By 1\ By) = P(B)P(By/By) = - x | = ==
P(X =3) = P(B1NyB3 U N, ByB3s U N1 NyN3)
= P(B1NyB3) + P(N,1ByBs) + P(N;N,N3) par incompatibilité
= P(B1)Pp,(N2) P, xy(Bs) + P(N1) Py, (B) Py 5, (Bs) + P(N1) F
2 3 1 3
- X =X = X3=—
"5 4 3 10
§
P(X:4):1—P(X:2)—P(X:3):10
Le nombre moyen de tirages nécessaires correspond a E(X).
3 6 2+94+24 35 7

1
B(X)=2x — 4+3x > a4qx 2 22T 990 1
(X)=2x g +3X+4x =5 0 2

-16-
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GAMMES DU JEUDI 6 NOVEMBRE 2025 |

Une urne contient 10 boules blanches et 20 boules vertes.
On effectue des tirages successifs avec remise jusqu’au premier
changement de couleur. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de tirages effectués.

1. Déterminer la loi de X.

2. Montrer que X admet une espérance et une variance et dé-
terminer leur valeur.

Correction :

1. X(Q) =N~ {0, 1}.

Vk € N*, On note B, : « on obtient une blanche au keme ti-
rage » et Vi, = Bj.

Soitn € N~ {0, 1} = [2, +oo].

P(X=n)=P((ViN:---NVa1NBa)U(BiN---NBpo10Va))

=PVin---NVy_1NBy)+PB1N---NBr_1NVy) parincompatibilité
=P(V1)...P(Vp—1) X P(Bn)+ P(B1)...P(Bn—1) X P(V,) parindépendance:

2\"7t 1 et o2
-(5) 5+ (G) 5
2. ¢ E(X) existe si = kP(X = k) converge absolument qui revient
a la convergence car la série est a termes positifs.

Soit n e IN*.
Sp=> kP(X =k)
=2

k—

1 n 2 k—1 2 n 1 k—1
=355 6) 5 ERG)

1 n 9 k—1 9 n 1 k—1 f
=3 (Eﬁ(s) ‘Q%(Eﬁ(g) ‘1) ‘

On reconnait deux séries géométriques dérivées qui convergent
car [5] < let|3] < 1.

Donc » kP(X = k) converge : X a une espérance.
-17-
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De plus
+00 ) D [+o0 1k_1
E(X)= S kP(X = k) = (Zk() -—Q+~(Zk«> —q
k=2 3 =1 \3 3\iz1 \3
_1 ; 1 _|_2 1 _1
“ela=zr ) e \n-gp
3 34 6 6 6
Donc E(X):;

D’apres le théoréme de transfert, F(X?) existe ssix n*P(X = n)
converge absolument.

La série = k* P(X = k) converge absolument ssi elle converge car

kZP(X k) > 0.

ZkzP(X k) = Zk@(( ) . é (;)ng)
:;kk:fl )+ k) (g) '

SVEEION
-HASeen ()T S0 ()

:§<§yw_n@f2+§yw_n@yz>+&
On reconnait des séries géométriques dérivées et dérivées se-
condes, qui convergent car |5 < let || < 1.
Ainsi, = k*P(X = k) converge donc converge absolument donc
d’apres le théoréeme de transfert, £(X?) existe

+
~
Y
W=
/N
Wl
N———

ol
|
+
Wl
/N
Wl =
N———
-
|
~_

+00 2 2 2 2 7
tE(X?) =Y K*P(X =k) == - ‘
et E(X7) kz:? ( ) 9X<1_§)3+9X(1_;’)3+2

2 2 3\ T 3 7

=" x2X P+ x2x (=] +-=124+-+-=1

9>< ><3+9>< x(2> +2 +2+2 7
D’apres la formule de Koenig Huygens, V(X)) existe et V(X)) =
pixy - pxp =1 (1) =B 0

a 2 44 4

Remarque : On aurait pu calculer E(X (X — 1)) pour calculer F(X?2).

-18-



