2BCPST 2

2025-2026

Lycée Thiers

TD N°7 : COUPLES DE VARIABLES DISCRETES

LOI CONJOINTE, LOIS MARGINALES, LOIS CONDITIONNELLES

Q On effectue des lancers successifs et indépendants avec d"une piece truquée, qui
donne Pile avec une probabilité p. Soit IV la var égale au nombre de lancers que 1’on
doit effectuer pour obtenir pour la premiere fois pile.

Si Pile est obtenu pour la premiere fois au n-éme lancer, on effectue alors n lancers
d’un dé équilibré et on note X le nombre de 6 obtenus lors de cette série de lancers.
Déterminer la loi conjointe du couple (N, X).

Q ¥ Soit n un entier naturel non nul, p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. Soit (X,Y) un couple
de variables aléatoires discretes a valeurs dans [0, n] x [0, 2n] tel que :

(i, §) € [0,n] x [0,2n], P((X =i N[Y = j]) = ¢*" (’Z) (2]7) (z)iﬂ = pij-

1) Calculer >
(2,7)€[0,n] x[0,2n]

Di,j-

2) Donner les lois marginales du couple (X,Y)
3) X etY sont-elles indépendantes? Donner E(XY)

4) Donner la loi conditionnelle de Y sachant que [X = n].

o O
& Soit (X,Y) un couple aléatoire a valeurs dans N? de loi définie par :

1+

. . 2 o o . —1
V(i,7) e N, P(X =4, Y =j)=e i

1) Déterminer les lois marginales. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépen-
dantes?

2) Soit k un entier naturel fixé. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant que
[X = K]. Quelle est la loi conditionnelle de Y — 1 sachant [X = 0]?

UTILISATION DE L'INDEPENDANCE

° 0
E o8 Julie et Julien lancent, chacun, une piéce de monnaie dont la probabilité d’obte-

nir Pile vaut p (p €]0, 1]). Les lancers de Julie sont supposés indépendants de ceux de
Julien.

On note X la variable aléatoire égale au numéro du lancer du premier Pile pour Julie
et Y la variable aléatoire égale au numéro du lancer du premier Pile pour Julien.

1) ¥ Déterminer P(X = Y)
2) ¥ Calculer P(X >Y)

3) W Calculer P(X > nY) avecn € N*.

9% 9%
4) 1" 19" Déterminer la loi de Z = X — Y. Retrouver le résultat de la question 2.

Q ¥ Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une uniforme
sur [0,n] (n € N*). Calculer E(min(X,Y)).

oA
@ 1" Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire successivement et sans

remise 2 jetons de ce sac. On note X le numéro du premier jeton tiré et ¥ le numéro
du deuxiéme jeton tiré. Déterminer la covariance Cov (X,Y).

o (e
" @ (Fonction génératrice d’une var)
X désigne une variable a valeurs dans I, un sous ensemble de N, on appelle fonction

génératrice de X la fonction Gx définie sur R par Gx (t) = > t"P(X = n) en tout
nel
élément ¢ réel ou la série de terme général " P(X = n) est absolument convergente

ou une somme finie de termes.
1. On suppose dans cette question que X (£2) = N.

a) Exprimer Gx(t) a l'aide d'une espérance lorsque la série de terme général
t"P(X = n) est absolument convergente ?

b) Montrer que G x est définie en tout point de [—1, 1]. Que vaut Gx (1)?

c) Déterminer la fonction génératrice d"une variable aléatoire X qui suit une loi
de Poisson de parametre A .
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2. On suppose que X a valeurs dans [0, 7] (n € N*).
Pour quelles valeurs de ¢, G'x est-elle définie?
Exprimer E(X) et V(X) en fonction de G’y et

3. a) Montrer que deux variables X et Y discretes finies a valeurs dans [0, n] ont
méme loi si et seulement si Gy = Gy .

"¢ pour une variable aléatoire

b) Montrer que si X et Y sont deux var discretes finies indépendantes alors
G X+Y = G X Gy.
4. Déterminer la fonction génératrice de X lorsque X suit une loi binomiale de pa-
rametres n et p.

5. Montrer que si X et Y sont indépendantes suivant une loi binomiale de para-

metres (n, p) et (m, p), alors X +Y suit une loi binomiale de parametres (n+m, p).
(On redémontre le résultat du cours en utilisant les fonctions génératrices.)

GENERALISATION

o
& . . . . . s P R
£ Soit U, V ,W trois variables aléatoires indépendantes définies sur un méme

espace probabilisé (€2, A, P), telles que U et W suivent une loi de Poisson de parametre
A > 0 et V suit une loi de Poisson de parametre ¢ > 0. On pose X = U + V et
Y=V+W.

1. Déterminer les lois de X etde Y
2. Calculer Cov (X,Y) .
3. Soitn € N

a) Déterminer la loi conditionnelle de V' sachant que [X = n].

g% 9%

b) " " En deduire I'espérance conditionnelle de Y sachant [X = n] est égale
ni

A+ p

On appelle espérance conditionnelle de Y sachant [X = n], notée E(Y/[X = n])

quand elle existe, le réel :

al+

E(Y/[X=n])= > yPx_n(Y =y)).

yeEY ()

c) Montrer que cette espérance est supérieure ou égale a n si et seulement si
EX)>=n.

o [¢
@ " W Soient X , Y et Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi géo-
métrique de parametre p (p €0, 1).

1) Calculer apres avoir prouvé son existence, calculer E(s¥) et E(s**Y)

réel tel que |s| < 1

pour s un

2) Préciser laloide S = X + Y, son espérance et sa variance.

3) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant que [X + Y = n] ainsi que son espé-
rance.

4) Calculer P(S < 2).

&G ¥ (minimum et maximum de variables indépendantes)
1. Soit n € N* et Xy,...X,, n variables aléatoires discrétes indépendantes suivant
une loi géométrique G(p) (p €]0, 1[)
a) Déterminer la loi de Z,, = min(Xy, ..., X,,).
b) Soit m € N*. Déterminer la loi de W = min(X7,m)

2. Soit N € N*. V4,..
une loi uniforme sur [1,n] (n € N*). Déterminer la loi de W = max(Y7, ..

., Yy N variables aléatoires discrétes indépendantes suivant
L YN).

0 Soit p un nombre réel de l'intervalle |0, 1].
On considere une suite (7;);en+ de variables de Bernoulli indépendantes de méme
parametre p.
On étudie la variable X telle que :

e s’ilexiste k € N* tel que I1 =T = ... = T, # T}41 alors X =k,
¢ sinon X = 0.
(X est la longueur de la premiere suite de résultats identiques.)

1) Déterminer la loi et ’espérance de X.

2) Dansle casotip = %, a-t-on avantage a parier sur "X pair" ou "X impair"?
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g

" @ (Une somme avec un nombre aléatoire de termes (d’apres Agro-Veto))
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1. Soit NV une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson
de parametre ), indépendante de la suite (X, )nen-
On définit alors une variable aléatoire Y par :

0siN=0

y={ X
ZX]@SIN#O
k=1

1) Pour r € N*, déterminer laloide S, = > X}
k=1

2) Calculer P(Y = 0) et P(Y = r) pour tout entier r € N*
3) Déterminer I'espérance de Y si elle existe.

o (e
o (Un produit avec un nombre aléatoire de termes )

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1[. Soit N une variable aléatoire qui suit une loi de géomé-
trique de parametre p, indépendante de la suite (X, ), en-.

On définit alors une variable aléatoire 1" par :

N
T= HX,
1=1

1) Soit n € N*. Déterminer la loi conditionnelle de T sachant [N = n].
2) Montrer que T suit une loi de Bernoulli dont on déterminera le parametre.

3) Déterminer I'espérance et la variance de 7'.

&E ¥ Soit (X,,),en- une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
de parametre p €0, 1[. Pour n € N*, on consideére la variable aléatoire Y,, = X,,+X,,11.
1) Déterminer la loi de Y,, et calculer F(Y,,) et V(Y;,) en fonction de p.

Yi+.+Y,

n
3) Montrer que pour tout e > 0, nLiIPOO P(|T, —2p| >¢€) =0

2) On note T;, = . Calculer E(T,,) et V(T5,).

4) Pourquoi ne peut-on pas appliquer la loi faible des grands nombres?

a 0
" ¥ (Loi de Pascal ou temps du n-iéme succes)
Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de
parametre p €]0,1][.
n

Onpose S, = Y Xj.
k=1

1) Déterminer S, ({2) et montrer que :

k—1

VEk € S,(Q), P(S, = k) = (n 1

)p”(l —p)r

+0o0
2) En déduire > (flj)p"(l —p)kn,
k=n
3) Calculer I'espérance et la variance de .S,,.

4) Démontrer que Ve > 0, lim P (|ST; —

n——+0oo

26)20.

ECRIT AGRO VETO MCR 2021 : MODELE D’EVOLUTION DE WRIGHT-FISHER

"=

Soit N € N*.
On se donne une variable aléatoire X a valeurs dans [0; 2N] et on considére une suite
(X»n),en de variables aléatoires a valeurs dans [0; 2V] vérifiant, pour tout entier n,

o _ oONY / i\’ i\
V(IL“]) € [[O’ZN]]27 P[Xn:i] (Xn-{—l - ]) - ( j > <2]V) <1 B 2]V> '

Pour un variant génétique biallélique (dont les alleles sont notés A et a) et dans le
cadre du modele de Wright-Fisher, X,, représente le nombre d’alleles de type A a la
génération n dans une population finie de taille V.

1. Etude du cas particulier ou N =1
a) Pour tout n dans N, exprimer P(X,, 11 = 0), P(X,,41 = 1) et P(X,,41 = 2) en
fonction de P(X,, =0), P(X,, = 1) et P(X,, = 2).
b) Montrer que pour tout entier naturel n, £(X,,) = E(Xo).
c) Montrer que 11111 P(X, €{0,2}) =1
n—+oo
On suppose désormais que N > 1.
On cherche a généraliser les résultats de la question 1.b) et 1.c)
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2. a) Soiti € [0;2N]. Donner une interprétation probabiliste de la somme

2N N .\ 2N—j
S (-5
=\ j)\2N 2N

et en déduire sa valeur.
b) En déduire que, pour tout entier n, ona £ (X,,41) = E (X,,).
¢) Interpréter le résultat obtenu.
3. On considere la suite u de terme général u,, = P (X,, € {0;2N}).
a) Soitn € Netk € [1;2N —1].
Montrer que Py, — (Xn+1 € {0;2N}) > 2 (ﬁ)QN
b) En déduire que, pour tout entier n, on a u,+1 = uy, + 2(1 — uy,) (ﬁ)m{

¢) Soit o un réel appartenant a ]0; 1[. On considere la suite w définie par :
wog=uy et YneN, w,41=w,+a(l—w,).

Justifier que la suite w est convergente et donner sa limite.

d) Conclure et interpréter le résultat obtenu.
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CORRECTIONS

Soit (X, )nen~ une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de
parametre p €]0, 1[. Pour n € N*, on considere la variable aléatoire Y,, = X, + X,,+1.

1) Comme X, et X,,;; sont indépendantes et suivent une loi de Bernoulli de para-
metre p, alors d’apres le cours, Y,, suit une loi binomiale B(2, p) .
Ainsi E(Y,,) =2petV(Y,,) = 2p(1 — p).
Yi+.+Y,
) T, = e
n

e Par linéarité, on a:

BT = L3 B
i=1

1 2np
=-x) p===
:2p

1
o V(T),) = ?V(Xl +2Xo 4+ -+ 2X, + Xpt1)
Par indépendance des variables X, 2X»,- - -, 2X,, et X, 44, il vient que :
1
V(Tn) = (V(Xl) + 4V(X2) T+t 4V(Xn) + V(Xn+1)

- %(p(l —p) +4p(1 - p) <zn: 1) +p(1-p))
k=2

- %(Qp(l —p) +4p(1 —p)(n—1))

(4n —2)p(1 —p)

(4n = 2)p(1 —p)

Donc 5
n

E(T,) = 2pet V(T},) =

3) Soit € > 0, T;, admet une variance. On peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev a la variable 7, :

V(Ty)

2 )

P(‘Tn *E(Tn)| = E) <
€

Ainsi,
(4n —2)p(1 —p)
0< P(Tu—2]> 9 < 0
4n — 2)p(1 — 4p(1 —
Comme lim W = lim il 5 ) = 0, alors par encadrement,

n—+oo

n2e
lim P (|T, —2p| =€) = 0.

n—+oo

Donc| pour tout € > 0, lilil P(|T,, —2p| =€) = 0.
n—+oo

4) On ne peut pas appliquer la loi faible des grands nombres car les variables
Yi,---,Y, ne sont pas indépendantes.

CORRECTION MCR 2021

https://planet-vie.ens.fr/thematiques/evolution/
mecanismes—-theories—et—-concepts—-de-l-evolution/
la-derive—-genetique

1. Etude du cas particulier ou N = 1
a) Soit n € N. Dans cette partie N = 1 donc X,,(2) = [0,2] et ainsi la famille
([ Xy = 0], [ X, = 1], [X,, = 2]) forme un systéeme complet d’événements.
Soit j € [0,2].
En appliquant la formule des probabilités totales a I'événement ([ X, 11 = j])
avec le systeme complet ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2]), on obtient :

2

P(Xpi1=j) =Y P(Xp=1i)x Px,—g(Xns1=j).
=0

V(i 5) € 102, P, =i (Xos1 = ) = @ (%)j(1 - %)Hﬁ

On fera attention, dans les calculs, au terme 09 qui vaut 1. On obtient en rem-
plagant les probabilités :


https://planet-vie.ens.fr/thematiques/evolution/mecanismes-theories-et-concepts-de-l-evolution/la-derive-genetique
https://planet-vie.ens.fr/thematiques/evolution/mecanismes-theories-et-concepts-de-l-evolution/la-derive-genetique
https://planet-vie.ens.fr/thematiques/evolution/mecanismes-theories-et-concepts-de-l-evolution/la-derive-genetique
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1 b) Soitn € N.
P(Xnt1 =0) = P(Xn = 0) + ZP(X” =1 On va calculer E(X,,+1) en faisant apparaitre les termes S;, grace a la formule
P(Xpo1 = 1) = 1P(x, = 1) des probabilités totales, en utilisant le SCE (X, = ¢)o<i<an-
2N
P(Xpp1=2)=P(X, =1)+ P(X, =2) BE(Xp1) = Y jP(Xni1=7)
j=0
b) Soitn € N. On peut alors calculer E(X,,+1) : N 2N ' '
E(Xni1) = P(Xn41 = 1) + 2P(Xp 11 =2) -2 € 2 PG = P, =Ko = 7)) (probas totales)
j=0 = i=
1 1
= -P(X,=1)+2 <P(Xn =1)+ P(X, = 2)) 2N 2N
2 4 = > (P Xn=14) Y jPx, =i (Xni1 = J))
=P(X, =1)4+2P(X, =2) i=0 j=0
= FE(X,) 2N
o . . s = ) P(X,=
Ainsi la suite (E(X,,))nen est une suite constante, elle est donc égale a son pre- —~
mier terme E(Xj). D’oﬁ‘ pour tout entier naturel n, E(X,,) = E(Xjy). ‘ N
¢) Soit n € N. Par incompatibilité, il vient que : - ZiP (Xn =1) = E(Xn).
=0

P(X, €{0,2}) = P(X, = 0) + P(X, = 2) = 1 — P(X,,) car X,,() = [0, 2].
Or d’apres la question 1)a), la suite (P(X,, = 1)),en est une suite géométrique

de raison 3 et de premier terme P(X, = 1).

o(2),
R

1
Comme —1 < — 5 < 1,alors lim P(Xy 1)( > =0.

n—+oo

DoncVn e N,P(X,, =1) =

Ainsi P(X,, €{0,2}) =1 —

Donc ngIPoo P(X, €{0,2}) =1

2. a) Soiti € [1;2N — 1].

S o) ()

otl Z suit une loi binomiale B(2N, 5%)

Donc S; = 2N x ﬁ =i.pouri = 0, Sy = 0 et pouri = 2N, Sony = 2N en
calculant les sommes.

Finalement, ‘ pour tout ¢ € [0; 2N], S; = i. ‘

Donc ‘ pour tout entier n, E (X,,11) = E (X,,). ‘

N

) ‘ La suite (E(X,,))nen est donc constante égale a E(Xj). ‘ c’est a dire que le

nombre moyen d’alleles de type A a la n-ieme génération est le méme qu’a 'ori-
gine.
3. On considere la suite v de terme général u,, = P (X,, € {0;2N}).
a) Soitn € Netk € [1;2N —1].
Par incompatibilité, il vient que :

P(X":k*)(XnJrl S {07 QN}) = P(X,,,:k) (Xn+1 = 0) + P(X":k*)(XrH»l = 2N)

B (QN — k)zN (i)QN
N 2N 2N/
Comme k > 1, alors (2'}\[)2]\[ > (ﬁ)gN.
de plus, k < 2N — 1donc 2N — k > 1, ainsi : (232)* > ().
N
Donc| Px, - (Xnt1 € {0;2N}) > 2 (5%)°
b) Soitn € N.
En utilisant la formule des probabilités totales avec le SCE (X,, = k)o<r<on

puis en décrochant les termes en £ = 0 et £ = 2N et en exploitant la question
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3a), il vient que : d) Posons a = 2(%)2]\7. Puisque N € N*, a €]0,1[. Donc le résultat de (c) est

applicable. Reprenons la suite (w,,) définie en (c).

2N Montrons par récurrence que pour tout entier n, Q(n) : u, = wy,.
Untl = ZP(X” = k) x Pix,=r)(Xnt1 € {0,2N}) * wy = ug donc ug > wy. Ainsi Q(0) est vraie.
h0 e Soitn € N. On suppose que Q(n) est vraie, c’est a dire que u,, > w,,. Montrons

> P(Xn =0) X Poxu=0)(Xnt1 €{0,2N}) que Q(n + 1) est vraie.

1 2N
HP(X0 = 2N) X Fotymam (X € 02N +2(39) ™ D P =) Unst > un+a(l-u,) (dapres (b))
=1
D' apras s ) > a+(1—a)u,
Apres Tenones, > a+(1—-a)w, (dapres@(n)etcarl—a >0)
P(an())(Xn+1 c {07 ZN}) == P(ano)(XnJrl - 0)+P(Xn=0)(Xn+1 - 2N) - 1+0 - ]. 2 wn+1~
De méme, .
Prx.—ony(Xni1 € {0,2N}) =0+ 1= 1. Donc Q(n + 1) est vraie.
(Xn ) + ..
Ainsi Vn € N, u,, > w,.
On a donc: L
1 Comme u,, est une probabilité, alors u,, < 1.
Upy1 = P(X, =0)+P(X, =2N)+ Q(ﬁ)m] (1 —P(X,=0)-P(X, = 2N)>_ Ainsi on obtient 'encadrement suivant : w,, < u,, < 1. Or la suite (w,,) converge
vers 1.
Enfin, comme P(X,, = 0) + P(X,, = 2N) = u,, on obtient alors que : Donc par encadrement, | la suite (u,,) converge vers 1. ‘

Interprétation : il est quasi-certain qu’a un moment donné X, soit égal a 0 ou a
2N.

On vient de mettre en évidence un phénomene de dérive génétique.

pour tout entier n, on a uy,+1 = Uy + 2(1 — uy,) (ﬁ)%]

¢) Soit @ un réel appartenant a |0; 1.

Remarquons que pour tout entier n, wy,+1 = (1 — @)w,, + «.

Montrons par récurrence que pour tout entier n, P(n) : «w, € [0,1].» est vraie.

e Initialisation: n = 0, wy = ug € [0, 1] car ug est une probabilité. Donc P(0) est
vraie.

e Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
Puisque 1 > o > 0etP(n),onaalors: 0 < (1 —a)w, <1— .
Donc a € wy11 < 1, donc w41 € [0,1] et P(n + 1) est vraie.

Donc‘ Vn € N,w, € [0, 1]‘

On en déduit que pour tout entier n, wy,4+1 — w, = a(l —w,) > 0.

Ainsi la suite (w,,) est croissante, de plus cette suite est majorée par 1, donc (wy,)

converge.

Notons ¢ =

lim w, etpassons a la limite dans 'égalité : w, 1 = wy+a(l—w,).
n—+o0o

On obtient ¢ = ¢+ (1 —¢), ce qui équivauta o(1 —¢) = 0.Or @ # 0, donc ¢ = 1.

Conclusion : ’ la suite (w,,) converge vers 1. ‘

Remarque : on pouvait aussi utiliser le fait que (w,,) est une suite arithmético-
géométrique pour expliciter w,, et obtenir sa limite.




