Lycée Thiers 2BCPST 2 CH10 : Equations différentielles

CH10 : Equations différentielles I

D1. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU PREMIER ORDRE

Une équation différentielle du premier ordre est de la forme (F) : y/4a(t)y = f(t) ot a, f fonctions continues
sur 1.
On appelle solution de 1’équation différentielle une fonction y dérivable sur I vérifiant (E).
Résoudre I'équation différentielle revient a trouver toutes les solutions de (E).

D2. EQUATION DIFFERENTIELLE HOMOGENE ASSOCIEE

On appelle équation différentielle homogene associée & (E) : (H) :y' + a(t)y = 0.

T3. STRUCTURE DES SOLUTIONS D’'UNE EQUA DIFF LINEAIRE DU PREMIER
ORDRE

Soit (E) :y' + a(t)y = f(t) ou a, f fonctions continues sur I et (H) son équation homogene associée.
Notons yp une solution particuliere de (E).
Alors les solutions de 1’équation différentielle (E) sont de la forme :

Vtel, y(t) =yo(t) + yu(t) avec yy solution de (H).

T4. RESOLUTION DE (H) :y 4+ a(t)y =0

Soit (H) : y' + a(t)y = 0 avec a une fonction continue sur I.
Notons A une primitive de a sur 1.
Alors les solutions de (H) sont de la forme :

Vi eI, yu(t) = ke ®  on k est une constante réelle.

T5. SOLUTION PARTICULIERE ¥y DE (E) : ¢/ + a(t)y = f(t) (METHODE)

e On doit observer la nature des fonctions a et f (fonctions trigonométriques, fonctions polynémiales ou
exponentielles), on pourra essayer de chercher yy de la méme nature.

e Sinon, on peut utiliser la méthode de la variation de la constante :
Notons A une primitive de a sur I.
On définit o sur I par yo(t) = k(t)e=4®), ot k est dérivable sur 1.
yo(t) = k(t)e=A® est solution de 'équation (E) : ¢/ + a(t)y = f(t) ssi k'(t) = f(t)eA®),
Donc k est une primitive de ¢ — f(t)e*®) que 'on calcule.
Puis on exprime yg.
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T6. EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soit a,b € R et I'équation différentielle (E) : ¢y +ay =10 .

e Sia =0, les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y(z) = bz + ¢ (¢ € R)
b

e Sia # 0, les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y(x) = ke™** 4+ — (k € R), c’est a dire la
a

b
somme d’une solution de I’équation homogene (y' + ay = 0) et d’une solution particuliere —.
a

T7. PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Soit a, f1 et fo des fonctions continues sur I et «, 5 deux réels.
Notons,

e y; une solution de I’équation différentielle : v + ay = f1,
e 1> une solution de I’équation différentielle : ¢/ + ay = fo.

Alors ayy + By est solution de I’équation différentielle : v + ay = af1 + S fa.

D8. KEQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE AUTONOME (PROGRAMME
2 EME ANNEE)

Une équation différentielle du premier ordre est autonome si y’ = F(y) ot F est une fonction continue
sur un intervalle et & valeurs réelles.

D9. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS
CONSTANTS

Une équation différentielle du second ordre a coefficients constants est de la forme (F) : y” +ay’+by = f(t)
ou a, b sont des réels et f une fonction continue sur 1.
On appelle solution de 1’équation différentielle une fonction y deux fois dérivable sur I vérifiant (E).
Résoudre I'équation différentielle revient a trouver toutes les solutions de (E).

Remarque : (E) peut-étre aussi écrit sous la forme ay” + by’ + cy = f(t) ou a, b, ¢ sont des réels avec

a # 0.

D10. EQUATION DIFFERENTIELLE HOMOGENE ASSOCIEE

On appelle équation différentielle homogene associée & (E) : (H) :y" + ay’ + by = 0.

T11. STRUCTURE DES SOLUTIONS D'UNE EQUA DIFF LINEAIRE DU SECOND
ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soit (E) : y" 4+ ay’ + by = f(t) ot a,b sont des réels et f une fonction continue sur I et (H) son équation
homogene associée.
Notons yo une solution particuliere de (E).
Alors les solutions de 1’équation différentielle (E) sont de la forme :

Vtel, y(t) = yo(t) +ym(t) avec yy solutionde (H).
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T12. RESOLUTION DE (H) :y" 4+ ay +by =0

Soit I’équation différentielle (H) : y” + ay’ + by = 0 avec a,b € R.
Notons (C) : 72 + ar + b = 0 son équation caractéristique.
Alors les solutions de (H) sont les fonctions s’écrivant sous la forme :

e Si (C) admet deux solutions réelles distinctes r1 et o @ y : R — R ot (A, u) € R2.
t o et 4 per2t
e Si (C) admet une solution unique 9 : y : R — R ott (A, pu) € R2.
t — (A + pt)ert

R ou « + i est une

e Si (C) n’admet aucune solution réelle : y : R —
t — e (Acos(Bt) + psin(Bt))

solution de (C) et (A, u) € R2.

Interméde complexe : Si I’énoncé demande de chercher des solutions & valeurs complexes :

e Si (C) admet deux solutions complexes conjuguées r1 et ro, alors les solutions & valeurs complexes de
I’équation différentielle sont de la forme : yg(t) = Ae™! + Be™! avec (A, B) € C2.

e Si (C) admet une seule solution rg , alors les solutions & valeurs complexes de 1’équation différentielle sont
de la forme : yg(t) = (A + Bt)e™! avec (A, B) € C2.

T13. RECHERCHE D'UNE SOLUTION PARTICULIERE DE (FE) : 4" +ay' + by = f(t)

e Si f(t) =c, avec ¢ € R, (cas a connaitre)

o Si b # 0, on cherche une solution constante : yo(t) = g

o Sib=0, (E) devient alors ¥ + ay’ = ¢, équation du premier ordre & coefficients constants).

Deux cassia=0oua #0:
2
* Sia=0, (E) devient y” = ¢ et par primitivations successives, yo(t) = ¢y + kt+ £, avec k,f € R.

* Sia # 0, on cherche une fonction affine de la forme yo(t) = ut + v. (on trouve u = E.)
a

Si f n’est pas une fonction constante, rien n’est 4 connaitre, la forme de la solution sera
donnée, avec notamment deux cas les plus fréquents

e Si f(t) = P(t)e™ ou P est une fonction polynéme et m € R |

on cherchera une solution particuliere sous la forme y,(t) = Q(t)e™, avec Q fonction polynéme & déterminer,
dont le degré sera précisé.

e Si f(t) = sin(wt) ou f(t) = cos(wt),

on cherchera une solution particuliére sous la forme yp(t) = Asin(wt) 4+ pcos(wt) ou yp(t) = Atsin(wt) +
ut cos(wt) selon les cas, les constantes A et p étant a déterminer.
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T14. PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Soit a,b deux réels et f1 et fo des fonctions continues sur [ et «, 8 deux réels.
Notons,

e y; une solution de I’équation différentielle : y” + ay’ + by = f1,
e 1o une solution de I’équation différentielle : y” + ay’ + by = fo.
Alors ayy + Pyo est solution de I’équation différentielle : " + ay’ + by = af1 + B fa.
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