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Exercice Agro CR 2018 :

Soit ¢ un réel strictement positif.
On considére une variable aléatoire réelle X de densité :

f: R — R
t 2

P §(‘7P sit>0

0 sit<0.

1. Etudier la fonction f : les variations, limite en +00, valeur du maximum.
Tracer le graphe de la fonction f.

2. Veérifier que la fonction f est une densité de probabilité.

+00

2
3. (a) Rappeler, sans justification, la valeur de l'intégrale / e T dr.

- 00
+00 2
(b) En déduire que / e 3= dt converge et donner sa valeur.
0

(c) Prouver que la variable aléatoire X admet une espérance.

4. Soit n € N. Prouver que si la variable aléatoire X™ admet une espérance, alors la variable aléatoire
X™*2 posséde une espérance donnée par :

E(X™?) = A(n + 2)E(X™).
5. En déduire par récurrence, que pour tout entier n, on a :

§ 1)le2nt
2ntlp)

E(X™) = 2 et E(X™1) = /Imin

6. (a) Enoncer 'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev.

(b) Déterminer la variance de X.

(c) En déduire un intervalle [a, 3] tel que P (X € [a, 5]) = 99%.
7. Déterminer un réel positif v tel que P (X € [0,4]) = 99%.

8. Comparer les intervalles obtenus aux deux questions précédentes.

[Tt [4 —m
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On pourra admettre que V3 10\“ — < 0

Probléme Agro Modélisation 2015 :

Dans ce probleme, N, N*, R, R’ désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des
entiers naturels non nuls, des nombres réels, des nombres réels strictement positifs.

Pour @ € R et r € R}, on définit la fonction £, sur R par

ta_l .
lar(t) = a5 s t€lo,r|,
0 sinon.

1. Montrer que £4, est une densité de probabilité sur R si et seulement si o > 0.
Dans toute la suite de ce probléme, on supposera cette condition réalisée.

On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit la loi .Z de paramétres o et r si X admet £, pour
densité. On notera
X < Z(a,r)

cette propriété.



Dans toute la suite de ce probléme, on note X une variable aléatoire de loi % (a,r).

2. On s'intéresse tout d'abord aux propriétés élémentaires de cette loi.

2.1 Déterminer la fonction de répartition F de X.
2.2 Que vaut P(X <0)?

2.3 Reconnaitre la loi de la variable aléatoire W = —In (Z:-)

3. Soit A, u € RY. Soient U; et Uy deux variables aléatoires réelles indépendantes qui suivent des lois
exponentielles de paramétres A et p respectivement.

3.1 Donner une densité de —Us.

3.2 On rappelle que si Vj et V5 sont deux variables aléatoires réelles indépendantes de densités
respectives vy et vg, alors Z = V) + V3 est encore une variable aléatoire réelle 4 densité, dont
une densité est donnée par z : t f_"o‘: vi(u)ve(t — u)du. Montrer qu'une densité de Uy — Uy
est donnée par

M n
A +ue

sit>0,

it

Mt gt <o
A p

3.3 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, respectivement de lois &(a, )
et Z(B, s) avec (a, B,r,8) € (R})*. A T'aide de la question qui précede et de la question 2.3.,

donner la loi de Z = —~In il et en déduire que

rY
Q) e
P(X<Y)= o /B
l—a+ﬁ(§) sir<s.

4. On applique maintenant le résultat de la question précédente & un modele de test de dépistage d’une
maladie canine A au sein d'une population P. La présence de cette maladie chez un individu de P se
note par la modification de la loi de concentration de deux bactéries A et B présentes dans I'estomac.
Plus précisément, ces concentrations respectives X et Y, en urcml™" (Unité Formant Colonie par
millilitre), sont deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois respectives .2 (a, r) et Z(83, s),
avec (a, 8,7, 8) € (R})*% On a statistiquement les valeurs suivantes :

— Pour les sujets non atteints de la maladie H :

a=2 ; Bf=3 ; r=100vrcml™! ; s=50urcml~?.
— Pour les sujets atteints de la maladie H :
a=4 ; B=2 ; r=400vrcml™' ; s=800urcml~’.

Le test 7' consiste a effectuer un prélévement sanguin d’un individu C de P. Une fois ce prélevement
mis en culture dans des conditions adéquates, les deux bactéries A et B entrent en concurrence.
Au bout de quelques heures, seule celle dont la concentration était la plus forte subsiste, 1'autre
ayant totalement disparu. Cette procédure permet donc de savoir lequel des événements {X < Y}
ou {X > Y} est réalisé pour C. On note R = {X < Y'}. Le test T est positif si R est réalisé, négatif
sinon. On note M 'événement « le sujet C' € P est atteint de la maladie H ». L'événement contraire
d'un événement F sera systématiquement noté E dans la suite.

4.1 Donner les probabilités conditionnelles P(R|M) = Pyy(R) et P(R|M) = Py(R).

4.2 Un sondage a permis d’estimer P(M) = 3. Donner la probabilité qu'un sujet testé soit atteint
de la maladie H sachant que son test T est positif. Qu'en pensez-vous ?



