2BCPST123 Lycée Thiers

FORMULAIRE D’ANALYSE

Partie entiere, Valeur absolue

Partie entiére

Pour tout réel z, il existe un unique entier n € Z tel que n < = < n + 1. Cet entier, noté |z |, est appelé partie
entiere de x.

Encadrements a retenir |z] <z < |z] +letz —1< [z| <z
Valeur absolue
Pour tout réel = € R, on appelle valeur absolue de z, et on note |z|, le réel défini par :

z siz>0
[] = max(z, —z) = { —xsiz <0
Propriétés de la valeur absolue :
Soit (z,y) € R?ou (z1,...,7,) ER® (n € N*) ona:
x| _ |zl
* Jzyl = |=[ly] i (avecy # 0)

o x| — y|| < |z +y| < |z + |yl et ||z — |yl| < |z —y| < |z] + |y| (inégalités triangulaires)

n n
‘ \sz— <3 |
1=1 =1

Les sommes finies, factorielle et coefficients binomiaux

Factorielle : 0! = letpourtoutn e N*, nl =1x2--- x (n—1) xn=nx (n—1)!

Coefficients binomiaux : pour k > n, (}) =0

|
Pour tout 0 <k <n, (}) = ﬁ

(1) = (")) (symetrie) et (7) = 7 (171)

Formule du triangle de Pascal Pour tout 1 <k <n+1, (,",) + (}) = ("Zl)

Les sommes finies incontournables :

n nin+1) n n(n+1)(2n + 1)
Yh=—F— Sk =
k=1 2 k=1 6 o
1— qn—no
LA n(n+1)\’ u o~ sj 1
3 k3 — < 5 ) 2 ¢ = q 1_¢ q#
k=1 k=ng n—ng+1lsig=1

Formule du bindme de Newton : Pour a et b deux réels et pour tout n € N,
(at+b)" =3 (Makb=k = 3 (7)an—Fbk

Formulaire 1
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Les suites usuelles

Les suites arithmétiques :
v Définition
On dit que la suite (4 )n>n, est arithmétique de raison r (indépendant de n) si Vn > ng, tpt1 = Uy, + 7.

v Terme général
Pour (uy,)n>n, est une suite arithmétique de raison r, on a V(n, p) € [ng , +00], un = up + (n — p)r.
v Somme des premiers termes :
La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison r est égale au nombre de termes
multiplié par la moyenne des termes extrémes :
n
V(n,p) EN%, n>p,ona > u, = (n—p+1)up+Tu”.
k=p

Les suites géométriques :

v Définition
On dit que la suite (4 )n>n, est géométrique de raison ¢ (indépendant de n) si Vn = ng, upt+1 = quy,.

v Terme général
Pour (tn)n>n, €st une suite géométrique de raison ¢, on a Vn = ng, uy, = upn,q" " "°.

v Somme des premiers termes :

n
Siqz].,VTL}TLQ,Sn: Z uk=(n—no+1)un0.

k=ng
n 1 o q71—n0+1
Sig#1,Yn>=ng,Sp= > up=tp,———
k=ngo 1- q

Les suites arithmético-géométriques :
v Définition
Soit (a,b) € R?,a # 1, b # 0.
On dit que la suite (4, )n>n, est arithmético-géométrique si Vn > ng, up41 = au, + .

v Terme général

Si la suite (uy,) est arithmético-géométrique, on doit appliquer la démarche suivante :

. . b
— On résout I'équation «z = az + b,x € R», on note ¢ la solution (¢ = 1—)
—a

— On montre que la suite (u,, — £),,>,, est une suite géométrique de raison a et de premier terme wu,,, — ¢
— On utilise I'expression explicite d"une suite géométrique : Vn > ng, u,, — £ = (up, — £)a™ ™0
— Puis on conclut en donnant I'expression générale de u,, : Vn > ng, u, = a” " (up, — £) + L.

Les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 :
v Définition
Soient (a, b) € R? et (uy,)nen une suite réelle vérifiant : Vn € N, u, 1o = at, 11 + bu,.
On dit que la suite (u,,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 (a coefficients constants) .

v Terme général
On résout ’équation caractéristique : (E): «z € C, 22 —az —b=0».
- Si (E) possede 2 solutions réelles r; et ro. Il existe alors un unique couple (o, 3) € R? tel que :

Vn € N,u, = arl + pry.
- Si (E) possede une unique solution 7. Il existe alors un unique couple («, 8) € R? tel que :
Vn € N,u, = (a+ Bn)r".

- Si (E) posséde deux solutions complexes conjuguées, z = re ' et 7 = re ~. Il existe alors un unique
couple (o, B) € R? tel que :

Vn € N,u, = aRe(z") 4+ 8 Im (z") = r"(acos(nd) + Bsin(nh)).

La détermination de « et  se fait au cas par cas a partir de deux termes de la suite, en général les deux
premiers.
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Les fonctions usuelles et leur représentation graphique

Les fonctions logarithmes et exponentielles

La fonction In est définie sur ]0; +oo[ comme 1'unique primitive de la fonction z — — s’annulant en 1. La fonc-

x
tion In réalisant une bijection strictement croissante de ]0; +oo[ sur R, elle posseéde une application réciproque
que I'on nomme fonction exponentielle, notée x — e* ou = — exp(z).

e Yz eR, In(expzr) =xetVe >0, exp(lnz) =z

1
* Vr>0,y>0, In(zy) =lnz+1Iny 1n(;):—lnx ln(g)zlnx—lny
<0siz<1
e signedeln(z):Vz > 0,In(z)est{ =0siz=1
>0siz>1
1 exp(z)
o Vr,y € R, exp(z +y) = exp(x) exp(y exp(—x) = exp(x —y) =
(i + ) = exp(z) exp(y) )= o) (@-v)= oo
<lsiz <O
°* Vzx € R, exp(xz)est{ =1siz=0 ettoujours strictement positif.
>1siz>0

FIGURE 1 - La fonction In et sa réciproque, la fonction exp

5.0 4
404
3.0+

2.0 T

f(x) = exp(x)
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—4.0 +

=5.0 +

Les fonctions puissances et les autres fonctions exponentielles

Soit a un réel strictement positif, b un réel, la notation a® représente le réel exp(bln(a)). Vous devez, en
général pour travailler sur 1" expression ab, revenir a la forme exponentielle, néanmoins, on définit les fonctions
suivantes :

Formulaire 3
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* Poura > 0,z — a” sur R. On la nomme "fonction exponentielle de base a".

FIGURE 2 — Autres fonctions exponentielles

y=0,5° A y=14° |

5 4
/
l
y=0,7"
3T // y =27
2+ /
///
///
y=1
—6 —5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 x

e Pourb € R, z — 2 sur ]0, +00[. On la nomme "fonction puissance d’exposant b".

FIGURE 3 - Fonctions puissances d’exposant b

Formules a retenir : Soit a,b > 0, Vx,y € R

a*tv = a".a¥ | a7 = —
a” ¢
@V = @) = a
a” a\*~
o= @y | o= ()
a (ab) 5 2
In(e®) = xln(a)

Formulaire 4
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Les fonctions puissances entiéres et racines n-ieme

*Si n est un entier naturel pair

La fonction « — 2™ est définie qur R, réalise une bijection strictement croissante de R, sur R;, de fonction
réciproque = — {/x définie sur R,. Autrement dit, I'équation 2" = @ a deux solutions = £ {/a si a > 0, une
solution nulle si @ = 0 et n’a pas de solution lorsque a < 0.

FIGURE 4 - La fonction = — z* et la réciproque de sa restriction a R™ z — /z

*Sin est un entier naturel impair

La fonction « ~— z™ est définie sur R , réalise une bijection strictement croissante de R sur R, de fonction
réciproque x — {/z définie sur R.. Autrement dit, l'équation 2™ = @ a une unique solutions z = {/a (a € R)

FIGURE 5 - fonction = — 23 et sa réciproque = — /z

ES
n

Remarquons pour tout x > 0, {/z =z
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Si n est un entier négatif non nul

. 1
FIGURE 6 — Les fonctions = — —
x

9 onn
7

Récapitulatif des formes indéterminées : ”+00-00”, 0 x 0o

o) e}
o]
-

(on aaussi 717, "0%")
Croissances comparées

— En plus l'infini

z® In(ax))”
lim —— = lim z% %% =0, lim M
z+o0 BT T—+00 T—+00 xY

=0aveca >0,8>0ety>0

- En0
lim (In(az))?z7=0sia > 0,3 >0ety >0

r—0t
— En moins l'infini

lim 2" exp(Bz) =0avecn eN,5>0
Tr—r—00
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Formes indéterminées levées grace au nombre dérivé d’une fonction

xr __ 1 1
lim & =1 ( grace a la dérivée de exp en 0) lim 22% — 1(grace a la dérivée de sin en 0)
z—0 1 ;Ll' n ) z—0 ¢ xT

anx . .

lim u =1 (grace ala dérivéede z — In(1 + x) en0) | lim = 1 (grace a la dérivée de la fonction tan en 0)
z—0 x z—0 I
lim —% =1 (grace a la dérivée de In en 1)
z—=1x — 1

Les Formules de trigonométrie

Valeurs remarquables

0 7T Tt Tt Z[
* 6 A 3 9
. 0 V2 V3 )
S11) — - v
SHLE 2 D 2
) V3 V2 1 0
COS T —_— —_— -
2 2
3
tan 0 % 1 NE] n’existe pas

Formules remarquables

cos?(r) +sin?(x) =1 cos(x + ) = — cos(x) n .

cos(z + Z) = —sin(z)
cos(—x) = cos(x) sin(z + 7) = — sin(z) sin(e 2 cos(
sin(—z) = —sin(x) cos(mm — x) = — cos(x) (z+3) @)
tan(—z) = — tan(z) sin (7t — x) = sin(x)

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

Formules de duplication :

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin?(z)
sin(2z) = 2sin(z) cos(x)

Formulaire 7
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Les courbes des fonctions circulaires :

FIGURE 7 - Les fonctions sin et cos

y = sin(x)

Résolution d’équations trigonométriques simples :

Soit a € R.

e sin(z) =sin(a) <= (Ik € Z, x =a+2knoudk € Z, z = m— a + 2kn).

o cos(z) =cos(a) < (3k € Z, x =a+2kmoudk € Z, v = —a+ 2kn).

e tan(z) = tan(a) <= 3k € Z, x = a+ k7 si a appartient a I’ensemble de définition de la fonction tangente.

Les fonctions arcsin et arccos :

. . . . T T . , .
e Pour tout réel s € [—1,1], il existe un unique réel = € [—5, 5} tel que sin(x) = s : on 'appelle arcsinus
de s, noté arcsin (s).
e Pour tout réel ¢ € [—1, 1], il existe un unique réel x € [0, 7] tel que cos(x) = ¢ : on l'appelle arccosinus de
¢, noté arccos (¢).

Formulaire 8
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La fonction arctan :
C’est la réciproque de la restriction de la fonction tangente a l'intervalle |—7t/2, 71/2[. Pour tout « réel :

y €l-m/2,m/2]

y = arctan (z) <
tan(y) = x

et pour tout x non nul :

1 z siz >0
arctan (z) +arctan | — ) =42
T —%  sinon.

Ci-dessous, en bleu la courbe de tan et ses asymptotes, en rouge la méme chose pour arctan.

FIGURE 8 - Les fonctions tan et arctan

vl

e
o
|
i

ol
e

Formulaire
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Les dérivées usuelles

Tableau des dérivées de fonctions composées

Sous réserve d’existence :

Formulaire

fou u' x flou
u" (n€Z) nu'u" 1
u® (o € R) au'u®T
Cos U —u'sinu
sinu u’ cosu
7
u
tan 5— = u/(1 4 tan® u)
cos? u
u/
In |ul —
u
ev u'e®
t v
arctan u
14 u?

10



2BCPST123 Lycée Thiers

Les dérivées successives a connaitre

Méthode générale de calcul de la dérivée n-éme d’une fonction

— On commence par calculer f(x), f"(x), & (z), f*(z)...jusqu’a conjecturer une formule générale pour
£ (2) que 'on démontre en effectuant un raisonnement par récurrence.

En utilisant la méthode précédente, on démontre :

f(z) f®)(z) sur les intervalles

1 — .
ﬁx” Psip<n
", neN nlsip=n

Osip>n

2 reR\N | r(r—1)---(r—p—+1)z"? au moins |0; +00[

1 (=1)Pp!
atx W }—OO,_a[et] _a7+00[
s
sin x sin(z +p§) R
s
cos T cos(x —|—p§) R

Les équivalents usuels

72

ln(1+x)r5x emflfovac sinz?;x tanz ~x cosxflfalf? (1+x)a71f0vaxpoura€[R*

-Un polynéme non nul est équivalent au voisinage de +0o ou -00, & son mondme de plus haut degré et est
équivalent en 0 a son mondme de plus bas degré.

- Une fraction rationnelle (quotient de deux polyndmes) est équivalente au voisinage de +oo ou -o0o au
quotient des termes de plus haut degré et est équivalente en 0 au quotient des termes de plus bas degré.

Formulaire 11
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Les développements limités usuels

La formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle /, 9 € I. On a, pour tout x € I :

k) (
f@) =3 T oz 4 ol — a0y

]
= K

Le cas particulier zy = 0 est tres souvent utilisé :

nf(k)
f@ =3 L0k 4 o)

Développements limités au voisinage de 0

e =1+ & 42 4. 2y o(z)

sing = x — %? + %? +-- 4 (—1)"7(;”2T11)! + o(x?"T2)

Conseil : Vous devez connaitre par coeur les développements limités usuels a 'ordre 3 ou 4 (c’est a dire ,
remplacer dans le tableau précédent n par 3 et les écrire) et savoir calculer "techniquement” une somme, un
produit de DL et primitiver un DL. Pour une composition de DL, aucune pratique n’est exigible, néanmoins

1

vous devez savoir calculer les DL du type ¥ % ou ———.
1+cosx

Formulaire 12
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Les primitives

Ce tableau fournit des primitives de fonctions sur un intervalle ot ces fonctions sont continues

n+1
+1

x
Jamda = +cavecn eN
n

(u(z)"*

+ cavecn € N
n+1

S/ (@) (u(@))" do =

1
[ =dz=In|z|+ csur Ry * ouR_x
T

do = In|u(z)| + csur R % ou R_x

0. T
aeR\{-1} [= dx_a—l—l

a—+1

+ ¢ sur Ry *

(u(z))*+

c
a+1 +

S (@) (u(2))* dz =

Jetdz =e" +csurR

[/ (z)e"™ da = ™) + ¢

JInzde =xlnz —z + csur Rox

1

T 2dx:arctanx+csurlR
x

J

dx = arctan (u(x)) + ¢

I T )2

Jcoszdax =sinz +csurR

J ' (z) cosu(x) dz = sinu(z) + ¢

[sinzdz = —cosx + csur R

J W (z)sinu(z) dz = — cosu(z) + ¢

Remarque Si ' est une primitive de f sur I un intervalle, alors

[ flx+a)de=F(z+a)+c
Mais pour a # 0, [ f(az +b) dz = %F(am—&-b)—i—c

1
Appliquer les formules précédentes pour calculer une primitive de z — /=, puis = — et

Formulaire

13
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Les équations différentielles

Equations différentielles a coefficients constants :

v Equation du premier ordre: (E) : ¥/ + ay = baveca,b € R

— Sia =0, les solutions de (F) sont les fonctions de la forme y(x) = bx + ¢ (¢ € R)
b
— Sia # 0, les solutions de (FE) sont les fonctions de la forme y(z) = ke ~** +— (k € R), c'est a dire la
a
b
somme d’une solution de 1’équation homogene (y" + ay = 0) et d’une solution particuliére =

v Equation du second ordre :
(E):y" + ay’ + by = cavec a, b, c € R d’équation homogene (Ey) : v’ + ay’ + by = 0.

On résout d’abord I'équation homogene (Ey;) d’équation caractéristique (E¢) : 72 + ar + b = 0.

Les solutions de (Fyy) sont les fonctions s’écrivant sous la forme :

- Si (E¢) admet deux solutions distinctes ry et : ygy : R — R ot (A, ) € R2
t — delqper?
- Si (E¢) admet une solution unique o : yg : R — R ot (\, i) € R2.
t — (A+put)em!
- Si (E¢) n"admet aucune solution réelle: yg : R — R ol o + i3 est une
t — e (Xcos(Bt) + psin(Bt))

solution de (E¢) et (A, i) € R?.

Puis on cherche une solution particuliere de (E) :

. . c
— Sib # 0, on cherche une solution constante : yp(t) = B

— Si b = 0, on cherche une fonction linéaire yp(t) = ut + v ((E) devient alors y” + ay’ = ¢, équation du

premier ordre a coefficients constants). Deux cas si a = 0 ou a # 0.
2

t
- Sia=0etb=0,(FE)devient y’ = c et par intégrations successives, yp(t) = ey +kt+ ¢, aveck,l € R.

Puis on conclut : les fonctions solutions de (E) sont les fonctions de la forme y(t) = yu (t) + yp(t).

Equations différentielles linéaires

v Equation du premier ordre : (E) : ¥/ + ay = b avec a, b fonctions continues sur I.

Notons, une nouvelle fois, (Ey) : ¥ + ay = 0, 'équation homogene associée.

— Onrésout (Ey) :

Pour toute solution y de (Ex) sur I, il existe une constante k € R telle que,
Vo € I, yu(z) = ke ~4(®) 0ot A désigne une primitive de a sur I.

— On cherche une solution particuliére yp :

On doit observer la nature des fonctions a et b (fonctions trigonométriques, fonctions polynémiales ou
exponentielles), on pourra essayer de chercher yp de la méme nature. Sinon, on peut utiliser la méthode
de la variation de la constante :

On définit donc y sur I par y(x) = k(z) e ~4®), ot1 k est dérivable sur I.

Si k est une fonction dérivable sur I, la fonction définie sur I par y(z) = k(z)e ~4(®) est solution de
'équation 3’ = ay + b ssi k est une primitive de be (o1 A est une primitive de a).

Formulaire 14
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— On conclut : Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme yx + yp pour tout y solution de (E').
v Equation du second ordre (E) : vy’ + ay’ + b = f ol a, b sont des réelles et f une fonction continue sur /.
Notons, une nouvelle fois, (Ex) : y” + ay’ + b = 0, "équation homogene associée.

— Onrésout (Ey) : la forme des solutions yy a été déja vue dans le point précédent puisque que 1'équa-
tion homogene est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.

— On cherche une solution particuliere yp :

Rien n’est a connaitre, la forme de la solution sera donnée, avec notamment deux cas les plus fréquents :

* Si f(t) = P(t)e™" ou P est une fonction polynéme et m € R,
on cherchera une solution particuliere sous la forme y,(t) = Q(t) e™*, avec Q fonction polyndme a
déterminer, dont le degré sera précisé.

* Si f(t) = sin(wt) ou f(t) = cos(wt),
on cherchera une solution particuliere sous la forme yp(t) = Asin(wt)+p cos(wt) ouyp(t) = At sin(wt)+
ut cos(wt) selon les cas, les constantes A et p étant a déterminer.

— On conclut : Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme yz + yp pour tout y solution de (Ex).

Formulaire 15



