Partie 3 ch5 : Moment cinétique, mécanigue des systémes , mouvement de rotation d’un solide.

A)Théoréme du moment cinétique pour un point matériel ( TMC)

On considére un pt matériel (puis un systéme solide )en mouvement de rotation ; la 2°™ loi de Newton (PFD)
n’est pas trés adaptée pour cette étude car la rotation nécessite une action du support (axe) assez difficile a évaluer ->
on utilise dc plut6t une csq du PFD spécialement utile a la rotation.

I.Moment cinétigue d’un point matériel.

1)Par rapport a un point O.

Soit un point M (masse m , vitesse # ) ; le moment cinétique L, (noté parfoisa, )de M, autour du point O
est

Lo=OM x mv =0M x p Unité SI : kg.m2.s?

La direction et le sens de L, indiquent la maniére dont le point M tourne autour de O ., & ’instant t

Lo au plan défini par (OM et 3 ) ; son sens est donné par la régle de la
main droite

|Lo[|= OM.mv. |sin(0M, ¥) |

Ppriété : L,= 0 si © et /ouOM =0 ou bien si OM //% ( pas de rotation mais
mvt rectiligne dirigé vers O)

*Autre calcul :

||L_0)||= OM.mv.sino. = mvd

d étant la distance du vecteur ¥ a O (bras de levier)

2)Par rapport a un axe orienté :le moment cinétigue scalaire

Soit unaxe fixe A (O, u, ), u, étant un vecteur unitaire, le moment cinétique scalaire L, de M par rapport a
'axe Aest: La=Ly.u, (Oest un point fixe de A, lui —méme fixe)

La=(0OM x m®).u;  (produit mixte)

-Si Lo >0 (resp.<0),le point M est plut6t en rotation dans le sens direct (resp. indirect) autour de I’axe ( cf fig et
le projeté de U dans le plan normal a I’axe)

-SiLa=0 ,M ne tourne pas autour de I’axe car soit ¥ dirigé vers I’axe , soit ¥ // ’axe(cf ppriétés du produit
mixte :nul si les 3 vecteurs € au méme plan ou si 2 au moins sont //)




Ppriété :invariance de L. par rapport au point de 1’axe choisi :

Soient O et O’ deux points € A, en utilisant la linéarité du produit vectoriel , la distributivité du produit scalaire
et les ppriétés du produit mixte ( nul si 2 vecteurs au moins sont //), on montre que calculer L, a partir deZ;
ouL_o; revient au méme ( heureusement)

Lo, .U =(0'M xm#).u; =((0'0 +OM ) x m3). 1 =(0'0 x mb). u; +Lg . s =Lg . w4, car (070 x m). g =0

Autre démonstration en revenant & la défntion du produit vectoriel et ds le cas part. simple ol OM-L3 :

O est & I’intersection de A et du plan - A passant par M, O’ est en dehors de ce plan .
— o — _ OM — —_ OMmw
Lo, . up :(OMxmv).uA:Emvu LUp = —

Ssina

coso’ =OM.mv=L,.u, car sino=coso’

*La ne dépendant pas du point O de A, alors on peut
prendre O tel que OML A cad Oest Iintersection du
plan passant par M L A, avec A ( plus simple)

Ce qui_compte dansLa , c’est le projeté de v dans le
plan L A

Prenons O€ A, c’est bien plus simple, évaluons (OM
XV ). Uy aveCc v =vp +v,

Le produit mixte est bilinéaire , c’est aussi( oM x(vp

+7, ). ua = (OMxvp ) . us +(OMxv, )., or le dernier terme est nul : cqfd
La=tm ||vp|ld (lesigne + étant donné par la régle du tire - bouchon ou regle de la main droite( refermée) et

| La|=m|vp]||d . d étant le bras de levier cad la distance de 7p & A.

II.Moment d’une force
1)Par rapport a un point =

Soit F agissant sur le point M ( point d’application de M) , le moment
de F en O est M, (F)=0M xF
(enN.m) .Le sens physique de M, (F ) est d’indiquer vectoriellement

comment la force va avoir tendance a faire tourner le point autour de O. 7

Si la force passe par O ,le moment est nul. PR
Mo(F) g M

Rq:-la défn est similairea L, =OM x§ mais p & F ' ”'_ e

-ona les mémes csq: M, =0si ¥ ouOM =0ou siOM /I F (cad F dirigée = T,

vers O) () d H

2)Par rapport a un axe orienté (moment scalaire) , bras de levier.

On définit aussi le moment scalaire d’une force F par rapport & 1’axe A= (0, u, ) par

Ma (F)= Mg (F ). u; =(0M x F ).,

Attention au signe : il indique si la force , lorsqu’elle est appliquée au point matériel M, atendance a le faire
tourner , dans les sens + ou - autour de A.




Rq *défn similaire a La ; la encore , Mx (F) ne dépend pas du point O
de A choisi pour le calculer et heureusement., le + simple est de le
prendre comme étant Dintersection du plan-- A passant par M avec A.

*2 cas importants pour lesquels le moment scalaire est nul ~FllA -
le support de F passe par A ( car alors M, (F))

Bras de levier : comme pour La, le calcul peut se faire plus simplement

| Ma| = IFplid =IOM |LIFII. | sina | avec a =(OM,F)

Il existe une autre méthode : pour évaluer OM X F , on choisit I’axe 0O’ // F

On utilise les coordonnées cylindrique avec comme axe des z
I’axe OO’

C’est la méme chose que O'M X F ouOM' X F , M’ étant
le projeté de M dans le plan xOy (souvent appelé m dans la
base cylindrique)

En effet , ona bien OM x F = (OM'+M'M ) x F =OM’ x F +0
cqfd , de méme OM x F = (00'+0'M ) x F =0+0'M X F

Par ailleurs, on voit que r=d = bras de levier

|OM’ x F||=OM’ F=rF tandis que |[OM x F||= OM.F. | sin(m/2+y) |=%.F.COSW=OM’ F  cqfd

et OMxF=0M.F.eg=rFeg

Ex d’application : dans le repére cartésien (Ox,0y, Oz ) avec Oz vertical ascendant, un point M est soumis a
'action du champ de pesanteur § = -g e, .Déterminer le moment du poids M, (P ). Puis le moment scalaire
Mo (P ) . Constatation ?

111 . Théoréme du moment cinétique (TMC)
1)Enoncé du TMC par rapport & un point fixe
Soit R, un référentiel galiléen, O un point fixede R et M , un point matériel de masse m subissant la somme

N

des forces ) F

,alors la dérivée du moment cinétique de M en O est égale au moment de la_somme des forces Y F.

%f’ = My (XL F) noté aussi ¥ My (F) (1)

Le TMC est utile pour établir 1’équation du mouvement d’un pt matériel en rotation autour d’un axe fixe. En
particulier, L, se conserve si les forces appliquées 3 F sont colinéaires a8 OM

Rq :*il est une csq du PFD

db_ v dlo _ v
* = F = L Mo(F)
Unités:kng/s =N %’"/S =N.m

2)Démonstration

d(A XB) _ d(A) XB +4 X d(5)

Prérequis :
dt dt dt



dLo _d(oM)
dt

d(mv)

Ainsi — X M7 +0M X =v'X M7 +OMXLF & aprés de PFD

SO|t =0+ M, (LF) cqfd

3)Enoncé du TMC par rapport a un axe fixe A dans un référentiel galiléen

On s’intéresse ici uniquement a la rotation autour de I’axe fixe A=(0,uy ) .
On applique le TMC en O fixe appartenant a A, puis on le multiplie scalairement par u, .

On obtient le théoréme du moment cinétique scalaire par rapport a A :
dL
=L M, (F)

Le moment cinétique scalaire se conserve dc Si: - la somme des forces appliquées est // a I’axe de rotation
ou bien si le prolongement de la somme des forces appliquées passe par ’axe de rotation

Dém : on fait (1).u, , pour obtenir:?—f.u_’Azzm(F_)).u_’A soitdL Zn =Y (M, (F). uA)smt Lo =) M, (F)

A Application : le pendule simple.

Hyp : mvt se faisant dans le plan de figure ( ce n’est pas un
« pendule spatial »).

On retrouve I’équation du mouvement de maniére plus simple ; en

effet on élimine Pactionde T (qui passe par O dc de moment
nul)

o= My (mg) + My (7) = My (m3)

OrL,=O0M xm# , et en coordonnée cylindriques , ¥ =10eg

Lo= (1&g, )x(mlfeg ) =ml2e, et M, (mg) = OM x mg =(le, )x(mgcosd e, -mgsinfeg ) =0-Imgsinde, =-mgde,
(on peutaussi faire le calcul directement avec le bras de levier d)

d(ml? 9ez)
dt

d(ml )

Donc = -Imgsinfe, soit = -Imgsin® soit 16 +gsind =0

. ., .dL -
(on aurait pu aussi écrire d—tA:MA (mg))

B)Mécanique des systémes : principes fondamentaux.

On étend les lois précédentes a un systéme d’au moins 2 pts matériels.

Loi de la quantité de mouvement =théoréme de la résultante cinétique=théoréme du centre
d’inertie.

1)Rappels
Le barycentre G d’un ensemble de ponts ( Mi,m;) est donné par };;m;GM, =0 ou bien , avec O quelcongue ,
— _Y;m;OM
oG :# (1) Soit m=Y;m; la masse totale du systéme ,
im;

Ppriété : de (1), on déduit que la quantité de mouvement totale du systtme P (=Y, m;v, =Y P, )=Mvg

cad que P se calcule tout simplement comme si le systéme se réduisait a son centre de gravité ou barycentre G,
en lequel serait concentrée la masse totale.



2) Loi ( ou théoréme) de la quantité de mouvement( LOM=TCI)

On étend le PFD ( 2°™ loi de Newton aun ensemble de pts matériels)

a)Forces intérieures ou extérieures.

Soit un systéme S constitué de 1’ensemble de pts ( Mi, de masse m;) . on classe les forces auxquelles est soumis
le pt particulier M; en deux groupes :

* Forces intérieures :

Les autres points M; (j=i), que M; exercent sur lui des forces a distance. SoitE, la force qu’exerce M; sur M ,
Alors la force totale intérieure regue par Mi est: f; ¢ =Z]-_]-¢iE

La somme de toutes les forces intérieures recues par ts les pts M; est

FLnt =Zifl,mt =Zi Z,j:tifjl

En utilisant le principe de 1’action et de la réaction ( ou des actions
réciproques : f,, =- f;, dc dans la somme}. ;.;f;, , lestermes f;, et f;,
s’annulent 2 a2 et Z,jiiﬁ) =0 donc

- o R \
F ,,+=0 ! Lasomme des forces intérieuresa un systéme est nulle.

* Forces extérieures :

F .x: , lasomme des forces exterieures agissant sur chaque pt Mj est F oy =X f ext

b) Enoncé de la Loi (ou théoreme) de la quantité de _mouvement

On applique le PFD au point M; dans un référentiel R galiléen :

dv, 7 7 \ . .dv; _
mid—t‘ =fi int Hfi ext - pour le systéme entier , on a donc }; mi—>= =Xi¢ fone foext )= Fine *Fext

_,
——

- . dvg +— dpP —
=Fext ~ SOIt M=C=F ., ouencore —=mag= F oy

Dans un réf. galiléen, la dérivée de la quantité de mouvement totale par rapport au temps est égale
a la somme de forces extérieures.

. T o ] Ex :lancer d’un palet en chute libre :
On se ramene ainsi a un pb de mécanique du point :

on étudie le mvt du point G

*csq :Pour un systeme isolé ( ex :2 étoiles loin des autres
en interaction mutuelle) (ou pseudo-isolé , ex : palet

glissant sans frottement sur table horizontale): F,,; =0,

aP _= .. . =
dcz =0 : il y a conservation de P .

*Une application : éclatement d’un systéme (fusée , arme

a feu ) ou collision de 2 solides ...

Ex : Si le systéme est isolé ou pseudoisolé ..,




IDLoi du moment cinétigue ( pour un systéeme ) :LMC

1)Moment cinétique d’ un systeme .

Noté L, ,autour d’un point O fixe , Lo=Y; Lo(M;)=Y; (OM;x m%,)

2)Moment intérieur et extérieur a un systeme

De méme que pour larésultante des forces intérieures , et en appliquant aussi le principe de 1’action et
de laréaction ,on montre facilement que le moment totale des actions intérieures par rapport a
n’importe quel point O fixe est nul , par compensation des termes 2 a2 .

M, int =0
et onaMg,ext =Y; (OM; X f,oxt)

3)Couple de forces

En mécanique des systemes (et spécialement en rotation) , la
notion de force est peu adaptée , on va plutot parler d’action et
plus précisément de couple .

Ex : pour faire tourner un volant avec ses2 mains : une main

agit en Ay et exerce la forceﬁ , Iautre diamétralement opposée
en Az et exerce la somme des forces appliquées au volant est

nullesi F, =-F,4

E’+Fﬁ2 =0 mais le volant est pourtant soumis a une action qui
le fait tourner ! Le moment en O de cette action (appelée
couple car la force résultante est nulle) est :

Fozo,él1 X F{ +0A4, X F_Z) = 0A; X F{ -04, X F{ =A.A, X F{ =2F,;de, ,détant le brasde levier de chaque force.

Rq: on peut faire tourner le volant de la méme fagcon en agissant avec la main droite (module de la force 2F,) ;
le volant subira aussi un couple, le méme couple seulement | ’action de la réaction de I’axe sur le volant
correspond a une force opposée a celle de la main gauche , mais de moment nul)

CClI : un couple ne déplace pas le G d’un systéme mais met ce systéme en rotation

Par ailleurs , FO ne dépend pas du point O choisi dc on peut le noterm: ¢ (couple).

ALMC pour les systémes.

On part de Lo=Y; Lo(M,)=Y; (OM,xmw,) et on utilise le TMC en O pour chaque point M; dans le
dL"(M’) = OM, X(f, ne +f, exe ) dc ,ensommant: ¥; ( dL"(M’)) -dL"

référentiel R galileen
=Y (OM; Xfl,mt) +) (OMi Xfl,ext) = MO: int + MO: ext = Mo, ext

La LMC s’énonce ainsi : Par rapport a un réf. galiléen, O étant un point fixe, la dérivée du moment
cinétigue du systéme est égale a la somme des moments des forces (ou actions ) extérieures :

dLy ——
—=M,, ext
dt 0

Rq : Quelque soit O, cette loi fondamentale est valable , elle traduit 1’isotropie de I’espace ( toutes les directions
de I’espace sont équivalentes dans cette loi physique)

Loi du moment cinétique scalaire par rapport a un axe fixe



Avec A(0.7;) La=Lo.u; LMC:=2=Mg,ext que I'on multiplie

. _, dL ., — N ; dLA_
scalairement par uA:d—tO .Up =My, ext . u, 50|t:?—MA,ext

INEnergétique des systémes.

1)Energie cinétique

On a un ensemble de ponts ( Mi,m;, v,) ,Ec=Y; (%mi v,%)

2) Enerqgie potentille de pesanteur

Ep,p = Zi (mi g Zi) +K or mEE :Zi miOMl et m:Zi m;

En projetant sure, : mze =);; m;zi dc Epp=mgze +K

C’est I’énergie potentielle de pesanteur du point G affecté de la masse totale
du systeme.

3) Travail et puissance des actions intérieures.

Soit le point M; quelconque , d’un systéme quelconque , il subit 1’action : f= fime Hf ext

Pour un déplacement élémentaire de ce point dr; pendant dt, le travail élémentaire total
recu est :

dW; =f.d?{ et letravail total regu par le systtme pendant dt (les Mi se déplagant d’un
vecteur dr;’  différent ) est :

SWZZL 8Wl :Zi(fi,int +fL,ext)- dﬁ pdt dt
. sW_ _— _, dr;
et la puissance totale recue est Pza— 2i(f e Hfiext)- W avec v, =

On peut écrire P =Pint + Pext en scindant dans P la puissance des actions intérieures et celle des actions
extérieures

Attention (a ladifférence de la somme des forces ou de la somme des moments intérieur (e)s ), Pint #0
sauf pour un solide indéformable.

En effet Pint =Xi(fiine V)= 20 Dixj (ﬁﬁ) en notantE I’action qu’exerce M; sur M; .

La puissance de I’interaction entre M et M; est la puissance recue par Mi plus celle recue par M; soit

Pi=fio . W+, ¥ =f, (% %) commef,=-f,  doncPj=f,, —— =fij —— car M, M,

//]T] avec fijla projection deE sur I’axe orienté de M; vers M; (E =fiju, )

dM;M ; N f \ ,
d‘t nonnul cad si le systéme est déformable.

Dc Pint=2;(Pij) n’est pas nulle a priori si

La puissance des actions intérieures est liée aux déformations du systéeme



4) Théorémes énergétiques pour les systémes.

*Th.de I’Ecet Th.de la puissance cinétigue

Pour le point M; :% = Pijint + Piext Pour le systeme : % = Pint + Pext et AEc = Wint +Wext

Donc aon les 2 cas: - solide indéformable : ttes les puissances des forces intérieures s’annulent 2 a 2 : Pine=0 Win=0

-systéme déformable : Py et Wiy non nuls.

Ex :Systéme { masses + ressort comprimé} ou : freinage d’une voiture

*Th.de ’Emet de la puissance mécanique.

AEm :W(E) = W(fnc,mt ) + W(fnc ext ) et dj_;n = Pncint + Pnc.ext

(W(fre ine )=0 et Pnciint=0 si solide indéformable)

C.Solide en rotation autour d’un axe fixe

Les théorémes de la dynamique du solide

. dP = T - . dLA_
LQM :—=mag= Fey et LMC scalaire : E—MA'ext

IDCas particulier de la rotation autour d’un axe fixe

1)Expression simplifiée du moment cinétique scalaire d’un solide autour d’un axe , moment d’inertie Ja

Soit le solide en rotation autour de 1’axe A =(0,u, ) a vitesse angulaire
o (algébrique). Chaque point M; décrit donc un cercle de rayon r; a vitesse
angulaire .

ri=Hi M; avec H; le projeté de M; sur A.
Le moment cinétique scalaire de M; par rapport a A est :

La(Mi) = £ HMi mivi avecvi =||7;|| soit,commevi =1i |o],

La(Mi) =t HMi miri2|o| = miri%o ( le signe étant donné par larégle
de la main droite selon le sens de rotation du solide par rapport a 1’axe A
orienté )

On peut aussi établir ce résultat en utilisant le repére cylindrique local (Hi, e,
8 Us=e,) T, =riogg etOM, =rig +ziuy dcLy (M)= OM X(MW;)= (i & +2i ug )x(Mi i &)=

m; ri 20U, - M 1 Zj we,. et donc en faisant (.uy ) :



LA(Mi) =mirw
Puis en sommant sur ts les points Mi : La= ¥;(La(Mi))= ¥;(mi ri 20) = ¥;(miri Ho = Ja.
Avec Ja=Y;(miri %) le moment d’inertie du solide autour de A

La=JA. @

PARALLELEPIPEDE

RQ : pour un RECTANGLE SPHERE TIGE

solide continu CYLINDRE

,Jaest donné
par le calcul
intégral : Ja

=[ff, r*dm
-1, r*pds

Si p est
uniforme.

sSectiae afgrigeanie

Unité de -
Ja tkg.m? [9x=T’ 5Vl [gx=
Jaest 5 A 50 3 %
cgractéristique [gy=TR, ml L : [qy=T(3 + ) [ay=-2.mR" Tay=

gy==r-+3 | by==p7— | Br="—p— | =% 9y=
du solide , il . S o
tient compte fgz= MR [az= MIRF] fz=ma’s b1 | 0,2 mR? Igze0
de la vitesse T ] Z : 1Z T

-
l«

3

[gx= _g_.mR? [gx=

3. 3

de chagque point et de son éloignement a 1’axe ; ex de calcul, pour un cylindre homogéne de masse m et
1
rayon R, Ja :EmR2

2 LMC scalaire pour un solide en rotation autour d’un axe fixe

. dL S
La LMC scalaire d_tAzMA,ext devient ici, avec La=Ja. w :

d(JA. d do _ o e

(Jdtw) N _d‘:’ =Mpexe donc  Ja T Mp exy ouencore Ja @ = Mp oy
Rq : analogie formell e _F J o et M F
q: analogie formelleavec m—F=F oy Aem  wevs et Mpext © F o

C’est le théoréme a appliquer pour une rotation autour d’un axe fixe, car , a la différence de la LQM ,
il ne fait pas intervenir les actions des liaisons avec 1’axe.

3)Liaison pivot et pivot parfait

-liaison pivot : a un seul degré de liberté

- pivot parfait :pivot sans frottements, le moment de ses actions f est nul !

M jiaison =0




4)Application : le pendule PESANT.

Solide homogene (tige par ex) en liaison pivot parfait autour d’un axe A.

La position de la tige est repérée uniquement par I’angle 6 . Supposons qu’on
la lache sans vitesse initiale dans une position écartée de sa position
d’équilibre 6 =0, elle va effectuer des oscillations.

Ja = MA,ext :MA,poids + MA,pivot :MA,poids = idmg

d étant le brasde levier, - si0>0et +si0 <0 ( cf définition et orientation de
ainsi que de I’axe A par le vecteur u, )

.. l . o L.
Jal =- ESII’] 0 .mg soit Ja 0 + %sm 0=0 (1)qui est I’équation

différentielle en 0 (t) du mouvement ( noter 1’analogie avec le pendule simple: 6 + %sin 0=0)

. . mgl

Pour les petits angles, on a un O.H. de pulsation wo telle que oaohﬁ
A
Comme pour le pendule simple :
*(1) etant non linéaire-> non isochronisme des oscillations
*Intégrale 1°° du mvt : on multiplie (1) par 6 :JA 66 + Tg 6sIn 6 =0 soit % (% Jr6?) - mTgl%(cos 0)=0
soit % NS ngz cos 0 =cstte
l11)Energétique
*De maniére générale pour un solide indéformable : % = Pext ; AEc = Wext;  AEm =W(fpc ext )
dEy,

et TS = Phcext

*Ici , pour larotation autour d’un axe fixe, Ec = ); (% miv;2)=Y; (% m; (i ®)?) :%Zi (% mi 12 ) @2

. 1 .
Soit Ec :E Jar @2 (cf I’analogie formelle 1a encore avec Ec =% m v2 pour la translation)

. d
*La LMC scalaire : \]Ad_(: = My ext

Multiplions cette égalité par  , comme pour I’intégrer , on obtient :

1 dw?

Ec
J
A7 Tae

.ood o d . dE . .
=Mpext - @  SOit E(E Ja (’)2)=7=MA,ext .® , par comparaison avec d—tc= Pext , il vient

Pext =MA,ext - @

En particulier la puissance d’uncouple C.: Pext=C.®



