Chapitre n°9 Oscillateur amorti PTSI

Introduction

Vidéo introductive : On prend un dos d’ane a 170 km/h (Chaine Youtube : Vilebrequin)

Quelle analogie peut-on développer entre un
oscillateur amorti en régime libre et la situation
proposée dans la vidéo ?

Quelles sont les limites de cette analogie ?
Quelles sont les caractéristiques du systeme

réel non pris en compte par la modélisation
idéal de I'oscillateur amorti ?

Savoir-faire :
= Etablir et résoudre |'équation différentielle pour un systeme du 2éme ordre.
= Identifier et évaluer des temps caractéristiques, pulsations et facteurs de qualité.
> Tracer |'allure d'un régime transitoire amorti.
= Réaliser des bilans énergétiques.

I] Un exemple d'oscillateur amorti : Le circuit RLC série

1. Mise en équation

On consideére le circuit ci-dessous, avec un condensateur initialement déchargé et un
interrupteur ouvert pour t < 0.
At =0, on ferme l'interrupteur, écrivons les équations du circuit :

i u
L —= Ri+u;+u—E=0 (1)
S| . d 2
R L l=Cd—I: 2 = LC%+RC(}1—£:+U=E
=D c ——Iu up = L 3)
Y & a2 "Ld "LC” T LC

2. Analyse des conditions initiales

Le condensateur est initialement déchargé et aucun courant ne circule avant fermeture

de l'interrupteur :
u(t<0) =0eti(t<0) =0

Par continuité de la tension aux bornes d'un condensateur et de l'intensité a travers une
bobine :

u(t=0%") = u(t=0") =0eti(t=0") =i(t=0") =0
On en déduit a l'aide de (1) et (2) que :
du
u,(t=0%) = Eet E(t =0") =0
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3. Analyse du régime stationnaire

Si on atteint un régime permanent stationnaire, on peut I'analyser a priori a I'aide d'un circuit
équivalent :

D'ol u(t—eo) =E.

En régime stationnaire, la bobine ne voit aucune tension a ses bornes puisque i est
constante. Le condensateur chargé oppose alors une tension E au générateur, ne laissant
aucune tension aux bornes de la résistance, d'ou un courant nul dans le circuit.

IT] équaﬂon différentielle du 2°™ ordre : forme canonique

1. Forme canonique

On appelle oscillateur amorti un systeme décrit par une équation différentielle linéaire d'ordre
deux s’écrivant sous une des formes canoniques ci-dessous :

2 2
(P S+ Sk b= £ 0| ou (F2):| T+ Dy o= o)

- @y > 0 est la pulsation propre.

- A >0 est le facteur d’amortissement.
- Q>0 est le facteur de qualité.

f(t) est le forgage extérieur.

On peut identifier les parameétres des formes canoniques pour I'oscillateur électrique :

1 L 1L R

W=z |9 %" ric| | Tm

2. Démarche de résolution

On cherche les solutions de I'équation sous la forme :
u(t) = Ae"*+ Be™* +u, avecAetB € R
ou r1 et 2 sont les racines du polyndme caractéristique de I'équation homogene :

P(r)= 1> +2A7 + o}
de discriminant :

1
A =b?—4ac =4\ — 405 = 4(\° — 0}) = 40h(

——1
4Q? )
Nous allons détailler le sens physique des différents cas pour le signe de A.
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IIT] Régimes transitoires possibles

1. Amortissement faible : régime pseudopériodique

a. Définition

Si I'amortissement est faible (R faible, donc A faible ou Q élevé), on se retrouve dans le cas A < 0:

1
A<0 oM —} <0 o|r<a, ouQ >3

b. Solutions

Dans ce cas, les racines du polyndme caractéristique s'écrivent :

2
—b+1\/_ 2x+2]/ — \/— 1

ri2 =

. (O] .
ri2 = —Atjop = —Ei]wP

2 . -
Avec wp = T—” la pseudo-pulsation et Tp la pseudo-période.
P

On en déduit la forme des solutions (équation homogéne + solution particuliere constante) :

u(t) = e *(Acos(wp t) + Bsin(wp t)) + E| avec AetB €R

Ou encore :

u(t) = Ye *tcos(wpt + ¢) + E| avec Yetp € R

On constate un amortissement exponentiel, d'une durée caractéristique 7, :

_t 1 1 2
efaze_)‘t @_=X@Ta=—=—Q
Ta A @y

On peut alors tracer I'allure de la solution :

Illustration du régime pseudo-périodique
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c. Propriétés, commentaires et interprétation

¢ Propriété n°1 : Interprétation physique du facteur de qualité pour un amortissement faible.

Dans le cas Q 1, les calculs précédents conduisent a :

T, 21 & 27 171 0oLt ~or
_— — —_——_—— e T, = = R —— ~
W [[_1 20 [14g?-1 a 2 P 4Q2 " "F P
0 4_Q2
317,
QN_TP

Une fois une durée 37, ~ m7, écoulée, on sait que le régime transitoire est terminé, on
peut estimer I'ordre de grandeur de Q en comptant le nombre de pseudo-périodes visibles lors
du transitoire.

Cette propriété donne une interprétation physique temporelle du facteur de qualité.

¢ Propriété n°2 : Pseudo-période approchée dans le cas d'un amortissement faible.

SiAd < woouQ > 1/2, on peut écrire :

D'ou une forme simplifiée de la solution :

-t 1 2Q
u(t) =Yewacos(opt+¢9) +E avec 7,=—=—
A ay
Cette solution ressemble a un oscillateur harmonique (car elle oscille a sa pulsation
propre) dont I'amplitude varie trés lentement par rapport a la période des oscillations.

Un facteur de qualité élevé correspond donc a des oscillations de « bonne qualité » au
sens ou elles sont trés proches d'oscillations harmoniques.

Bilan : Les deux propriétés (Q comme nombre d'oscillations et wp = wo) reposent sur I'hypothese
Q> 1, en pratique cette hypothese est rapidement vérifiée (cf. tableau).

Q /2| 1 2 3 5 10

,1—1/4Q2 0 {0,866]|0,968|0,986|0,995(0,999

n n u u
Q=1 Q=2 Q=5 Q=10

Evolution de l’allure du sienal en fonction du facteur de qualité Q
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Oscillateur amorti

PTSI

2. Amortissement fort : régime apériodique

a.

Définition

Si I'amortissement est fort (R élevé, donc A élevé ou Q faible), on se retrouve danslecas A >0:

A>0 oA -f>0 ©

A>wy ouQ <

2
b. Solutions
_b+A —2) +2 32 — o} A

M2=—"H = > =—-\ =z /?» — g

On en déduit la forme des solutions de I'équation : “
u(t) = Aet + Be™! + E avec Aet B € R E
Cette solution fait apparaitre 2 temps caractéristiques 73 =
—% et = — i I'allure va ressembler a la réponse d’un premier mais
le début sera différent en fonction des conditions initiales.
3. Cas limite : régime apériodique critique

Ce cas est inexistant en pratique, il s'agit du cas ou :

4=0¢&

A=awy ouQ =

1

2

Dans ce cas, les racines du polynéme caractéristique s'écrivent :
ry =T =—0

Les solutions sont de la forme :

u(t) = (At+B)e @' + E

=(At+B)e *+E ,7, = - lllustration du régime critique

t

Ilustration du régime apériodigue

u

o

t

-1

0

On peut montrer par le calcul que le régime critique est le régime apériodique
s'amortissant le plus vite.
Si on cherche un amortissement efficace on aura tout intérét a dimensionner le systéme
pour se rapprocher de Q = 1/2. (En pratique, des régimes pseudo-périodiques proches du critiques
peuvent étre encore plus rapides si on se fixe comme critéere que le régime permanent est atteint
lorsque la valeur de signal est a 99% du régime stationnaire.)

Régime Pseudo-périodique Apériodique Critique
A <0 >0 =0
Q > % < % %
A =wy/2Q < wy > wy woq
racines r, du P.C —A ii\[m= 17, T, >T_ —wg
n —wp/2Q £ iwp B

solution de I'éq. hom.

Ce=* cos(wpt + @)

A+67”T+ +A_etIm-

(At + B)e t/"e

temps carac.
amortissement

T =1/ =2Q/wq

7, (a recalculer)

Te = 1/':‘)0

temps carac. autre

TP = 27?'/6!)1_)

7_ (a recalculer)

Tableau récapitulatif des différents régimes
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IV] Bilan de puissance

Comme pour le circuit RC, pour faire un bilan de puissance, reprenons I'’équation issue de
la loi de maille et multiplions cette équation par I'intensité dans le circuit i :

u+Ri+u, =E

uxi+Rixitu Xi=EXIi

du I di | .
UXC—+Ri“+L—Xi=EXIi
dt dt

1c 2) + Ri? + 1L'2 = Ei
p7is) u) i t(Z i“) =Fi

On peut interpréter chaque terme : la puissance fournie par le générateur est en partie recue par
I'ensemble {condensateur + bobine} qui les stockent et en partie dissipée par la résistance :

d
E(EC+EL) = Ei — Ri* < Ei

V] Analogie électrocinétique et mécanique

Les solutions des équations et leurs propriétés mise en évidence pour |'oscillateur amorti
électrique sont aussi valables pour tous les oscillateurs amortis.

En particulier le cas de I'oscillateur amorti mécanique que I'on peut facilement réaliser en
considérant un systeme composé d'une masse m accrochée a un ressort de raideur k et soumise
a des frottements fluides dont la résultante est proportionnelle et opposée a la vitesse de la masse
avec un coefficient a.

Ce systeme est caractérisé par une équation différentielle portant sur la position de la masse x :

d’x adx k
ae tmar Tm* =IO
Grandeur Oscillateur mécanique Circuit

Grandeurs cinématiques x, X g,i =dg/dt
Inertie m L
Coefficient de rappel k 1/C
Coefficient de frottement a R
Forcage kly/m E/LC
Equation différentielle dt2 i a% = = ke, .49 dt2 g, R Cq E
Pulsation propre ‘/,13/7 1/ JIT
Facteur de qualité VEm/a 1/R\{L/C
Régime stationnaire 2

Analogie entre [oscillateur amorti mécanique et [’oscillateur amorti électrigue
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