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I] Oscillateur amorti mécanique         ★ 

1. Mise en équation 

On s’intéresse au mouvement d’une masse m assimilée à un point M 
accrochée à un ressort vertical de constante de raideur k et de longueur 
à vide ℓ0. 
 
L’axe vertical descendant est noté (Oz), avec O situé au point d’attache 
du ressort. 
 
On étudie donc la masselotte, de centre de masse 𝑀, dans le référentiel 
du laboratoire (donc terrestre, supposé galiléen), et soumis à : 
 

• Son poids 𝑷⃗⃗ = 𝒎𝒈 𝑼𝒛
⃗⃗ ⃗⃗   

 

• La force de rappel élastique 𝑭é𝒍
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝒌(𝒍 − 𝒍𝟎)𝑼𝒛

⃗⃗ ⃗⃗  = −𝒌(𝒛 − 𝒍𝟎)𝑼𝒛
⃗⃗ ⃗⃗   

 
• L’action mécanique résultante des frottements visqueux, c’est-à-dire les frottements 

exercés par un fluide (gaz ou liquide) sur la masse. On modélise cette action par une force 

proportionnelle à la vitesse et opposée au mouvement. 𝑭𝒇
⃗⃗ ⃗⃗ = −𝜶𝒗⃗⃗   

 
Avec 𝜶 > 𝟎, le coefficient de frottement qui s’exprime en kg.s-1. 
 
On utilise le système de coordonnées cartésiennes dans lequel la vitesse s’exprime comme la 

dérivée temporelle du vecteur position 𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ :  
 

𝒗⃗⃗ =
𝒅𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝒅𝒕
=

𝒅𝒙

𝒅𝒕
𝑼𝒙
⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝒅𝒚

𝒅𝒕
𝑼𝒚
⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝒅𝒛

𝒅𝒕
𝑼𝒛
⃗⃗ ⃗⃗  = 𝒙̇𝑼𝒙

⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒚̇𝑼𝒚
⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒛̇𝑼𝒛

⃗⃗ ⃗⃗   

 

On peut obtenir l'équation différentielle du mouvement en utilisant la 2ème loi de Newton  : 
 

𝒎
𝒅𝟐𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝒅𝒕𝟐
= ∑𝑭𝒆𝒙𝒕

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

⇒ (𝒎
𝒅𝟐𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝒅𝒕𝟐
= ∑𝑭𝒆𝒙𝒕

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) • 𝑼𝒛
⃗⃗ ⃗⃗   

 

𝒎
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
= −𝜶

𝒅𝒛

𝒅𝒕
− 𝒌(𝒛 − 𝒍𝟎) + 𝒎𝒈 

 

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
+

𝜶

𝒎

𝒅𝒛

𝒅𝒕
+

𝒌

𝒎
𝒛 = 𝒈 +

𝒌

𝒎
𝒍𝟎 

 
Que l’on identifie à la une forme canonique de l’oscillateur amorti : 
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𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
+
𝟎

𝑸

𝒅𝒛

𝒅𝒕
+ 𝟎

𝟐𝒛 = 𝒈 +
𝒌

𝒎
𝒍𝟎 

Avec :  
 

𝟎
𝟐 =

𝒌

𝒎
⇔ 𝟎 = √

𝒌

𝒎
   et   

𝟎

𝑸
=

𝜶

𝒎
 ⇔ 𝑸 = 𝟎

𝒎

𝜶
=

√𝒌𝒎

𝜶
 

 
2. Analyse du régime stationnaire 

Comme pour l’oscillateur harmonique, on interprète le régime permanent comme une position 

d'équilibre (Si 𝒛 = 𝒛𝒆𝒒 alors 
𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝟎, d’où à l’équilibre : ∑𝑭𝒆𝒙𝒕

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎⃗⃗ ).  

 

𝟎
𝟐 𝒛𝒆𝒒 = 𝒈 +

𝒌

𝒎
𝒍𝟎 

𝒛𝒆𝒒 =
𝒎𝒈

𝒌
+ 𝒍𝟎 

3. Application  

Enoncé : On considère un système masse ressort plongé dans l’huile. La masse vaut m = 100 g, la 
constante de raideur du ressort k = 10 N.m-1 et le coefficient de frottement fluide 𝜶 = 𝟐 kg.s-1. 
 

1) Résoudre complétement l’équation du mouvement si initialement la masse est écartée d’une 
distance d de la position d’équilibre et lâchée sans vitesse initiale. Tracer la courbe z = f(t). 
 

2) Quel est l’ordre de grandeur de la durée du régime critique en fonction de 𝟎 ? 

 

1) On commence par calculer le facteur de qualité : 𝑸 =
√𝒌𝒎

𝜶
=

√𝟏𝟎×𝟎,𝟏

𝟐
=

𝟏

𝟐
 

On en déduit que le régime transitoire est critique, d’où : 

𝒛(𝒕) = 𝒆−𝟎𝒕(𝑨𝒕 + 𝑩) + 𝒛𝒆𝒒 

Déterminons la valeur des constante d’intégration A et B avec les conditions initiales :  

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= −𝟎𝒆

−𝟎𝒕 × 𝑨𝒕 + 𝑨𝒆−𝟎𝒕 = 𝑨𝒆−𝟎𝒕(𝟏 − 𝟎𝒕) 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
(𝒕 = 𝟎) = 𝟎 ⇔ 𝑨 = 𝟎 

𝒛(𝒕 = 𝟎) = 𝒍𝟎 + 𝒅 = 𝑩 + 𝒛𝒆𝒒 ⇔ 𝑩 = 𝒍𝟎 + 𝒅 − 𝒛𝒆𝒒 

𝒛(𝒕) = (𝒍𝟎 + 𝒅 − 𝒛𝒆𝒒)𝒆
−𝟎𝒕 + 𝒛𝒆𝒒 = 𝒛𝒆𝒒 (𝟏 − 𝒆

−
𝟎
𝟐𝑸

𝒕
) + (𝒍𝟎 + 𝒅)𝒆

−
𝟎
𝟐𝑸

𝒕
 

 

2) L’ordre de grandeur du régime transitoire est quelques fois  =
1

𝟎
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II] Bilan énergétique           ★ 

On peut établir le bilan d'énergie directement à l'aide du théorème de l'énergie mécanique : 
 

𝒅𝑬𝒎

𝒅𝒕
= 𝑷(𝑭𝒆𝒙𝒕,𝑵𝑪

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

 

𝑷(𝑭⃗⃗ ) = 𝑭⃗⃗ • 𝒗⃗⃗  

 
La seul force non-conservative est la force de frottement fluide. 
 

𝑷(𝑭𝒇
⃗⃗ ⃗⃗ ) = −𝜶𝒗⃗⃗ • 𝒗⃗⃗ = −𝜶‖𝒗⃗⃗ ‖𝟐 = −𝜶 × 𝒛̇𝟐 

 
L’énergie mécanique est la somme des énergies potentielles et cinétique :  
 

𝑬𝒄 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒛̇𝟐 

𝑬𝒑 = −𝒎𝒈𝒛 +
𝟏

𝟐
𝒌(𝒛 − 𝒍𝟎)

𝟐 

 

𝑬𝒎 = 𝑬𝒄 + 𝑬𝒑 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒛̇𝟐 − 𝒎𝒈𝒛 +

𝟏

𝟐
𝒌(𝒛 − 𝒍𝟎)

𝟐 

 
D’où : 

𝒅𝑬𝒎

𝒅𝒕
= 𝒎𝒛̇𝒛̈ + 𝒌𝒛̇(𝒛 − 𝒍𝟎) − 𝒎𝒈𝒛̇ = −𝜶𝒛̇𝟐 

 

𝒛̇(𝒎𝒛̈ + 𝒌(𝒛 − 𝒍𝟎) − 𝜶𝒛̇ − 𝒎𝒈) = 𝟎 

 

 

Cette équation est une équation instantanée. Il existe deux solutions : 𝒛̇ = 𝟎 ∀t et 𝒎𝒛̈ + 𝒎𝒛̈ +
𝒌(𝒛 − 𝒍𝟎) − 𝜶𝒛̇ − 𝒎𝒈 = 𝟎 
 
La première solution traduit la position d’équilibre et la deuxième correspond à l’équation 
différentielle du mouvement.  
 

Par la suite, on peut calculer les expressions de l’énergie potentielle et de l’énergie cinétique à 
partir de la solution z(t) et tracer leurs évolutions temporelles pour les différents régimes :   
 
 
 

 

 

 

 

 

Evolution temporelle des énergies pour les régimes apériodique et pseudo-périodique  
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 Exercice 1. Oscillations d’une sphère 

 

 Exercice 2. Oscillations sur un plan incliné 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Exercice 3. Problème ouvert : À la cantine 

 
 
 
 
 
 

 


