Chapitre n°21 Mécanique : Mouvement dans un champs de force centrale PTSI

I] Approche phénoménologique : Lois de Kepler 1618

Les 3 lois de Kepler, obtenues par ce dernier en 1609 et 1618 sont des lois expérimentales qui
décrivent les mouvements des planetes du systeme solaire. Elles ont été obtenues en s'appuyant
sur les relevés observationnels de Tycho Brahe, c'est en les expliquant par sa loi de la gravitation
en 1687 qu'lsaac Newton fit accepter ses lois de la mécanique comme des explications valables
aux mouvements.

e Loi des orbites : les planétes parcourent des trajectoires elliptiques dont le Soleil est I'un des
foyers.

e Loi des aires : Les aires balayées par le rayon vecteur pendant des intervalles de temps égaux
sont égales.

e Loi des périodes : Il existe un rapport constant entre les carrés des périodes et les cubes des
demi-grands axes, pour toutes les planétes.

La suite du chapitre est consacrée aux explications physiques de ces observations.

II] Forces centrales

1. Définition
Une force centrale est une force qui est a tout instant dirigée dans la direction M““
d'un point O fixe dans le référentiel d'étude appelé centre de force. /?lo g
U@ > @ « @i
Ainsi, le systéme de coordonnées sphériqueft privilégié pour étudier les M i
forces centrales qui s’écrivent : f = f(r, 6, @) U,.. g

[

2. Conservation du moment cinétique

Soit un point matériel situé en M de masse m soumis a un champs de forces centrales de
résultante f = f(r, 6, (p)m).

Appliguons le théoréme du moment cinétique par rapport au point O fixe dans un référentiel
Galiléen.

dL_O) —_— —_— — —_— _
T TU. ANf(r,09)U,.=0 =|Ly = cste

a. Conséquence n°l : Planéité du mouvement
Le moment cinétique du point matériel M par rapport a O est défini par :ﬁ = OM A mv.

Par propriété du produit vectoriel, E est orthogonal 8 OM et a V. Ainsi, les vecteurs OM et U
sont orthogonaux au vecteur L_(; qui est constant (en direction, sens et norme). On en déduit que
les deux vecteurs OM et ¥ sont a tous moments contenus dans un plan perpendiculaire 3 E.

A tout instant, le mouvement du point matériel M a lieu dans le plan perpendiculaire au vecteur
L_o) et contenant le centre de force O.
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Remarque : Comme le mouvement est plan, on utilisera dans la pratique une base cylindrique pour
décrire le mouvement plutét qu'une base sphérique : le moment cinétique est alors porté par le

vecteur axial U,.

b. Conséquence n°2 : Constante des aires et loi des aires

Calculons le moment cinétique L_o) du point matériel M par rapport au centre de force O :

. —>

Lo = rU, Am(i'U, + 16 Ug) = mr20U,

Ainsi, la conservation du moment cinétique impose la conservation du produit %0 appelée
constante des aires et notée c.

c =120

Interprétation géométrique : loi des aires

Au premier ordre, on peut assimiler I'aire balayée entre deux instants
infiniment proches t et t + dt a I'aire du triangle de surface :

1 1
dA = EX base X hauteur = 2 X1 Xrdo

T . . , .. dA_ 1 _5d® ¢
Ainsi, I'aire balayée par unité de temps s’écrit : i Erz “=3

En intégrant cette relation, comme c est une constante, on en déduit que 'aire balayée AA en
une durée At s’écrit AA = %At.

On retrouve la loi des aires de Kepler : « Les aires balayées par o \
le segqment OM pendant des intervalles de temps égaux sont TR \ At
égales». B =3

AtV

IIT] Etude énerqgétique des mouvements a forces centrales conservatives
1. Force centrales conservatives

On étudie plus spécifiquement les forces centrales qui sont conservatives. Si la force est
conservative alors il existe une énergie potentielle E,, :

e OE,
f(r,6,1)= 5
7 — 10E
f=f@02u =—-grad(E,) =<{ 0= _Fa_;
OE,
\ N 6¢

On en déduit que E,, ne dépend que de 7, donc f aussi. Ainsi les forces centrales conservatives
s’écrivent :

f=fmu
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2. Energie mécanique et énergie potentielle effective

Considérons un systéme est soumis a une unique force centrale conservative. Son énergie

mécanique est conservée (TEM) et sa valeur est imposée par les conditions initiales (OM(t = 0)
et ¥(t = 0)). Exprimons cette énergie mécanique :

1 2
E, = Em”v” + Ep(r)

1L 2 1, 1
Em—zm(r + -0 )+Ep(r)—§mr +§mr—2+Ep(r)
Epefr()

1
E, = Emr2 + Epepp(T)

Tout se passe comme si le systeme se déplagait uniquement selon la coordonnée r dans

2
I'énergie potentielle effective :(Ep o (1) = %m:—z + E, (1)

Nous allons illustrer cela sur le cas gravitationnel, mais la démarche reste valable pour tout
mouvement a force centrale conservative.

3. Forces Newtoniennes

On appelle forces Newtoniennes, les forces centrales conservatives s’écrivant sous la forme :

fr) = riz ,avec a une constante réelle.
Exemples Force de gravitation subie par une Force électrostatique subie par une
masse ponctuelle m. charge ponctuelle q.
— mm' ., — 1 qq' —
Forces Fy, = _GTUT e——%?
Energie E = _Gmm' E. = — 1 q_q’
potentielle pg r pe Argy T

4. Mouvement dans un champs de force Newtonien

On considére une planéte du systéme solaire de masse m située en M dont on décrit le
mouvement dans le référentiel de Copernic (attaché au centre de masse du systeme solaire,
d'orientation fixée par rapport a trois étoiles lointaines).

Pour cette planéte, le bilan des forces contient l'interaction
gravitationnelle entre elle et le soleil (astre attracteur de masse
m’) situé en O et les autres planétes. Puisque l'interaction entre
les planétes est tres faible devant celle créée par le soleil, on ne
gardera que cette derniere.

Remarque : Notons que la mise en équations serait exactement la méme pour I'étude d'un satellite
dans le référentiel géocentrique. Nous appliquerons donc les résultats obtenus indifféremment a
I'une ou I'autre situation.
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L’énergie mécanique s’exprime :

c? mm’

1, 1,
Emzimr +Ep,eff(r)=imr +Emﬁ—G

r

On constate donc la présence a la fois d'une part attractive (dominante pour r moyen) et d'une
part répulsive (dominante quand r — 0) dans I'énergie potentielle effective. On peut alors la
tracer et discuter qualitativement les trajectoires :

‘x’:,;l.l'ﬂ{ r)

état libre

trajectoire hyperbolique

np A état libre

arabolique

> : état lié
(‘;. _I"( 12 ' [] i *Teseseesese e nSe eSS R TSR REESSERERERET .
! - trajectoire elliptique

e le cas E,;, < 0 (E, 2 sur le schéma) correspond a I'impossibilité de s'éloigner indéfiniment du
Soleil. On parle d’état lié, donc la trajectoire est une orbite.

Sans connaitre le détail de la trajectoire (il faudrait résoudre les équations de Newton), on peut
déja repérer sur le graphe les valeurs extrémes (rp et r4) de la distance Soleil-planéte.

On comprend que le cas Ep = Emy = Epeffmin correspond alors a 1 = cste, donc a une
trajectoire circulaire. Nous admettrons que, dans les autres cas, il s'agit d'une trajectoire

elliptique.

e Le cas E,;; > 0 (E, 4 sur le schéma) permet de s'éloigner indéfiniment du Soleil : on parle d’état
de diffusion. On admet que la trajectoire dans ce cas est une branche d'hyperbole.

elecasE,, = 0 (E,,3 surleschéma), artificiel, permet aussi de s'éloigner indéfiniment. On admet
gue dans ce cas, la trajectoire du systéme est une parabole.

Dans tous les cas, la trajectoire est donc une conique (ellipse, parabole ou hyperbole).

M
H P
ra rp
Trajectoire elliptique &, <0 hyperbolique, parabolique,

€, >0 €, =0
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5. Cas particulier de la trajectoire circulaire
a. Mouvement uniforme

Dans ce cas d’une trajectoire circulaire, la vitesse est purement orthoradiale, on peut donc
exprimer sa norme en fonction de la constante des aires :
|c|

=100, > 9|l =r|§| =—

. . . . . s
Donc ||V|| est constante, par conséquence, le mouvement circulaire d’un systéme soumis a une
unique force centrale est nécessairement uniforme.

b. Période

Appliquons le principe fondamental de la dynamique a d’une planéte de masse m qui décrit une
trajectoire circulaire de rayon R autour d’une étoile de masse m' (idem un satellite autour d’une
planéte). On se place dans le référentiel lié au centre de force, supposé galiléen a I'échelle du
mouvement.

!

Réz— Gmm . em’
mi=F, o { "% T7"p o 6= R3

On en déduit :

. Gm am’

De plus, comme le mouvement est uniforme la période de révolution s’exprime :

2TR R3
T=—oT=2xn
v am’

En élevant au carré, on retrouve la loi des période de Kepler pour le cas circulaire :

T>  4n°
R3  Gm’

c. Energie mécanique

L’énergie mécanique s’exprime :

5 mm
Em=Ec+Epg(r):Emv _GT
E 1 m' mm'’ E Gmm’

= — — = = —G—
m =M p R m 2R
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Application : On peut lire dans la presse que I’ISS décrit 15,5 orbites par jour.

1) Déterminer la période du mouvement de I’ISS.

2) Déterminer I'altitude de I'ISS.

3) Déterminer la vitesse de I’ISS.

4) Déterminer I’énergie mécanique de I'ISS de masse m =490 t

Correction :
Systeme : ISS, assimilée a un point matériel ; Eéférentiel : référentiel géocentrique, supposé galiléen a I’échelle
du mouvement de I'ISS .

_ GmMy 7
==

Bilan des forces : force gravitationnelle exercée par la Terre sur I'[SS f = U,.

1. Période : T = % =1,54h=557T4s
’ T2 4n?
2. D’apres la troisieme loi de Kepler : — il

R3 ~ GMy

T2 1/3
Ainsi R= | —GM~
472

T2 1/3
Soit Paltitude vaut : |h = R — Ry = <ﬁGMT> — R =424 km
T

3. Le mouvement est uniforme, donc on peut en déduire |v = — = = 7658 m - s*

2 GmM-
4. Energie mécanique : | E,, = —3 e —1,44.10"3 ]

(Rr+h)

6. Cas du mouvement elliptique
a. Description

Une ellipse est une courbe plane qui peut étre décrite N\ L Up
par plusieurs équations (équivalentes) : T/

2 2 T \
* Equation Cartésienne dans le plan (O’xy) :% + Z—Z =1 / ¢ "\H\i
,avec a le demi-grand axe et b le demi-petit axe. ' T_ fal g I ‘ 4‘

. . {x(t) = acos (wt) N r'A P
e Equation paramétrique : VA
¥(©) = beos (at) .

e Equation polairer =

C
————— avec p > 0 le parameétre de I'ellipse et e = = I’excentricité.
1+excos(6)’ p P P a

Une ellipse posséde deux foyers F et F’, tels que ¢ = Va? + b2.

Le point de la trajectoire le plus éloigné du centre de force O est appelé I'aphélie si O est le soleil,
I’apogée si O est la Terre.

Le point de la trajectoire le plus proche du centre de force O est appelé le périhélie si O est le
soleil, le périgée si O est la Terre.
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b. Période du mouvement

La démonstration de la 3®™¢ |oi de Kepler dans le cas d’'un mouvement elliptique est hors
programme, et nous admettons donc la généralisation de ce qui a été montré pour un
mouvement circulaire, en remplacant le rayon du cercle par le demi-grand axe de I'ellipse :

T? B 4n?
a3 em'

c. Energie mécanique

On peut également généraliser |'expression de I'énergie mécanique au cas elliptique. Pour le
montrer, écrivons que |'énergie cinétique radiale est nulle au I'apoastre et au périastre. Dans ce
cas, I'énergie mécanique est égale a I'énergie potentielle effective :

1 ., 1 ¢ mm
Em:Ec,rad-l_Ep,eff:Emr +Emﬁ_6 -
1 ¢ mm
Ec,rad(T=TA‘P)=0®Em—imﬁ+g - =0

On obtient un polynéme du 2" degré sur r avec deux racines 4 et rp :

Gmm’ mc?
———=0 enr=rgetr=rp

2
r°+r E. 2E.

De plus, un polyndme du 2" degré a deux solutions réelles peut s’exprimer sous la forme :
r—-r)r-r)=0r’—r(ri+ry)+rir,=0

On en déduit :

2a=1r4+7rp=— =>|E,=—-G

2a

Application : La trajectoire de I'ISS est en réalité elliptique, son altitude variant entre 330 km et
420 km.

1) Déterminer le demi-grand axe de la trajectoire de I’ISS.

2) Déterminer la période de I’ISS.

3) Déterminer I’énergie mécanique de I’ISS.

4) Exprimer la norme v de la vitesse de I’lSS en un point quelconque de la trajectoire elliptique en
fonction de m, My, G, r et a. Comment évolue-t-elle avec le rayon r ?

5) Déterminer les vitesses minimale et maximale de I’ISS.
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Chapitre n°21

Mécanique : Mouvement dans un champs de force centrale

PTSI

Correction :

ment du satellite.

exercée par la Terre sur le satellite

.f‘ri{';r'! n

—
Frys = -G—3

avec r = ||ﬂ||

@

1. Systeme : 1SS, satellite S de la Terre de masse m Référentiel :
référentiel géocentrique considéré galiléen a 'échelle du mouve-

Bilan des actions mécaniques : Force d'attraction gravitationnelle

A

&

o

L’énoncé donne l'altitude du périgée : hp = 330 ki et Ualtitude

-

R 1, -

&,

-

]
r
.
~ /

de I'apogée ha = 420 km. -

A Taide dun schéma de Dellipse, on détermine la relation : 2a =

ha+hp b
2

oA it|Tey| % s sas=1,520
@ = oMy T T\ oMy T ST

GMrm
2a

4. L'ISS est soumis 4 une unique foree conservative, done 'énergie mécanique se conserve. Par définition de
1 2 GmeIT
T

Rr +hp + Rr + ha Ainsi|a = Rr + — 6,75.10° km [l RSN

2. D’apres la 3° loi de Kepler :

AN.:|E, =-1,510"]

3. Encrgic mécanique de I'ISS en orbite elliptique : | £, =

I'énergie mécanique : £, = —muv- — Que l'on peut égaliser avec 'expression de 'énergie mécanique

sur un mouvement elliptique :

L

=my” —
2

G'rnﬂ;f'r _ G'.l'nﬂi"r
r - 2a

v = JEGI&I’I (1 = l)
r 2a

Quand le rayon r augmente, la vitesse v diminue. Autrement dit, la vitesse de I'ISS est d’autant plus faible
qu'il se trouve éloignée de la Terre. C'est une conséquence de la loi des aires : le rayon vecteur balaye des aires
égales en des temps égaux. Quand 1'ISS est loin de la Terre, la distance parcourue est plus faible que lorsque
I'ISS est proche de la Terre, done la vitesse est plus faible.

5. La vitesse de I'ISS est minimale quand il passe par I'apogée :

Umin = Vg = \/QGMT (i = Qi) =7634m- !

A a

11 reste & isoler v : lv? =GMr (1 - i) Soit
2 2a

La vitesse de I'ISS est maximale quand il passe par le périgée :

VUmax = Vp = \/2(;11.{']" (i - Qi) = 7737 m- S_l

Tre i

Chapitre n°21 - Mécanique : Mouvement dans un champs de force centrale - PTST

Page 8/12



Chapitre n°21 Mécanique : Mouvement dans un champs de force centrale PTSI

IV] Satellites terrestres
1. Quel orbite, quelle mission ?

Les orbites des satellites terrestres peuvent avoir de nombreuses formes et orientations :
certaines sont circulaires ou au contraire en forme d’ellipse trés allongée. Elles peuvent se situer
a basse altitude juste au-dessus de I'atmospheére terrestre (250 km) ou dépasser 30000 km
L’'orbite d’un satellite artificiel est choisie pour répondre au mieux aux besoins de la mission. La
plupart des satellites utilisent un des quatre types d’orbite suivants :

- Lorbite géostationnaire est une orbite circulaire située dans le plan de I'’équateur a une
altitude de 35786 km du sol. A cette altitude la période de révolution du satellite
correspond exactement a la période de rotation de la Terre, soit 23 heures, 56 minutes et
4 secondes. Vu de la Terre, un satellite géostationnaire semble immobile dans le ciel : c’est
I'orbite parfaite pour les satellites de télécommunications et pour certains satellites
d’observation (météo) qui doivent couvrir une zone fixe.

- L'orbite polaire est une orbite circulaire basse (par convention entre 300 et 1000 km
d’altitude) dont I'inclinaison , proche de 90° par rapport au plan de I’équateur, la fait
passer au-dessus ou pres des podles. Un satellite situé sur une orbite polaire passe
régulierement au-dessus de tous les points de la surface grace a la rotation de la Terre.
Les orbites polaires sont généralement des orbites héliosynchrones : ce type d’orbite
conserve un angle constant avec la direction Terre-Soleil c’est-"a-dire que le plan d’orbite
tourne de 360° par an.

- Les orbites héliosynchrones permettent de passer toujours a la méme heure solaire locale
au-dessus d’un lieu donné : I'éclairage identique des prises de photo du lieu permet de
faire ressortir les changements. Cette caractéristique en fait une orbite idéale pour des
satellites d’observation de la Terre.

- Lorbite basse se situe juste au-dessus de I'atmosphére terrestre a une altitude ou la
trainée ne freine pas trop la vitesse du satellite (par convention I'orbite basse se situe a
une altitude inférieure a 2000 km). Elle est utilisée par les satellites scientifiques qui
explorent I'espace lointain. Le télescope Hubble, par exemple se situe sur une orbite de
610 km . On trouve également sur ce type d’orbite les satellites de radioamateur et les
constellations de téléphonie mobile ou de télédétection terrestre.

- L’orbite moyenne culmine généralement a une altitude de 20000 km avec une période de
12 heures. L'orbite située en dehors de I'atmosphére terrestre est trés stable. Les signaux
envoyés par le satellite peuvent étre recus sur une grande partie de la surface du globe
terrestre. C'est I'altitude retenue pour les satellites de navigation comme le systeme GPS.
Un peu plus bas, a 8063 km, est prévue la constellation de satellites O3B pour la
distribution d’Internet.

- L'orbite haute a un apogée qui se situe a une altitude supérieure a I'orbite
géostationnaire. La Russie utilise ce type d’orbite pour certains de ses satellites de
télécommunications. L'orbite de Molnia permet une couverture 24 h sur 24 du territoire
de la Russie avec une constellation de trois satellites. Cette orbite est utilisée car la Russie
ne peut lancer de satellites géostationnaires depuis ses bases spatiales toutes situées a
des latitudes trop élevées et les satellites géostationnaires ne peuvent pas couvrir la
fraction du territoire russe située a une latitude supérieure a 81°.
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Orbite géo- =t
stationnaire 20 heures
Période orbitale |
Galileo 15 heures

—— ——— ¢

————=—<""GLONASS

[~ 5 heures
R d Cc“{nlura de Van

ayon de / AT llen ipterieur : \
rorbite | ///lridium_—__ Aubble \| | Aditude
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) J

/ |
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20000 km/h

10000 mph

Vitesse orbitale

7000.mph | 44660 km/h
Schéma a I’échelle montrant la Terre, les principales orbites (orbites basse, moyenne et
géostationnaire) utilisées par les satellites, les vitesses et les périodes orbitales a différentes
altitudes ainsi que la position de quelques satellites ou constellations de satellites remarquables :
GPS, GLONASS, Galileo and Compass, Station spatiale internationale, télescope Hubble et la
constellation Iridium.

2. Satellites géostationnaires
a. Définition

Un satellite géostationnaire est un satellite qui reste constamment au-dessus d’'un méme point
de la surface terrestre.

b. Caractéristiques du mouvement des satellites géostationnaires

Le mouvement d’un satellite géostationnaire est contraint :

- La conservation du moment cinétique impose que le mouvement du satellite
géostationnaire est plan et le plan de la trajectoire du satellite contient le centre de force,
c’est-a-dire le centre de la Terre.

- De plus, pour étre géostationnaire, il doit rester a chaque instant a la verticale du méme
point P de la Terre. Par conséquent, le plan du mouvement du satellite géostationnaire
doit étre confondu avec le plan du mouvement du point P de la surface de la Terre. Or le
mouvement d’un point P de la surface de la Terre dans le référentiel géocentrique est un
mouvement circulaire dont le centre est sur I'axe de rotation de la Terre (pole Sud-péle

Nord). Le plan du mouvement du point P est donc perpendiculaire a I'axe (pole Sud pdle
Nord).

Ainsi le plan du mouvement du satellite géostationnaire doit contenir le centre de la Terre et doit
étre perpendiculaire a I'axe (p6le Sud-pole Nord). Ce plan est unique : c’est le plan de I’équateur.

Le plan de la trajectoire d’un satellite géostationnaire est le plan de I’équateur.
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¢c. Période

Un satellite géostationnaire reste a chaque instant a la verticale du méme point de la surface de
la Terre.

Par conséquent, la période du mouvement du satellite géostationnaire doit étre de 24 h (plus
précisément 23 h 56 min 4 s : durée d’un jour sidéral, c’est-a-dire d’'une révolution de la Terre sur
elle-méme).

d. Altitude

La loi des période de Kepler permet de déterminer le rayon R, de l'orbite :

1
T?  4x? Gm;T?\3
Ry=|—75—

4n?
1

L
Ong=RT+h,donch=Rg_RT=(GmTT )S_RT

42

Application numérique :

AvecT = 23 x 60 X 60 + 56 X 60 + 4 = 86164set Ry = 6370 X 103 m

h=3,6x10"m =36 x10%km

3. Vitesses cosmigues
a. Vitesse en orbite basse

La premiéere vitesse cosmique notée v.q, est la vitesse en orbite basse, c’est-a-dire la vitesse d’un
objet satellise en mouvement circulaire autour d’un astre a une altitude trés petite devant le
rayon de l'astre.

Application :

1) Etablir I'expression de la premiére vitesse cosmique.
2) Faire I'application numérique pour la Terre.

Correction :
1. On s’intéresse a un point M (m) en orbite basse autour d'un astre de masse mgp et de rayon Rg. Le rayon
de la trajectoire circulaire basse vaut : R = Rp + h = R (altitude h trés petite devant Ro ). En utilisant

I'expression de la vitesse établie dans précédemment : v, = G;:)"
2. La premieére vitesse cosmique d'un objet en orbite basse autour de la Terre de rayon Rt et de masse Mt
. G M-
s’exprime selon | v, = 7 T AN :|vg=7,9km- s7! ‘
T
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b. Vitesse de libération

La deuxieéme vitesse cosmique ou vitesse de libération est la vitesse minimale a communiquer a
un objet situé initialement a la surface de la planéte pour qu’il puisse échapper a I'attraction de
la planéte, autrement dit pour qu’il puisse partir de la planéte et s’en éloigner a l'infini.

Application :

1) Quelle est la valeur minimale de I’énergie mécanique pour que le systéme quitte I’attraction de
I'astre ? Quelle est alors la trajectoire de I'objet ?

2) En déduire I’expression de la vitesse de libération.

3) Faire I'application numérique pour la Terre.

Correction :
1. Pour qu'un objet, situé sur l'astre, puisse se libérer de D'attraction de 'astre, il doit avoir une énergie

mécanique positive ou nulle. La vitesse minimale que doit posséder 1'objet situé sur 1'astre correspond au cas
ol son énergie mécanique est nulle.
2. Energie mécanique minimale de I'objet sur I'astre, de rayon Rp, pouvant se libérer de I'attraction de Iastre :

1, Gmmg 1 Gmmgo . Gmo
= —mv; — =0 Soit —mv? = , soit v, = 4/2 =V
Em D Ro 2 Ro ‘ Ro “l
: . : LA . GMr
3. Pour un objet posé sur Terre, la vitesse de libération s’exprime selon : vp = 4/ 2 e \/ﬁycl ; AN.:
T

-1

v=11km- s
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