TD n°21 - Mécanique : Mouvement des particules chargées PTSI

Mouvements dans un champs électrigue seul

O Exercice 21.1. Cavité accélératrice d’électrons %

El Par définition du potentiel,

— —_— dv V2 d
E=—gradV d’ol —Ey=—-—— done / dV:Eg/ dx .
dx W 0
Par intégration,
V.-V, U
Va—Vi=Ed  doi =2 _—=—,
=W o ol Ey ] J
Puisque Ep > 0 alors V2 > Vi, ce qui donne le sens de U.
El Par identification des deux expressions de Ey,
Eo = U m dot _eU
0= == o ol o= ok

Par conservation de I'énergie mécanique au travers de la cavite,

1 . el
Em = —mof —ex0 = —mo? —eU d’ou ol =of + — =of + 2ad
T 2 T2 m

=0 x=0d

ce qui donne finalement

= 1!1}02 + 2ad .

El Par application du PFD & I'électron,
mdu = +e X ma soit d =a
dt e dt

la constante o est donc 'accélération de I’électron dans la cavité. Par intégration, on en déduit

t] 1
/dv:a/ dit soit o —ug = il
t 0
2
vy — U \f”o"'zad-ﬂo . v 2ad
H = = d'onr t = — 1+ —-1].

ce qui donne

a o a 2

0 Exercice 21.2. Détermination d’un champ électrique Y % %

Un schéma d'ensemble, récapitulant les différentes notations utiles, est représenté figure 1.

Figure 1 — Schéma d’ensemble des notations utilisées.
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]EI L'électron subit la force de Lorentz électrique Fr=—eEyetson poids qui est négligeable. Compte tenu de la
trajectoire, la force Fr est dirigée selon +, et le champ électrigue Eq est done dirigé selon —1,,.

]EI Par application du PFD a I'électron dans le référentiel du laboratoire,

d7 7
m——| =-eE,
dr |,
s0it en projetant
ma, =0 ) o, =A
d'ol eEy
may=+f-E{I iy = —t+ B
m

avec A et B deux constantes. Or 4 I'instant initial oii I'électron entre dans la zone de champ T = 034, d'oit on
déduit A = oy et B = 0. Ainsi,

iy =My =+ A
Ey d'on eE, ,
Uy = —1 =—r+B
T m Y 2
et comme A l'instant initial la particule se trouve au point origine O alors A" = B" = 0. Les lois horaires g'écrivent
done
X = tigt
ek,
y=—r
2m

d’oilt on déduit I'équation de la trajectoire en remplagant ¢ = x /o, dans I'expression de gy,

eEp o

7x.
Zmuy

ylx) =

% s a 2 5 ==
IEI Comme la vitesse est tangente i la trajectoire, on constate qu'en tout point T - Fg > 0:la force a done un effet

maoteur, done

Appliquons le TEC a I'électron, et commengons par calculer le travail de la force de Lorentz. En notant O le point
d'entrée et 5 le point de sortie de la zone de champ électrique,

W.---.f?il:l = —EEU' ﬁ:—fgn 'E:‘FEE&.&H.
as "a-s‘

L'équation de la trajectoire permet de calculer le décalage Ay :

Ay = (L) - y(0) = 2L
Zmp,
Ainsi, d’aprés le TEC,
AE, = W B} = e'ESL*
oS 2mut
d’ot il vient
2mad AE,

ey

.. . 1 -
En réintroduisant Eg, = Emunz il vient

1E, AE,

— " =56-10°V.m™.
%

Ey =

E On constate sur la figure 1 que I'angle de déviation de la trajectoire correspond également 4 'inclinaison de la
vitesse de sortie par rapport a la vitesse initiale. Ainsi,

Og gy eEgl, el
lang =—=——= 3
x ity Mo
d’olt
2eEg L
tana = .
ol
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Mouvements dans un champs magnétique seul

0 Exercice 21.3. Mouvement cyclotron hélicoidal v %

% Correction — 1 - Par définition,

—
OM =R€, +z¢€,

puis par dérivation

|7=ROTy+:2. e @=-RET +RIT+:7..

2 - Etudions le mouvement de la particule dans le référentiel R. Elle subit la force de Lorentz,
F_[ = qF AB= qRBE}?r.

Le PFD donne alors les trois éguations du mouvement par projection dans la base polaire,

-mR6? = gRBO
mRE =0
mi=»0

Question d’analyse 1 - Justifier 'expression de la force de Lorentz.

Question d’analyse 2 - Pourquoi le poids de la particule n'apparait-il pas dans le PFD 7

3 - D’aprés la deuxiéme équation issue du PFD,

=0 donc 8 =cte.

La pulsation cyclotron est par définition la valeur absolue de la vitesse angulaire de la particule. La premiére équation
donne alors

. B
g=-2°

qB
m m

dot w, = 6] =

I Question d'analyse 3 - Quel est le signe de § ? Comment ce signe se manifeste-t-il sur I'allure de la trajectoire 7

4 - Le repére est construit tel que
Ty =vpsing &y + Uy COSq €5

Question d'analyse 4 - En s'appuyant sur un ou deux schéma(s), justifier ['expression de Ty : présence du sin et du
cos, absence de composante sur €.

De plus, a Uinstant initial, la particule se trouve sur I'axe (Oy) : on a donc a cet instant

= - =k -
Er= €y et Eg=—Fx.

I Question d’analyse 5 - Justifier 4 I'aide d'un schéma ce lien entre les deux bases.
On identifie donc

7 = RO (=) + 2F, = R ¥y + 22>
base
= pysing €, + Uy COSa €y
cI

d’ou on déduit

Upsine muysina

Rw,=uvysina donc R

i, gB

I Question d'analyse 6 - Justifier la disparition du signe — devant &, dans ['expression de Ty légendée « base ».

5 - Par définition de la vitesse angulaire, la particule parcourt un cercle en projection dans le plan (Oxy) au bout d’'une
durée T telle que
T . 2m
iy = T soit T= m—r .
Par ailleurs, d’aprés les questions précédentes,
I=ypcosc.
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| Question d’analyse 7 - Etablir explicitement I'expression de .

Ainsi, pendant la durée T, la coordonnée z augmente de z T, d’out

2 i 27R
d=vgcosa X — = 2w cosa— d’ou o= ——.
We sina tana

I Question d’analyse 8 - Expliquer comment apparait le terme R/sina dans le calcul.

0 Exercice 21.4. Mouvement cyclotron en coordonnées cartésiennes % %

[z] Le poids de la particule est négligeable, elle ne subit que la force de Lorentz,

o] [0] [gBo,
Fy=q|o,| A|0| =|—-qBox
v B 0

Les équations du mouvement se déduisent du PFD,

x| _qgB| "
vy = -;'- —Ux
0. 0

@ En projection sur I'axe (Oz).

B =0 donc v, =cte =0 d'otl z =cte

a1l

1
c
Le mouvement a donc intégralement lieu dans le plan z = 0.

E] Par définition de V,

B B
iq—! = q—(ivx —uy)
m m
et d’aprés le PFD
dv
d—T =0, + 10y, = — (v, — ivy)
On a done bien
dy g
= +i—V=
dt !

E Les solutions de cette équation sont de la forme

Vit) = Aexp (—1Er]
- - ]

avec d l'instant initial
Vit=0) T_ A=wm+ix0
expr

f—

d’ol

_ 38
¥in -uuexp( 'mt) .

En intégrant une deuxiéme fois,

B B
X(t) = = g [—iq—r) AU P (—1q—r) f A
- igh m - qf m -
A Uinstant initial,
]

Xi(t=0) = im0 L 4" = ¢
= 1 gB T 1
expr a
d'od
y:p:i% exp [—iijr)—ll .
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E] Par définition de X,

98, 1) = _ o,
x(t) =ReX(t) = qB sm(m ) et y(t) =Im X(t) P

R

Par I'identité trigonométrique fondamentale,
() = (B (3] =(2)-(3)
m qB
s (e 53] - (53] -

On reconnait alors I'équation cartésienne d’un cercle de rayon

ce qui permet d’identifier

mauy
Re = —
gl B
et dont le centre Q a pour coordonnées
mug
xq =0 et = —
Q Ya B

Rappelons que I'équation cartésienne d’un cercle de centre Q et de rayon R s’écrit
(x-xa)’ +(y-ya)* = R.

Le signe de la charge q n’étant pas précisé jusqu’a présent, il ne faut pas oublier la valeur absolue dans
I'expression de rayon.

E] Voir figure 6. Si ¢ > 0 alors le centre du cercle trajectoire se trouve a une ordonnée yo < 0, et inversement
sig > 0.

y

casq >0

Figure 6 — Trajectoire cyclotron.

On constate que les trajectoires tracées sont bien str cohérentes avec la force de Lorentz a l'instant initial,
?L(f =0) = qOOAB‘—qt)l)BCy

qui indique si la particule doit étre déviée vers le haut ou le bas sur le schéma.
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Mouvements dans un champs électrique et magnétique

0 Exercice 21.5. Spectrométrie de masse %

EI Les protéines sont chargées positivement. Pour les accélérer, le champ électrique doit donc étre dirigé de P

vers P, et comme E=- gr_adh V,il faut donc que la plaque P, soit portée a un potentiel inférieur a la plaque P,.

L’ion n’est soumis qu'a la force de Lorentz électrique, qui dérive de I'énergie potentielle E,. = zeV ou V' est
le potentiel électrique. Ainsi, son énergie mécanique est conservée, soit en I'exprimant entre les plaques P, ot la
vitesse est nulle et P,

0+zeV(P) = %m v’ +ze V(D)

émﬂz :zEIV{P]_] - V{PZ}]
\/ﬁ
ﬂ:
m

- -
IE' Dans la zone de séparation, I'ion n’est soumis qu'a la force de Lorentz magnétique Fg = ze 7 A B. Comme elle

est orthogonale a la vitesse, alors sa puissance est nulle, et d’apreés le théoréme de la puissance cinétique,

dE.
dt

Le mouvement de I'ion est bien uniforme.

=0 donc E. =cte.

La trajectoire étant circulaire plane, on la décrit dans la base de Frénet.

-r - . dﬂ =n ﬂz = =-r
ma = F soit m EEH-EE" =qguBey
On déduit de la projection sur €,
mo
R=—.
zeB

En remplacant o par son expression,

m 2zel 2mU
R=— soit R= -”l )
zeB m zeB?

L’abscisse y de détection est égale a 2K. On en déduit la masse d'une protéine de charge ze,

RZB? REB?
m= e d'ou M= ¢
2U 2U

Les deux mesures pour z = 1 et 2 conduisent &4 une masse molaire de 1,3kg - mol .

Na

Cette valeur est élevée, mais les protéines sont des grosses molécules : une protéine moyenne compte
typiquement 200 acides aminés, formés eux-mémes de quinze d vingt atomes différents.
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0 Exercice 21.6. Cyclotron %

# Systéme : un proton;
» Référentiel : terrestre, supposé galiléen;

* Bilan des forces : le proton n'est soumis qu’a la force de Lorentz (qui différe en fonction des zones), devant
laquelle le poids est négligeable.

Dans un dee, seul un champ magnétique est présent. La force de Lorentz exprimée dans la base de Frénet s’écrit

F|_=EE+ eﬁ'ngzeaF;ABF} soit FL=QUB?R.
Y a
b
@R
Dy [ | Dy

Figure 7 - Cyclotron.

1l faut savoir que la force de Lorentz est forcément dirigée vers l'intérieur de la courbure de la trajectoire
lorsqu’elle est la seule mise en jeu, et donc portée par €. Le retrouver a chaque fois est fastidieux, et
souvent source d erreur.

D’apres le PFD,

do, o, -
m Ee,+ien =quBe,

5 N = - » £ s TR | 3
La projection sur €; montre que le mouvement est uniforme a la vitesse o, celle sur €, conduit a I'expression du
rayon R :

mu

R=—
eb

La trajectoire dans un dee est un demi-cercle de longueur xR, parcourue en un temps

TR mm
AM=—=—=22ns.
U eB

On remarque que At ne dépend pas de la vitesse du proton, mais seulement du champ appliqueé au dee.

@ Pour que le proton soit accéléré de facon optimale a chaque passage entre les dees, il faut que la force électrique
qu'il subit soit alternativement orientée selon + iy lorsqu’il passe de [z 4 D et selon — u lorsqu’il passe de D,
a ;. En négligeant le temps de passage dans I'espace entre les dees (a < rR). il faut donc qu'une demi-période de
la tension appliquée soit égale a At, soit pour la période

2mm eB
T =2A= — t
eB € f

=23MHz.

- 2mrm

Utiliser une tension harmonique plutét qu'une tension créneau a l'intérét de regrouper tous les protons pour que
leur passage dans les dees soit en phase avec la tension, ce qui permet aux impulsions du faiscean d’étre plus
puissantes. De plus, en pratique, une tension créneau requiert beaucoup d’harmoniques qu'il peut ne pas étre
simple d'imposer a de telles fréquences.

Appliquons le TEM au proton entre la sortie d'un dee et I'entrée de I'autre. On suppose que lors de ce passage
la tension est maximum et constante : a <= 7R donc le temps de vol dans l'espace entre les dees est négligeable
devant la durée passée dans un dee. Ainsi,

2 _ 1 2 . 1 2 1 2
Emﬂ"“ +elz= Emﬂn +eV) soit Emﬂn"_l + Emnn =eln.
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En raisonnant par récurrence, on obtient

1 1 1 el
Emﬂf - Emﬂnz = Emﬂ”z =nely, soit o, = 1}%
2nel, nml/.
Ry= M 2eUn g, = [20mUn
el m Ble

EI L’énergie cinétique du proton en sortie du cyclotron s’écrit

soit

RIe*B? . \2mE, .eB
E..= Emﬂs = 2— d'on R,=— 435cm.
m =

On en déduit également le nombre de passages par la zone accélératrice,

- EC.E
E.s =Nely soit N=—= =400,
elln
et comme un tour compte deux passages dans la zone séparant les dees, on en déduit que le proton a parcouru
200 tours dans le cyclotron avant d’en sortir.

En pratique, I'approximation de tension constante et maximale lors de la traversée de la zone séparant
les dees est trés optimiste, et le nombre de tours nécessaires pour atteindre 'énergie voulue est en réalité
supérieur d notre estimation, mais reste de l'ordre de quelques centaines.
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