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Rotation d’un solide autour d’un axe fixe

0 Exercice 27.1. Moteur électrique % (Théoréme du moment cinétique)

1) En appliquant le théoréme du moment cinétique au rotor du moteur :

o i +r
dt_ 0 e d

do
]E+lw=l"0+¢U

-—) = —-

—+
dt | ]
2) La solution de I'équation du mouvement en régime permanent est (avec ,, = £):

2 Iy + U Iy + ¢U
iy Bt I

On en déduit la tension d’alimentation :

V=—"%

3) Le régime transitoire dure environ 5 fois le temps caractéristique avec 7 = % :

tf ~57= 5%

0 Exercice 27.2. Volant d’inertie %% (Théoréme du moment cinétique, oscillations forcées)

La puissance fournie au systéme par le couple de frottement vaut

Pr=Tow=—aw”.

Comme il s’agit d'un couple de frottement, alors forcément P < 0 donc a > 0.

@ L’équation différentielle se déduit du théoréme du moment cinétique.
> Systéme : rotor, solide de moment d’inertie J par rapport a ’axe de rotation;
» Référentiel : lié au stator, donc probablement le référentiel terrestre, et en tous cas un référentiel galiléen;
» Bilan des actions mécaniques :
— Couple moteur Iy ;
— Couple de frottement [} = —aw.
D’aprés le théoréme du moment cinétique,

de [
-5, —lo—aw,
dt
ce qui se met sous forme canonique
dew 1 Tg f
—+-w=— avec T="=.
dt 1 T a

Le second membre de cette équation est constant, donc on peut chercher une solution particuliére constante éga-
lement,

Do = — =

J

Tru Fﬂ
o .

TD n°27 - Mécanique : Mécanique des solides - PTSI
Page 1/6



TD n°27 - Mécanique : Mécanique des solides PTSI

Physiquement, w,, correspond & la vitesse de rotation une fois le régime permanent atteint. Ainsi,
w)=Ke "+ 0.

La constante K se trouve a partir de la condition initiale «(0) = 0, d’ott

@) = o (1 - e_”r) ;

En prenant en compte le couple de vibration, I'équation différentielle s’écrit

d 1 1 d 1
9 o= — oy + Y cos(Qt) d'on Y Cu= K|:03(§2t}.
dt T 7 dt r J

Cherchons maintenant la réponse au forcage harmonique, solution particuliére de I’équation différentielle ne pre-
nant en compte que le forcage harmonique,

du 1 Y
i + U= } cos(Qt)

La représentation complexe est la méthode naturelle pour trouver cette solution. Posons u = A e? /¥, 1’équation
différentielle donne alors

iQu+ o e

=Y ot - ‘0Ae® 4+ Laer =¥ ot -
g—jej soit  jQA€ +rA£_-J =7 don A€ = Ja+5a0

=

Remplacons 1 par J/a et déterminons I'amplitude A a partir du module,

1 Yi Y
A= | —&— soit A=z —— |
0l
J 1+JQE ,,‘524_92}2

Le second membre, le forcage, est la somme d’un terme constant et d'un terme sinusoidal. Comme ['équa-
tion différentielle est linéaire, alors d’aprés le principe de superposition la solution particuliére est la
somme des réponses a chaque terme du forcage. On peut donc traiter séparément les deux termes, cher-
cher une solution particuliére pour chacun, et les sommer.

E Ajouter a la machine tournante un anneau de masse élevée et de grand rayon augmente considérablement
son moment d’inertie. Comme on peut le voir sur 'expression obtenue a la question précédente, augmenter le
moment d’'inertie permet de diminuer ’amplitude des variations de vitesse angulaire : un volant d’inertie permet
donc de stabiliser la vitesse angulaire de rotation de la machine tournante. En contre-partie, augmenter le
moment d’inertie a aussi pour effet d’augmenter la durée des régimes transitoires avant que la vitesse angulaire
n’atteigne sa valeur stationnaire de consigne.

0 Exercice 27.3. Pendule lesté Y% (Pendule pensant, théoréeme du moment cinétique)

La tige a un mouvement de rotation autour de l’axe z. Comme il s’agit d'un solide, I'équation du mouvement
s’obtient par le théoréme du moment cinétique scalaire autour de I'axe Oz.

® Systéme : tige ef masses.
» Référentiel : terrestre, qui est galiléen en bonne approximation pour un tel mouvement.
® Repérage : polaire de centre O;

¢ Bilan des actions mécaniques :
> le contact entre la tige et le bati est modélisé par une liaison pivot, qu'on suppose implicitement parfaite donc
de moment
M (liaison) = 0;

> Lorsque # > 0, le poids P de M, fait tourner la tige en sens indirecte et a un bras de levier
L
by = —sinf
2

d’ol1 un moment L
MZ(I_J)I) = —mg x 2 sin
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= De méme,
Mz(P32) = —mgLsiné.

Le moment du poids peut également se retrouver par projection et calcul du produit vectoriel :

Mz(?l) = [mh m?] : ?z

L—} — . — —
Eernm(gcasﬁer—gsm@es) -8y

L — — —
=—%sin9[erﬁ\ egl - ez
— mgL sin #
Mz(Pﬂ:—gT

Nhésitez pas a privilégier cette approche si vous n’étes pas a l'aise avec le bras de levier.

e Théoréme du moment cinétique : par additivité du moment cinétique, le moment cinétique du systéme est la
somme des moments cinétiques de ses constituants, soit

. . . I K . 5 .
L =10+ L0+ jtige 0= m—g +mL*0 = —mL?*6
4 4
négl

Aucun moment d’inertie n'est @ connaitre, mais franchement dans le cas d'une masse ponctuelle retenir

gue J = mr? est beaucoup plus rapide que de recalculer le moment cinétique par projection ... ce qui reste
néanmoins possible. Par exemple, pour la masse M, dont le mouvement est circulaire,

= — -y — — L—} L'—» —
Lz,M1fﬂ = LO,M.,.‘R' Uy = (mOMl A UMl) c Uz :m(E e N Eeug) c Uy

ce qui conduit bien au résultat.

D’aprés le TMC,

3

dL. = Mz{l_fl) + MZ{I_J)z) soit Zmng = —gmgL sin @

dt

ce qui donne en simplifiant

§+§sin9:0
5L

Par application de la définition,

—_— —_— ——— — s . 3 s
2mOG =mOM; + mOM,; soit 0G = L, d'olt oG = EL Uy .

Appliquons le théoréme du moment cinétique a ce nouveau systéme, un point matériel G de masse 2m situé a
distance 3L /4 de I'axe maintenu par une tige rigide de moment d’inertie négligeable en liaison pivot parfaite autour
de (Oz). Son poids a pour moment

- 3L
M (P) =-2mgx s sin @,
et son moment cinétique par rapport a 'axe z vaut

9L? . o9mL? .
L.c=2mx —0 = .
=G = 4M X 76 8

D’aprés le théoréme du moment cinétique,

9mL? . 3 .
- 68 =—-mgLsinf soit 9+ﬁsin9=0
8 2 3L

On n’aboutit pas 4 la méme équation du mouvement, ce qui signifique que les deux systémes ne sont pas équi-
valents.

La conclusion a retenir que la dynamique d’un solide en rotation n’est pas donnée par celle d’un point
matériel situé en son centre d'inertie. C'est une différence importante avec un solide translation, pour
lequel on aurait obtenu la méme équation avec les deux modéles.
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0 Exercice 27.4. Régulateur d’Archereau-Foucault % % (Théoréme du moment cinétique)

Toute |'étude est menée dans le référentiel terrestre, supposé galiléen en trés bonne approximation.
|I| Comme le fil est inextensible et tendu, aussi bien sur la partie « libre » que sur la partie enroulée, alors tous
les points du fil ont la méme vitesse instantanée. Raisonnons par exemple sur la descente du contrepoids. Les

points du fil enroulés sur le cylindre sont en mouvement circulaire a vitesse angulaire # = @ > 0, leur vitesse vaut
donc Rew > 0. Les autres points du fil se trouvant sur la partie tendu se déplacent vers le bas a la vitesse z > 0 du

contrepoids. Ainsi,

—
El Considérons comme systéme le point matériel P. 1l est soumis 4 son poids m§ et 4 la force de tension du fil T,
verticale et vers le haut. D’apreés le PFD,

— — o 4 3 =4 —
mie,=mge,+T d'out T'=m(i-g)e,.
— —
Comme le fil est supposé idéal et tendu, alors il transmet parfaitement la force et exerce en I une force T = -T" de
méme norme mais de sens opposé. Ainsi,
=g ay —F
T=m(g—%)e,

E Raisonnons sur le cylindre, solide de moment d’inertie J.. Les actions mécaniques qu'il subit sont
+ les frottements avec 1'air, qui exercent un couple Iy = —Aw:
e la force ?, de bras de levier R, a un moment non nul qui vaut +TR car elle tend a faire tourner le cylindre
dans le sens direct,
e la liaison pivot et le poids du cylindre exercent tous les deux un moment nul par rapport a I'axe Ox car leur
droite d’action (Oz) coupe I'axe (Ox).
D’aprés le théoréme du moment cinétique

d
jxd—‘: = —dw +m(g - %R
Or d’apreés la premiére question £ = R, donc
de 5 dow
[ — = —Aw + mgR — mR* —
o g dr

ce qui conduit a

d
(j,.+mRJ)d—‘;'+Aw=ng.

E Ecrite sous forme canonique, cette équation devient
dw A mgR
—-— + Z 0= 7
dt  J.+mR Jx + mR

faisant apparaitre un temps caractéristique

_ e+ mR®
==
Comme le forcage est constant, une solution particuliére est donnée par
et la forme générale des solutions est r

w(t)=Ae "4 iy,
ol la constante A se détermine a partir des conditions initiales. Au bout d'une durée de l'ordre de 57, la vitesse
de rotation devient donc pratiquement égale a e, : le dispositif permet de réguler la vitesse de rotation du
cylindre.
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Energie en rotation

0 Exercice 27.5. Lancer d’une toupie % (Théoréme de I’énergie cinétique)

Commengons par un schéma de la toupie en vue de dessus pour fixer les notations, figure 3. En toute rigueur,
la force F est appliquée au fil entourant la toupie, mais en supposant celui-ci parfait (inextensible), cette force se
retrouve au point I.

sens de
rotation

Figure 3 — Schéma de la toupie vue de dessus.

R d
Comme on peut le constater sur le schéma, la force F est tangente a la toupie, appliquée en un point situé a
distance R de I'axe de rotation. Comme elle tend i faire tourner la toupie en sens direct autour de I'axe de rotation A,

@ La toupie est soumise 4 son poids, qui ne travaille pas car son altitude reste constante, 4 la force de réaction du

son moment vaut donc

sol qui ne travaille pas non plus car son point d’application (la pointe de la toupie) est immobile, et & la force F
dont la puissance a été calculée a la question précédente. D’apres le théoréme de I'énergie cinétique appliqué dans
le référentiel terrestre,
dE.
dt

d 1. . -
=E(§jmd]=?’[F don Jwéd=FRw

ce qui donne finalement pour I'accélération angulaire

Bien sir, le théoréme du moment cinétique méme également au résultat.

E Comme la question concerne la vitesse 4 un instant donné seulement, il faut privilégier la loi intégrale de
I'énergie cinétique, .
Ec‘l' - Er_'.i = Wil F]

Le travail de F peut se calculer par exemple a partir de I'expression de la puissance. Comme P = FRw ol w est la
vitesse angulaire, alors on en déduit le travail élémentaire

dW =Pdt = FRwdt = FRd#A.
En intégrant ce travail élémentaire sur les quatre tours, on trouve
Wi F) =FR(4 x 27),

d’ot finalement

1 . 32nF
Ejmfz—ﬁzﬁﬂ:FR et W= 4| ——.

TD n°27 - Mécanique : Mécanique des solides - PTSI
Page 5/6



TD n°27 - Mécanique : Mécanique des solides PTSI |

0 Exercice 27.6. la physique du patinage artistique % % (Systéme déformable, forces intérieures)
1. On applique le TMC scalaire & la patineuse, de moment d’inertie .J par rapport & son axe de rotation A :

dL ,

d_tA =M,(poids ) =0 dou La= cste
Remarque : les moments des actions internes au systéme (I’action des bras par exemple) se compensent et
n’apparaissent jamais dans le TMC. Seules les actions externes sont a prendre en compte.
Initialement, L; = Jyw;. Dans Iétat final, Ly = Jow,. D’aprés la conservation précédente, on a alors

Jiwy = Jows | D’apres le théoreme de 'énergie cinétique, on a :

1 1 1 1 1
Agc = §JQUJS — Ele% = §J1w1w2 - 51]1(.4)? = §J1LL)1 (wz *wl)

AN : on trouve A&, = 144 J. Cette augmentation d’énergie cinétique provient de la puissance non nulle des
actions internes au systéme (ramener les bras le long du corps nécessite un effort) : d’aprés le TEC appliqué
a la patineuse en prenant en compte le travail des actions intérieures, on a :

AE. = W( poids ) + W( bras + jambes ) = W( bras + jambes )

Ainsi, la variation d’énergie cinétique calculée plus haut est directement égale au travail que
doit effectuer la patineuse pour ramener ses bras et ses jambes prés d’elle, a savoir 144 J .
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