Lycée Saint-Stanislas (Nantes) Sciences de I'ingénieur Cours - Séq.5

Séquence 5

Modéliser cinématiquement un ensemble mécanique

Objectif de la séquence

La méthode de calcul de la vitesse et 'accélération d’'un point par rapport a un solide a été vue précédem-
ment. Les points étaient alors définis a partir de leur position, d'une facon purement géométrique. Dans ce
cours nous identifierons les limites de la définition géométrique des points. Nous nous donnerons ensuite
des outils adaptés a 'étude de la cinématique des solides et notamment a la description des mouvements
autorisés par les liaisons normalisées.
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1 Torseurs cinématiques

1.1 Limite de la définition géométrique des points

FIGURE I - Trajectoire d’'un point de la roue avant de la moto par rapport au sol et étude de la vitesse du point de
contact.

Lobservation de la trajectoire d’'un point de la roue avant de la moto montre que la vitesse de celui-ci est nulle
au moment ol il est en contact avec le sol L. Or, le point de contact, situé toujours a la verticale du centre de la
roue avance a la méme vitesse que la moto : sa vitesse par rapport au sol est donc non nulle. On peut également
s'intéresser a la vitesse du point du sol qui est en contact avec la roue a ce méme instant : sa vitesse par rapport au
sol est forcément nulle, puisque le point en question est fixe par rapport au sol par définition.

1.2 Notion de point appartenant a un solide

La définition d'un point par sa position dans I'espace est donc insuffisante pour décrire la vitesse des points
matériels (point de la roue ou du sol) qui sont a un instant donné coincidents avec des points géométriques parti-
culiers (point de contact).

'A savoir
On distingue les points géométriques, définis uniquement par leur position dans I'espace, des points ap-

partenant a un solide (ou fixes par rapport a un solide ou matériellement/naturellement liés a un solide)
dont le mouvement est directement lié a celui du solide.

On note habituellement cette appartenance avec le signe €.

1. Sa direction est de plus en plus proche de la verticale lorsque l'instant du contact approche mais sa norme est de plus en plus petite
jusqu’a ce qu’elle s’annule.
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Si on note A le centre de la roue de rayon R, M le point de contact entre la roue et le sol et Z ¢ la verticale
ascendante, alors on distinguera
« M, le point géométrique défini par AM = —RZy;
e M eroue, le point appartenant a la roue et coincidant avec le point géométrique de contact entre la roue et
le sol, M, a un instant donné;

e M € sol, le point appartenant au sol et coincidant avec le point géométrique de contact entre la roue et le sol,
M, aun instant donné;

Bien que ces trois points aient a un instant donné la méme position dans I’espace, ils n'ont a priori pas la méme
vitesse (méme a I'instant ot ils sont coincidents dans I'espace) et leur trajectoire par rapport au sol est différente.

1.3 Notion de champ scalaire et vectoriel

A savoir
On appelle champ scalaire une application associant a chaque point du plan ou de 'espace une valeur sca-
laire (ici, un réel).

La carte des reliefs est une représentation d'un champ scalaire : I'altitude. A chaque point du plan est associée
l'altitude en ce point. La carte des prévisions de température en France diffusée quotidiennement est également
un exemple de champ scalaire : a chaque point du plan est associée la valeur de la température en ce point. On
pourrait également définir le champ des températures a différentes altitudes; on aurait alors un champ scalaire
défini dans 'espace.

A savoir
On définit un champ vectoriel comme une application du plan ou de I'espace qui associe a chaque point un
vecteur.

La carte de la vitesse de I'air est un exemple de champ vectoriel en deux dimensions.
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FIGURE 2 — Champ scalaire d'altitude (a gauche) et de température (au centre) et champ vectoriel de vitesse du vent
(a droite).

Un champ vectoriel qui nous intéresse particulierement est le champ des vitesses d'un solide par rapport a un
autre. Déterminons ses caractéristiques.
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1.4 Champ vectoriel des vitesses d’'un solide indéformable

On s’intéresse a un solide . supposé indéformable et a deux points A et B fixes par rapport a ce solide. Ces
points sont parfois notés Ac et Be» pour expliciter leur nature matérielle.
Lindéformabilité se traduit par

|Ae.» Bes |l = cte

Or, ||Ac.# Be.s 1% = Ac #Bey - Ac # Be» par définition. La condition d’indéformabilité implique donc, en dérivant?
I'expression précédente par rapport au temps et par rapport a une base %, quelconque, par

dAc#B dAc#B
AcyBey — |+ =52 AcyBey =0
930 %0
Par symétrie du produit scalaire on déduit
dAc#B
AcsBes - % =0
Zl)
Soit O l'origine d'un repére %, = (O, %), alors
dAc By _ dOBc o dOAco
dr % de %o dr %,

Ces grandeurs sont les vitesses par rapport a % des points matériels Ac & et Bc», que I'on note

dOB — doA .
2 SV BeSIR) et —ZL| =V(AeLIR)
dr dr
PBo %o

On déduit finalement que, pour A et B appartenant a . indéformable

AcyBey - (‘7(3 €S I1Ro) -V (A€ 50/920)) =0
Le vecteur AB est par nature le méme a un instant donné que Ac « Be.s, donc

E-(V(B €S IRy~ V(Ae y/gzo)) -0

ou encore
AB-V(Be SIR) = AB- V(A€ 1 %Ry)

Pour aller plus loin

§ Le champ vectoriel des vitesses d'un solide indéformable est dit équiprojectif : 1a projection de ce champ sur
un vecteur liant deux points est la méme en ces deux points.

Remarque

Ceci se traduit naturellement dans des cas particuliers. Par exemple, sila vitesse de A est nulle, alors la vitesse
de B est orthogonale a (AB) pour assurer I'indéformabilité du solide. Par ailleurs, si les deux vitesses sont de
direction (AB), elles sont forcément égales comme pour un train avancant en ligne droite.

<l

du - —d . - =
“T+7-——| endérivantles vecteurs U et 7 en supposant une méme
dr (g, dr (g

- = d . _
2. La dérivée du produit scalaire u - v vaut a(w V)=

base 4 fixe.
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1.5 Torseur cinématique

La relation AB - (\7(3 € L1 R) - V(A eS|/ 920)) = 0 implique I'existence d'un vecteur, le vecteur taux de rota-

tion de . par rapport a %, noté Q (¥ /%), permettant d’exprimer la vitesse d'un point matériel en fonction de la
vitesse d'un autre point appartenant au méme solide :

'A savoir

Formule de Varignon (ou formule de changement de point)

V(BeFIRo) = V(A LIRy) + Q(F1Bo) A AB

Remarque

Pour décrire le champ des vitesses des points d'un solide indéformable par rapport a un référentiel, il suffit
alors de donner la vitesse en un point quelconque, la position du point et le vecteur taux de rotation.

A savoir
Lensemble du champ de vecteurs vitesse d'un solide indéformable .% par rapport a un repére % est appellé

torseur cinématique du solide . par rapport au repere 0 et se note {7{5,, 1980 (-

'A savoir
Pour caractériser un torseur cinématique, on indique entre accolades : en haut le vecteur taux de rotation
et en bas le vecteur vitesse en un point. A I'extérieur des accolades et en indice, on précise le point choisi
pour exprimer la vitesse.
Q(SL1%)
Vonk=1 <
VIMeZIR) |,

Il est également possible de noter un torseur a partir des composantes des deux vecteurs qui le composent
exprimées dans une certaine base. Par exemple, si on se donne une base 4 = (¥,7,Z) et si
QS By) =wiX +wy Y +0.Z et V(M e FIRo) = Vmx X + Vry ¥ + Va2 2, alors on peut noter

g w Vi
Q(SF1%By) x oMx
{Vy/@ } i =1 oy Vuy
0 V(IMeSLIRy)
M w; Vumg M. %
Le vecteur taux de rotation s’écrit sur la colonne de gauche. La vitesse du point choisi (ici M) s’écrit sur
lacolonne droite. Il faut également préciser la base d’expression des vecteurs du torseur.
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&Attention !

Un méme torseur cinématique a une infinité d’écritures possibles puisqu’il est possible d’écrire la vitesse en
n’'importe quel point : le vecteur taux de rotation sera toujours le méme (on dira qu’il s’agit d'un invariant
du torseur, en particulier de son invariant vectoriel) mais le point d’expression de la vitesse, et donc celle-ci,
est arbitraire.

8 Pour aller plus loin

11 existe une autre grandeur qui est constante quel que soit le point d’expression du torseur et qui constitue
une autre invariant, dit invariant scalaire :

QS By)- V(MeLIRy) = cte

En effet la valeur de ce scalaire est indépendante du choix du point M comme on peut le prouver en appli-
quant la formule de Varignon.
(preuve a faire en exercice pour les plus motivés)

&Attention !

Le torseur cinématique d'un solide par rapport a un autre fournit toute 'information sur le mouvement
d’un solide par rapport a l'autre : connaitre le torseur cinématique entre deux solides est équivalent a
connaitre la vitesse de chacun des points de 'un des solides par rapport a I’autre.

8 8 Pour aller bien plus loin s

Remarques sur 'accélération

11 est également possible de définir le champ des accélérations des points d'un solide par rapport a un autre.
En revanche, le champ des accélérations n’est pas équiprojectif et ne peut donc pas s’écrire sous la forme
d’un torseur. La relation liant ’accélération des points d'un solide est

- - dQ(#/ %
T(Be S IRy =T (A€ FIRo) + %

ANAB+ Q(F1Bo) A (5(5ﬂ/@0) A E)
0
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2 Modélisation des liaisons et torseurs cinématiques associés

2.1 Modélisation des liaisons

A savoir
Une liaison mécanique est le résultat d'un contact entre deux solides qui conduit a une contrainte de mou-
vement de I'un par rapport a 'autre.

Par exemple, lorsque deux surfaces cylindriques (I'une intérieur et 'autre extérieur) appartenant a deux solides
sont en contact, les seuls mouvements possibles de 'un par rapport a 'autre sont une rotation autour de I'axe des
cylindres et une translation de direction celle de I'axe. Cette liaison est appelée pivot-glissant et est donc caracté-
risée par un axe. Le diametre des cylindres importe peu : les mouvements possibles entre les solides ne dépendent
que de la position de I'axe. Si on se donne un repere (4, X, y, z) tel que (AX) est 'axe de la liaison, on pourra dire
que la liaison autorise la translation de direction X, souvent abrégée T etla rotation autour de ¥, souvent abrégée
R,.

Méthode a conaitre

L'analyse des surfaces en contact entre des solides ou des contraintes de mouvement entre eux permet de
déterminer la nature de la liaison et ses caractéristiques.

Le tableau 1 (en fin de polycopié) regroupe les liaisons normalisées a connaitre (le dessin 3D est donné a titre
indicatif).

2.2 Torseurs cinématiques associés aux liaisons

La présence d’'une liaison entre deux soldies peut se traduire par une contrainte sur la forme que peut avoir le
champ des vecteurs vitesse de I'un des solides par rapport a I’autre, c’est-a-dire, le torseur cinématique de I'un par
rapport a 'autre. Par souci de simplicité, on dit qu’il s’agit du torseur cinématique de la liaison.

Intéressons-nous a la forme du torseur cinématiques d'un solide (2) par rapport a un solide (1).

2.2.1 Liaison libre

'A savoir
En I'absence de liaison, aussi appelé liaison libre, le torseur cinématique de (2) par rapport a (1) {7/2 /1} est

quelconque. On peut écrire que sa forme générale, dans une base 98 quelconque et exprimé en un point M
quelconque est

wy  Vumx
{ont={ wy Vay
w; Vumg

M,

2.2.2 Liaison encastrement

YA savoir
Si les deux solides sont fixes 'un par rapport a I'autre, on dit qu’il y a une liaison encastrement et le torseur
cinématique de (2) par rapport a (1) est nul (toutes les vitesses de (2) par rapport a (1) sont nulles) :

0 0
{7/2/1}= 00
0 0

M, B

Lexpression du torseur nul est indépendant du point d’expression et est noté simplement {0}.
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2.2.3 Autres liaisons

La présence d’une liaison pivot d’axe O'X impliquera que seule la rotation d’axe O'X sera autorisée. Autrement
dit, en écrivant le torseur en A et I'exprimant dans une base (75,7, Z), tous les mouvements élementaires autres

wy 0
que Ry seront empéchés et donc la composante correspondante du torseur nulle : {%,,,} = 0 0
0

0,(,7,7)
Cette expression traduit que la laison pivot entre (1) et (2) autorise la rotation autour de OX mais empéche les
autres mouvements.

Remarque

Evidemment, les deux solides peuvent rester immobiles I'un par raport a 'autre et donc avoir w, = 0. Cette
approche permet d’exprimer la forme possible du torseur cinématique de la liaison et non I'expression
exacte. La présence d'une liaison pivot entre une porte et un mur n'impose pas la vitesse de fermeture de
celle-ci.

8 8 Pour aller bien plus loin %

Lensemble des torseurs (muni des opérations somme et produit externe) est un espace vectoriel de dimen-
sion 6: il y a au plus six mouvements élémentaires posssibles (trois rotations et trois translations) qui consti-
tuent une base de cet espace. Un torseur donné se caractérise par sa projection dans chacun des éléments de
cette base, donc par I'amplitude de chacun de ces mouvements élémentaires (vitesse de translation suivant
X,y et Z et taux de rotation suivant X, y et z).

La présence d’une liaison revient a restreindre la dimension de cet espace vectoriel en imposant un certain
nombre de projections dans cette base des torseurs comme étant nulles.

Revenons a I'expression du torseur cinématique d'une
liaison pivot d’axe (OX) entre un solide (1) et un solide (2) :

wy, 0
{ant={ 0 o0
0 0Jozym
La forme® de ce torseur cinématique donnée ci-dessus
n’est valable que pour un point de I'axe.

—
z 1
2
N —
X y

0A = ay,alors V(A€2/1) = V(O €2/1)+QR/N)AOA= FiGure 3 - Assemblage autorisant uniquement la
0 +wy X Aay = awy Z . Ainsi, le torseur cinématique {%,,,}  rotation de I'arbre (2) par rapport a l'alésage (1) au-

En un point n’appartenant pas a I'axe, I'expression du
méme torseur sera différente. Par exemple, si on se donne
un point A a la surface de I'arbre de la figure 3 (haut) tel que

peut également s’écrire tour de l'axe de l'arbre (en haut) et modélisation
de l'assemblage sous forme de schéma cinématique
= wy 0 comportant une liaison pivot (en bas).
=4 L L2 0 o
2157 qw.Z =
* A 0 aw -
*TAGRY D

3. Composantes nulles du torseur
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'A savoir
On préfere toujours exprimer les torseurs cinématiques sous leur forme la plus compacte, en choisissant
un point pertinent. Sous leur forme la plus compacte, on peut identifier les mouvements autorisés par la
liaison : chaque composante de la vitesse de rotation (a gauche) traduit ’autorisation d’'une rotation autour
d’'un axe et chaque composante de la vitesse (a droite) traduit I’autorisation d'une translation suivant une
direction.

2.3 Mouvements plans

Lorsque la vitesse de tous les points d'un solide par rapport a un autre appartiennent a un méme plan (I'une
des composantes est toujours nulle), alors on peut affirmer que le vecteur taux de rotation est porté par le vecteur
normal a ce plan. Dans ce cas, le mouvement est qualifié de plan. On précise alors le vecteur normal au plan.

8 Pour aller plus loin

La réciproque n’est pas vraie : que le vecteur taux de rotation soit porté par un vecteur unitaire particulier
n’'a aucune implication directe sur la direction des vitesses, comme dans le cas du vol d'un Frisbee ou d'un
ballon de rugby.

YA savoir

Sous I'hypothése de mouvement plan, certaines composantes des torseurs cinématiques sont forcément
nulles. Prenons par exemple un mouvement plan de normale Zz . La composante suivant z des vitesses est
forcément nulle. De plus, les vitesses de rotation autour de X et de y sont également nulles car elles sont &
l'origine de vitesses portées par z.

Wy  Vmx
(Uy VMy ~y
0z Yz Ty M,(%,7,7)

On se place dans le cadre des mouvements plans lorsque le mouvement est effectivement plan du fait des
liaisons existantes dans le mécanismes (que des liaisons pivots d’axes paralléle par exemple) ou lorsqu’on ne s’in-
téresse qu’a une partie du mouvement possible, par exemple parce que les mouvements hors plan sont autorisés
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mais improbables ou sans impact sur le fonctionnement du systéme.

Remarque

Sous I'hypothese de probleme plan, plusieurs liaisons peuvent étre identiques. Par exemple, dans un pro-
bléme plan de normale X, une liaison pivot d’axe porté par X se comporte comme une liaison pivot glissant
de méme axe ou encore comme une liaion rotule de centre appartenant a I’axe.
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3 Liaisons équivalentes

Il n’existe pas toujours des solutions technologiques simples pour réaliser les liaisons voulues par le concepteur.
Dans ce cas, on est amené a réaliser plusieurs liaisons entre les deux mémes solides ou encore a introduire des
piéces intermédiaires au niveau de la liaison. Lobjectif de cette partie est d’étre capable de déterminer la liaison
cinématiquement équivalente a un ensemble de liaisons entre deux solides.

3.1 Liaisons en série

'A savoir
Lorsqu’entre deux solides (0) et (n), il existe n liaisons en série, alors le torseur cinématique de (n) par rapport
a0 {¥l s écrit
éq | _
(Tt = Ganib + Grcainoat + -+ Do+ Pio}

oules {71 / j} sont les torseurs cinématiques de chacune des liaisons. La liaison équivalente regroupe ainsi les
degrés de liberté des différentes liaisons.

Remarque

. 2 éq
Lanotation « éq » dans {Vn 10

cinématique d’'une liaison qui existerait entre les solides (n) et (0) ou encore de la définition méme du torseur
cinématique de (n) par rapport a (0).

} permet de distinguer le torseur cinématique de la liaison équivalente du torseur

Attention !

| Lasomme des torseurs ne peut s’écrire que si tous les torseurs sont exprimés en un méme point.

A. Parrilla Gémez 10 MPSI & PCSI - 2022-2023



Lycée Saint-Stanislas (Nantes) Sciences de I'ingénieur Cours - Séq.5

Liaison équivalente a une sphérique et un appui-plan en série

pistons axiaux barillet

FIGURE 4 - Pompe hydraulique a pistons axiaux (ou a barillet) : modele 3D a gauche et plan d’assemblage en coupe
au milieu. A droite, deux pistons avec leur patin.
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3.2 Liaisons en parallele

'A savoir
Lorsque deux solides (1) et (0) ont 7 liaisons entre eux, alors le torseur cinématique de la liaison doit tra-
duire I'ensemble des contraintes cinématiques imposées par chacune des liaisons. Le torseur cinématique

équivalent de (1) par rapporta (0) {Vle/g} doit donc respecter les égalités
Ui} = i) = Pilog == Doy

ol les {7/1 /’0} sont les torseurs cinématiques de chacune des liaisons.

Remarque

Lanotation « éq » dans {Vﬁg} permet de distinguer le torseur cinématique de la liaison équivalente du torseur

cinématique des n liaisons qui existent entre les solides (1) et (0) ou encore de la définition méme du torseur
cinématique de (1) par rapport a (0).

Attention!

| Légalité des torseurs ne peut s’écrire que si tous les torseurs sont exprimés en un méme point.

Liaison équivalente a deux pivots-glissants en parallele

L4
> & .

FIGURE 5 — Systeme de guidage en translation par double tige.
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Nom Degré Dessin Schéma 3D Schéma 2D Torseur cinématique Position
mobilité {%,,.} point A

Pivot d’axe 1 mobilité A€ axe (OX)

(07%) (Ry) > -

21 { Wy X }
2 e d 0 J,
2 v

Glissiere de 1 mobilité A
direction ¥ (Ty) > quelconque

—_———
<

=

=l =l
—_—
b

Pivot-glissant

2 mobilités

*
l
<] g

A€ axe (Ox)

d’axe (O%) (Rx, Tx) > L o
& % o
“ 4 ré
? y
Hélicoidale 1 mobilité A€ axe (OX)
d’axe (0X) (Ry et Ty v N
2 v z 1 Wx X
couplés) \\@\( 030+ ’_@7 C?{ { Vxﬁ }
A xX ),
N Tx 2
> y
avec Vy = —wy
Rotule a 2 mobilités A= centre O
doigt, centre (Re, R)) how > - _
O, normale ) > { Wx X +0yy }
au plan de 1 % —’©— 0 A
rainurage y, Yo >
direction du
doigt X
Rotule (ou 3 mobilités A = centre O
sphérique) (Rx, Ry, R;) - R - R
de centre O & > { Wx X +tWyy +wWz2 }
) %é/g —C— 0 A
v -
y
Appui-plan 3 mobilités A
de normale (Tx, Ty, R;) 2 > R quelconque
- 25 ke Wz 2
Z ‘ 2 — —
S L _L { ViXx +V,y }
* ; H/% 7 T Vs
X X X 1 N
y
Linéaire 4 mobilités A€ axe (OX)
rectiligne (Ty, Ty, Ry, > _ _
(cylindre- Ry 2 { L“)/xic, +$Z_Z, }
plan) d’axe ﬁ xXtVyY gy
(0%), 2 D
normale Z
Linéaire 4 mobilités A = centre O
annulaire (Tx, Ry, Ry, > _ - N
(spheére- Ry) A2 ({ { Wy X +c‘t;y1 tw, Z }
cylindre) de ﬁ/_ xX A
centre O, X %
d’axe (O%)
Ponctuelle 5 mobilités A= centre O
(sphére-plan) | (T, Ty, Ry, o R _ R
de centre O, Ry, R;) § { WxX +WyY+Wz 2 }
normale z ﬁﬁ Vex +Vyy A

“l
<l

TABLEAU I — Tableau des liaisons normalisées et de leur torseur cinématique.
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