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Séquence 7.1-2

PFS : Equilibre des systémes matériels

Mise en bouche

D
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)
10)
11)
12)
13)

Donner la définition d’'un effort ou action mécanique.

Donner les caractéristiques d'un torseur d’action mécanique et indiquer les unités des différentes grandeurs.
Donner la relation de Varignon pour les torseurs d’action mécanique.

Définir un torseur couple et un torseur glisseur.

Donner la définition d’'une liaison parfaite.

Donner le torseur d’action mécanique associé aux liaisons parfaites normalisées du tableau.

Définir I'équilibre d'un systeme.

Enoncer le principe fondamental de la statique et préciser le nom des deux théorémes vectoriels qui le com-
posent.

Caractériser les torseurs d’action mécanique dans le cas d'un probleme plan.
Enoncer le théoréme de la résultante statique.

Enoncer le théoréme du moment statique.

Donner la forme du torseur d’action mécanique d'un moteur.

Donner la forme du torseur d’action mécanique d'un vérin.
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Entrée

Exercice 1 : Passerelle suspendue de salle de spectacles

De nombreuses salles de spectacles sont concues pour pouvoir accueillir différents types de spectacles. Pour
permettre cette versatilité, ces salles sont équipées de passerelles suspendues sur lesquelles peuvent étre installés
des projecteurs, des éléments du décor, des rideaux etc.

On s’intéresse au dimensionnement en effort des accroches des suspentes au plafond.

Dans un souci de simplification, on décide de modéliser la passerelle (3) comme étant accroché uniquement
a deux suspentes, supposées indéformables. Sa longueur est de IIEII = L =4 m et sa masse vaut M = 200 kg.
Son centre de masse G est tel que AG = %75 La passerelle est censée pouvoir supporter de plus la charge d'un
technicien (masse maximale m = 150 kg) qui peut étre localisée en un point C quelconque de la passerelle. On
notera par ailleurs AC = xc X . Les suspentes, de [ = 2 m de long, sont appelées 1 (entre O et A) et 2 (entre D et B).
Elles sont supposées de masse négligeable. On modélise les liaisons entre les suspentes et le plafond ou la passerelle
par des liaisons sphériques.

On notera :

XOI 0 X13 0
* {Toat=y Yu 0 *{Tist={ Y13 0

Zot 0}y 357 Zi3 0 ) 4357
° {‘O]:)HZ}: Yoo 0 . {3——2%3}2 Yo3 0

Zo2 0 ) p 5% 73 0 ) p57)

Poids de la
passerelle : P,

. o Poids de la charge
(a) Modélisation 30 3 portf_‘r:ch

(non-étudié ici).

Y
(b) Modélisation 21} de la passerelle.

FIGURE I - Passerelle suspendue de salle de spectacles (modélisation 3D et 2D).
Question 1 Faire un graphe de structure du probléme faisant apparaitre la passerelle (qui inclus le technicien) et
les deux suspentes. Y indiquer les actiones mécaniques de la pesanteur.

Question2 Donner la forme des torseurs d’action mécanique de la pesanteur sur la passerelle puis sur le techni-
cien.

Question3  Appliquer le théoréme de la résultante statique a la passerelle en projection sur y .

Question 4 Appliquer le théoréme du moment statique en A a la passerelle en projection sur z .

A. Parrilla Gémez 2 MPSI & PCSI - 2025-2026



Lycée Saint-Stanislas (Nantes) Sciences de I'ingénieur TD -Séq. 7.1-2

Question5 En déduire Y3 et Ya3 en fonction de x¢. En déduire la valeur maximale de ces efforts.

On souhaite a présent essayer deux autres démarches permettant a priori d'obtenir le méme résultat.
Question* 6 Appliquer le théoréme du moment statique en B  la passerelle en projection sur z.

Question*7 A partir des équilibres issus du théoréme de la résulante statique et du théoréme du moment statique
en B, déterminer Yi3 et Yo3.

Question* 8 Faire de méme en appliquant le théoréme du moment statique en G et le théoréme de la résultante
statique.

On souhaite a présent prouver que seules les composantes Y;; sont non nulles (dont les X;; sont nuls).
Question*9 Isoler la suspente 1 et appliquer le principe fondamental de la statique en O.
Question* 10 En déduire X;3 et Z;3.
Question* 11 En déduire ensuite Xp; et Zy;.

Question 12 Généraliser le résultat aux autres liaisons.

On souhaite conclure sur les efforts d’accroche des suspentes au plafond.

Question 13 Isoler la suspente 1 et déterminer 1'équation scalaire utile pour déterminer Yy;. A défaut, écrire
'ensemble du PFS en O projeté dans la base (X, 7, z).
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Plat

Exercice 1 : Skypod, systéme automatisé de préparation de commande

Inspiré de CCINP MP 2024

Le systéme Skypod est une solution d’aide a la préparation de commande dans des zones de stockage de grande
capacité dont une spécificité majeure est de pouvoir évoluer en trois dimensions. Nous nous intéressons ici en
particulier a sa capacité a monter et descendre au niveau des racks de stockage qui sont équipés de chaines tendues
sur lesquelles s’appuie le robot pour monter.

Le Skypod est effectivement équipé de quatre pignons motorisés qui engrénent sur quatre chaines tendues
verticales.

chaine tendue
poulie réceptrice

tendeur

poulie
motrice

FIGURE 1 — Détail de l'engrenement d’'un pignon sur la chaine (a gauche). Vue du robot en montée (avec pignons et
chaines redéssinés).

Par souci de simplicité, on modélise le systéme comme étant plan, de telle sorte que I'on ne s’intéresse qu’a
deux ensembles pignons-chaine.

Y| chaine
tendue 9|}

FIGURE 2 - Schématisation du probleme simplifié plan.

Le systeme est donc composé
¢ du bati (0), incluant le rack et les chaines tendues supposées rigides, doté du repere %y = (O, %) ;
e durobot (1) incluant le bac de charge de centre de masse Ggs et de masse msg;

« les pignons (g) et (d), en liaison pivot motorisée avec le robot (1) et en prise avec les chaines fixes par rapport
au bati (0).

On fournit de plus le parameétrage suivant :

e a=(X0,%x;)= (VY0 V) a est supposé suffisamment petit pour que le contact entre les pignons et les
chaines soit maintenu.
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e O0s=hYy, ¢ 0s0,=-%7%,
o OsGs=XGs Xr+YGs Vr e 04,C4=R%y
. 0s0,=%7%, e 0gCq=-RX

On modélise les actions mécaniques autres que celles dues aux liaisons parfaites comme suit :

-msg7¥o XaXo+YaYo
° {g—peSﬂl} = { 0 }G ° {g;)—vd} = { o }C
S d

—

. {371—»01}:{ c o

pd %0 }V point

A= TR}

—

* {‘Ol—lﬂg}:{ Cp;)?o }

Question 1  Proposer un graphe de structure du systéme. On y fera apparaitre, en plus des liaisons, les actions
mécaniques non issues des liaisons parfaites (pesanteur, couples moteurs, actions pignon-chaine).

V point

Supposons dans un premier temps que Xy = X; = 0.

Question2 Ecrire le Théoréme de la Résultante Statique a {1, g, d} en projection sur y ¢ et en déduire une relation
entre Yy, Yg, g et mg.

Question 3  Ecrire le Théoréme du Moment Statique a {1,g,d} en Os en projection sur z et en déduire une
relation entre Y, Yg, L, R, g, ms, @, XG4 €t Yig.

Question4 Déduire des deux équations précédentes I'expression de Y, et Y en fonction de L, R, g, ms, @, Xgg et
YGs-

Question 5 Simplifier le résultat pour le cas particulier ot @ vaut 0 puis pour le cas o, en plus, xg; = 0.
Question 6  Prouver que | Xg| =|Xyl.

On notera par la suite X = |Xg| = | X4[. On admet par ailleurs qu’en raison de la tension des chaines X; < 0 et
Xq > 0.
4

Question* 7 Supposons a présent que X, et X; sont potentiellement non nuls. Exprimer a nouveau Y, et Yz en
fonction de g, ms, a, xg; et yg;.

On s’intéresse finalement au couple moteur a fournir au niveau de chaque pignon.

Question 8  Ecrire le Théoréme du Moment Statique a {g} en O, en projection sur z o et en déduire une relation
entre Yg, Cpg.

Question9 Conclure sur I'expression du couple a appliquer a chaque pignon pour maintenir I’équilibre du robot.
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Exercice 2 : Droide TH3 pour la livraison du « dernier kilometre »

Inspiré de Centrale-Supélec PSI 2024

La société TwinswHeel propose des solutions de logistique urbaine pour
transformer durablement les modes de livraison en centre-ville. Des petits vé-
hicules électriques appelés droides transportent des charges de maniére au-
tonome et/ou supervisée afin d’assurer :

¢ le transport de marchandises pour les particuliers;

« le transport de matériels pour des travaux en zones piétonnes et centres
historiques difficilement accessibles;

e lalivraison de colis sur le dernier kilometre.
Le robot mobile autonome étudié ici est de type unicycle (deux roues
motrices latérales indépendantes). Il dispose en plus d'une roue folle, qui

s’oriente librement, afin que le droide ne bascule pas vers l'arriére lorsqu’il porte son chargement. Il est alimenté
par 'intermédiaire de batteries positionnées en dessous de 1'’axe des roues motrices.

Batteri Convertis- Machine Réduct Pl?;rzion/ Roue Roue
atteries " seur DC/AC " synchrone » Réducteur > a ’egture " motrice
intérieure

FIGURE I — Description de la chaine de puissance des roues motrices.

Chaque roue motrice est mue grace a une chaine de puissance constituée :

¢ d’'un convertisseur DC/AC alimenté par les batteries et délivrant une énergie électrique sous la forme d'un
systéme de tensions alternatives triphasé;

¢ d'une machine synchrone a aimants permanents;
¢ d’un réducteur a engrenages de rapport de transmission i = 5;
¢ d’un dispositif pignon/roue dentée a denture intérieure;

e d’'une roue motrice de diametre extérieur D = 740 mm.

roue (g) Ze
@’A EN roue (d)
roue (g) .
7. corps (c)
o(t)
F . Ye
& - 7 T, = ‘ &)

1] K 0

FIGURE 2 - Description de la chaine de puissance des roues motrices.

Le pignon est solidaire de I'arbre de sortie du réducteur et a un diametre primitif d; = 125 mm alors que celui
de la roue dentée a denture intérieure, solidaire de la roue motrice, est d, = 524 mm.

Notations et paramétrage Le repere associé :
« ausol (0) estnoté Z (0, %,y,Z)
« au corps (c) du droide est noté Z¢ (M, X¢, V¢, Zc);
« alaroue motrice gauche (g) estnoté Zg (M, X g, V¢, Z g);
« alaroue motrice droite (d) estnoté 2, (M, X4, V¢, Za);

Le corps (c) regroupe le chassis du droide, les motorisations, les batteries, 1'électronique, la charge transportée et
la roulette arriere qui peut étre modélisée comme un contact ponctuel en K avec le sol :
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« centre de gravité, noté G, tel que GM=aX.+hZ.;
o« MK=-RZ -b¥¢;
e masse m.

De plus

e M estun point de 'axe de rotation des roues tel que MI = Iy.~RZzZ et TM = Iy.+Rz,.

Hypothese

o Leréférentiel Z (0, X,y, z) est supposé étre galiléen.

o Le droide est supposé en mouvement suffisamment lent pour pouvoir étre supposé immobile par rapport au
référentiel Z (0,%X,7,Z).

« le vecteur accélération de la pesanteur est noté g = —g'z avec g ~ 9,81 m-s~2, le plan (O, X, ) est supposé
étre horizontal et Z = Z ;

 laroue arriére est supposée étre toujours au contact du sol en K;

¢ 'action mécanique du sol sur (c) en K est modélisée par un glisseur vertical : ng_.c =NxzZ;

 les roues motrices (g) et (d) sont:

* en liaison pivot parfaite d’axe (M , 76) avec le corps (c) du droide;

* en liaison sphere-plan parfaite avec le sol (0), respectivement en I et /, de normale Z .

0 0 0 0
Ainsi {7, b={ 0 0 et{g,_}={ 0 o0
Ne 0)1z.7.7) Na 0 )y .5.7)

Notons que la derniere hypothése ne permet pas de s’'intéresser au couple moteur permettant de faire avancer
le droide.

Question 1 Représenter un graphe de structure mettant en évidence les solides (c), (g) et (d), les liaisons et les
actions mécaniques qui agissent sur ou au sein du droide.

Question 2 Appliquer le Théroéme du Moment Statique a I'ensemble {c, g, d} en M projeté sur y .. En déduire
Nk.

Question3  Appliquer le Théoréme de la Résultante Statique a 'ensemble {c, g, d} projeté sur z . En déduire une
relation entre Ny, Ng, Nk etles données du probléme.

Question 4 Déterminer la démarche (théoréme, isolement, point éventuel et projection) permettant d’obtenir
I'équation suivante :
—INg+INg=0

Question5 Déterminer Ny, Ng.
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Exercice 3 : Pince brucelles haptique

Inspiré de CCINP PSI 2024

La micro-manipulation désigne la manipulation d’objets de dimensions
comprises entre quelques micrometres et quelques millimeétres. Pour ceux as-
sez grands pour étre visibles a 'ceil nu, mais trop petits pour étre efficace-
ment attrapés a la main, cela se fait actuellement bien souvent manuellement,
avec des outils fins, tels que des pinces brucelles et requiert beaucoup d’exper-
tise, de savoir-faire et de précision dans le geste. De nombreux domaines sont
concernés par ces manipulations fines, complexes et rarement répétitives :

¢ la médecine (micro-chirurgie);
« l'artisanat (horlogerie, joaillerie) ;

¢ I'électronique (micro-circuits électroniques).

La pince brucelles est une pince fine a ressorts, ouverte au repos et adaptée
pour saisir de trés petits objets.

Cant Lamelles flexibles
apteur ;

d ‘;f t 'Capteur avecjaugesde  Codeurrotatif PortUSB
Branches €rrol infrarouge déformation

magnétique  microB

y |
Embouts Galets— came & rattrapage Vis-écrou Chassis Moteur DC  Accélérométre
interchangeables magnétique de jeu abilles brushless

FIGURE 1 - Pince instrumentée.

Pince brucelles instrumentée haptique

Saisir
manuellement
Saisir en
co-manipulation
Téléopérer
(esclave)
Téléopérer
(maitre)

FIGURE 2 — Diagramme des cas d’utilisation.

Objeta

7 manipuler
7 Ordinateur

Bras
robotisé

/

Artisan ou
chirurgien

| | Systeme
optitrack

Le systéme étudié dans ce sujet se rapproche d'une pince brucelles classique. La pince instrumentée est poly-
valente car destinée a quatre cas d'utilisation essentiels :

« manuelle : I'opérateur actionne alors uniquement avec ses doigts la fermeture de la pince sur un objet;
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» collaborative : 'opérateur commande avec sa main la pince, qui I’assiste alors notamment dans le contréle
de la force de serrage ou le maintien d'un objet (co-manipulation);

« maitre : 'opérateur se sert de la pince pour contrdler a distance une autre pince (téléopération);

» esclave : le contrdle a distance permet automatiquement de suivre les mouvements du maitre et de I'opéra-
teur, en particulier 'ouverture et la fermeture de la pince (téléopération) sur un objet.

Selon les cas d’utilisation, au plus trois actions mécaniques distinctes s’exercent sur les deux branches de la
pince :

o F, :force exercée par 'utilisateur sur la pince;
o F, : force exercée par I'objet saisi sur la pince;
e Cp, : couple exercé par le moteur sur la pince.

Position particuliére pour: a=a' =0
FIGURE 3 — Modele de la demi-pince et de la pince complete.

On fournit le paramétrage suivant :

Yo V1)

e a®)=(X0,%1)=(Vo, 71 AE = xp X avec xp <0

. 0_15=XD(t)750 * azRg72

o El=x;()X2avec x;(£) <0 e DC=xcXo+ycYoavecxc<0

* ﬁ:(71'72)2(71’72):60° . E:xBTC)l +y371avecx3<0ety3<0
. &i:yﬁo  xp=L52605 avec 3 = 0°si a = 0°.

On s’intéresse au cas d’'une utilisation maitre-esclave. On souhaite déterminer le couple moteur C,, nécessaire
au niveau de la pince maitre pour reproduire 1'effort de prise d'un objet par la pince esclave F,. On se contentera
dans1’étude de la saisie d'un objet de dimensions telles que « est suffisamment proche de 0 pour faire I'hypothése
a=0°.

On notera:
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« couple moteur s'exerant de Osur3: {F,, ,_.}= { CmOTC'o }
0

—

-F,y +F,
o effort del'utilisateursur loul’: {7, ,}= { %yo } ou{7, }= { %» 0 }
E E

+Fyy -F)y
« effortdel’objetsurloul’:{F,_,}= { %J/o } ou{J, }= { %yo } ,
B B
» Le contactentre 4 et 1 (et entre 4’ et 1’) est modfielisé par une liaison linéaire rectiligne.

Déterminons tout d’abord la relation entre I'effort de 1'utilisatuer F,, et celui de 1'objet F, pour une pince clas-
sique non instrumentée. On suppose donc dans un premier temps que le moteur n’exerce aucun couple : C,;, = 0.

On suppose que ||72)4_,1 = ||7?>4_’1, || par symétrie du probléme.

Question1 Prouver que C;, =0 implique que R 41 = 0.

Question2 Exprimer F, en fonction de F, grace a une équation scalaire issue de I'application d'un théoréme que
vous énoncerez avec soin.

On s’intéresse a présent a la pince maitre pour laquelle il n'y a pas d’objet. On a donc F, = 0. On cherche le
couple moteur C,, permettant d'obtenir le méme effort utilisateur qu’en présence de I'objet.

Question 3 Exprimer F, en fonction de C, grace a une démarche que vous préciserez et énoncerez avec soin
(théoreme, isolement, point éventuel, projection).

Question4 En déduire le couple moteur C,, a fournir dans la pince maitre pour simuler la présence de I'objet de
la pince esclave.
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Fromage

Exercice 1 : Echelle E.PA.S.

Léchelle E.PA.S., dont la cinématique a déja été étudiée, comporte plusieurs actionneurs : un premier moteur
entre le chassis {0} et la tourelle {1}, un deuxiéme entre 1'échelle {3} et la plate-forme {6}, un vérin {4}-{5} ({4} est le
corps du vérin et {5} la tige) et un ensemble motoréducteur et pignons-chaine qu’on assimilera a un vérin entre le
berceau {2} et 'échelle {3}.

On s’intéresse au dimensionnement des actionneurs de I'échelle E.PA.S. dans le cas ou celle-ci est au repos.
En pratique, son évolution est suffisamment lente pour pouvoir considérer que les grandeurs dynamiques sont
négligeables face aux efforts nécessaires au maintien a I’équilibre. Pour ce faire, on déterminera le couple ou I'effort
a fournir par chacun d’entre eux.

Ve
s |(s)
D
G ;6
(3)
;%
(1) ]
0 .
(0) Xo

FIGURE I - Echelle E.PA.S. montée sur un camion de pompiers.

On fournit le paramétrage suivant :
. OA:—ax1+on1

_ e c=2m,d=1,5m,e=1m

e AB=cxX1-¢eyo

a(t) = (?Orzl) = (?0,?1)

* B_C)zu(t)y;; ¢ 0= (%1,%2)=(¥1,¥2) €l0;m] rad
. CD:A(t)?z avec A € {0,8} m. . B(1)= (xz,xe) (yz,y6)=—9(t)
e AC=cxzavecc=2m e Y0 =(¥1,%4)=(F1,74)

—_—
e DG=dxgavecd=1,5m
On note par ailleurs les actions mécaniques dues aux actionneurs comme suit :

e {J,_,} de couple Cpy
» {J,_¢} de couple Csq

 {7,_} derésultante Fy5 et de moment nulen C
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 {7,_,} derésultante Fo3 et de moment nul en D

On suppose que la plate-forme est toujours horizontale. On suppose par ailleurs que les liaisons sont parfaites
et les solides de masse négligeable a I'’exception de la plate-forme (et la charge), qui subit I'action de la pesanteur.
La masse maximale autorisée sur la plate-forme est de M4, = 270 kg. Son centre de masse est située en G.

Préambule

Question1 Réalisez un graphe de liaisons du mécanisme.

Question2 Indiquez sur le graphe des liaisons les différentes actions mécaniques (sauf celles dues aux liaisons).

Détermination de Csg

Question 3  Explicitez une démarche (isolement, théoreme et projection) permettant de déterminer le couple
Cs6. (Indication : une équation scalaire suffit)

Question 4 Appliquez cette démarche. Quelle est la valeur numérique de Csg si la plate-forme est vide (masse
nulle) ? Si elle atteint son chargement maximal ?

Détermination de Cy;

Question 5 Explicitez une démarche (isolement, théoréme et projection) permettant de déterminer le couple
Co1. (Indication : une équation scalaire suffit)

Question 6 Appliquez cette démarche. Quelle est la valeur numérique de Cy, si la plate-forme est vide (masse
nulle) ? Si elle atteint son chargement maximal?

Détermination de Fo3

Question 7 Explicitez une démarche (isolement, théoréme et projection) permettant de déterminer la force Fo3.
(Indication : une équation scalaire suffit)

Question 8 Appliquez cette démarche. La valeur de F»3 dépend-elle de la position de la plate-forme par rapport
au chéssis?

Question 9  Quelle est la valeur numérique maximale de F>3 (dans la pire configuration) ? Et sa valeur minimale
en charge? Et a vide?

Détermination de Fy5

Question* 10  Explicitez une démarche (isolement, théoréme et projection) permettant de déterminer la force
Fy45. (Indication : une équation scalaire ne suffit pas)

Question 11  Appliquez cette démarche.
Question 12  La valeur de F;5 dépend-elle de la position de la plate-forme par rapport au chassis?

Question 13 Quelle est la valeur numérique maximale de Fy5 (dans la pire configuration) ? Et sa valeur minimale
en charge? Et a vide?
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