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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur de
maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables des le début de la premiére année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

e Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calcul.

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :

e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi
I'identifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a droite de chaque fiche.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 2771 % 42
A) o i C) o
10 “ Aot
1 _9)2k+1 2k—1
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
o e — X — Xb ..
9 173 ) 25X
2 2 6
b) = =02 ... d) ——+(—=) e
) 3 ) 15 ( 5)
alcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
11 1 1
2X 3 X DX T (2 o o o) e
a) 2x3x5xT)(5+5+5+3)
b) 136 28 . 62 o 21
15 =t 1o G TCTTTeeeeeeeTeeneereeseesei
) 510 x 73 — 25° x 492
C) o e
(125 x 7)3 + 52 x 143
Q) 1978 x 19794+ 1 980 x 21 + 1958
T 080X 1 070 — L 078 )L 070~ ' " ottt esee e
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-24+=2 05—24+1-02
Ecrire — 517 537 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
s-wtx  s-it3z—35
— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 2 022 ) 1235 x 2469 —1 234
a .. ) —————————— ..
(=2 022)2 + (-2 021)(2 023) 1234 x 2469+ 1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 202024202222 1000 x1002—-999 x 1001 "
Fiche n° 1. Fractions 3



— Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- — E N
a) CESIE +n+1 - pour 7
3 _ 3 b)2
b) ((Z 7 (C;t b) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux. ...................oon..
6(n+1)
c) %ﬁn—?) pour n € N \{L, 2}, oo
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. )
,n2
k
S kgo X s plp+1)
Simplifier —— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+--- +p = g
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. ')
. b
Soit k € R\{1} et x € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k Jr —1
— . b) —— ... ..
7 % - A
— Un produit de fractions. )
. 1 1 9 9
Soit t € R\{—1}. On donne A = v G102 et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ....... .. .
Comparaison
alcul 1.10] — Reégles de comparaison. L
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
S e e b) —...— ...... —_— = ...
9 5 ETRET R AT
— Produit en croix. L]
33 215 104 348
Les nombres A = 66 317 et B = 208 341 sont-ils égaux? Ouiounon? ................c.o....
— Produit en croix. o

100 001 ot B — 1 000 001
1 000 001 ~ 10 000 001

On pose A = catton A>B, A=BouA<B? ...........

Réponses mélangées

-1 ab 12 10 1 nd+n
— 2 3 = = = 247
n(n+1)>2 a—"> A 117 12 2 . n+1
10 5 3 203 1 3
4+§ A>B 1 16 25 —2 x 33k—2 Non 1+L
6 35 E—1

1 000

- > —

o Ol

21

105

» |Réponses et corrigés page |21]
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ®) 05109
1075 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) o ) Qo) 107
10_3 103 . 10_5 ......
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 65
a) 3t.5% c) SECIRLLRRLIRREREE e) PRIRREERTEEIPRES
— _ (304)7
b) (5°)7% ... d) (=7)?%-(-7)75 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 .32 322 4 321
Q) e C)  Tor o e
34.28.6-1 322 _ 321
2 (_o9\4)8
b) 221 42% d) (3(—2))_2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
((=3)°-29)
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
|17 .66 1272 . 154
A) s e C) oo e
9—3.942 252 . 184
) 552 .12172.1252 a) 363 - 705 - 102
975 GOG=Z . g5d e 148 982 56
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum ’expression en fonction du réel x.
T 2 2 x? 28 222
a) - — c) ——
r—1 z+1 22-1 22—z x¥+a22 xP-—=x
2 1 8 1 x+2 2
b -t d) " +——4+—— .
) x4+ 2 x—2+x2—4 ) .17+$2—4 72 — 21
Réponses mélangées
T 4 2z 221 .3 1015 11 5—6 238 . 326
z+1 z+1
10? 108 1072 274.371 26.5 35 (=7)72
2 4 7 -8 10 1 28
10 8 2 10 3 3 2
r—2 r—2

» |Réponses et corrigés page |24
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 ()
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
1\3
a) (21;2) .................... d) (e+1)*@-1)(22+z+1) ...
2

b) (z— 132 +a4+1) ) (=17 (z+1)(@*+z+1) ...

C) (x—|—1)2(1’—1)(x2—x—|—1) f) (1}2+LL‘+1)(I’27I+1) .......

o

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (x—2)°(-2?+32-1) =2z - 1)@ +2) .ot

b) (224 3)(52 — 8) — (22 — 4)(5Z — 1) +\ e

c) ((1‘+1)2(x71)(m2fx+1)+1)xf:c6fx5+2 .......................

) (@+D(@—1)2 =22+ 2 4F1) o

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

6 Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

2
<x+%> —b2_—4aC] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —2r+1 ...l d) 322 +7x+1 ...l
b) 2 4+4r+4 . e) 202 +3x—28 ...l
¢) 2PH3r+2 . f) —bx?4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4y)2—2% d) zy—z—y+1 .o
b) 2%+ 6xy + 9y* — 16922 ........ e) 2P+ a%y+22°+2ryt+aty ..
¢) ay+xz+y+1 ..ol f) yz(a2+b2) —i—16334(—a2 —b2) .
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

L I e o

d) (@e4bd)? 4 (ad — BC)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)® + (ag—bp —cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

1+ 2z +32° + 22° + 2* (a® +b*) (y — 42?) (y + 42?) (z+1)(z+2)

2423 — a2t — 2 -3 2?41 (:172—1—95—}-1)(332—334—1)
—V2 V2

2(m+ ¥> (m+ ¥> 2(3x — 4)(10x + 3) 14 2* (x—1)(z+1)(2*+1)
(a® + 0%+ +d*) (p*> + ¢ + 1> + 57) (z+y—2)(r+y+2) 45z +4)(—=5x + 1)

—1 -3z —32% + 23 t+ 2?41 3(14x + 3y)(—4z + 5) (z+1)(y+1)

2 — 20 +2® — 2?20 — 1 (z —1)* (z+y)(z+1)2 —6(6x +7)
823 — 622 + g:v - é —5(z —1) (x - %) (a® + %) (* + &) (x—1)(y-1) (x +2)2
—2 4+ 12z — 172° 4 823 — 32* 25 20t fa® —2? - 22— 1 R | —28 4+ 21x
—8(2* +1)(z — 4)(z +4) 3(m+%3_7) <x+%ﬁ) —8(x + 1)(z + 16)

» [Réponses et corrigés page |25|
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

004A

— Définition de la racine carrée. o
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) V(=5)2 . d) Q= VD2 .
b) (V3—=1)2 .. e) (B3—T)2
c) (V3—=2)2 .. f) (3—a)? ..
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 ) B+VNE-B-V7)? . ...
4
b) (24VE)2 f) ( 2\/5) ....................
2
¢) VA+2V3 g) (5 — ﬁ) ...................
V3

d) H6V2 h) (V2+V3)2+(V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2-3 1
A) T €) e e

2+V2 V23
b) V21 f V2+4/3

A1 e T— 3 V- SERSARRERRELEEERRIEELES
0 V2+V3+V5 2 5+2V6 | 5-2V6

—\/Q FIOY- SERLLLLLR R NGV N, TSV A
o Yio2 b ( 5v2 )2

Y- 250V, RRRMEEELL LR RN REEE TRa1)
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Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

1

T BT TR

Calculs variés

— Avec une variable. 00
On considére la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = Va — 1.
Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(@)
a) fx)+ ——= o d) =
VIO ) @
f(x+2>_f(x) "
.................. e) flx)+4f"(x) coovveeiii .
SRR EIE ) Tl
f(x)
¢) CA2f(@) f) Film)
— Mettre au carré. 0o
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/5—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) —3_\/5 ........................... d) 3e72% L
2+ V5
3+Vh
b) V34+2V2 e) 2 2\/_ ........................
2++2 1. V2+1
C) A o f) —ln—— ...
22 27 V/2-1
0000

/ 125 s 125
nolifier 125 5) 125
Simplifier \/3-!— 9+ o7 \/ 34+14/9+ 57

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. . ...

Réponses mélangées

12V7 A -1?  —(V2+3) 9—13—0\/5 20 —3+\/§+2*/§+*/6
V2 14V 22 \/% 3—al  50-25v3  14+Vz—1
V3—-1  3+V2 1442 2—\/_—\/§+%\/6 5 %xil

2@ = 2) Vi VIBAvIO-vE-2 1 22 9+4vE

(x—1)vz -1
n(14++v2) 1+v3  —V3+2 -3 12 V71-2 3-2V/2
1+v2 11456  z—+va2—1 10 M 1-V10+V15

» |Réponses et corrigés page |27]
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Prérequis

Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Identités remarquables.

Equations polynomiales

~ Cubique. °
Soit @ un nombre réel tel que a® — a4+ 1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za® + ya + z ol x, y, z sont trois nombres rationnels.
a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...,
5 1 1

b) a®—a® ........ d) —+ = e

) a’—a ) o + 2
— Introduction aux nombres complexes. o
Soit i un nombre tel que iZ = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme z + iy ou x, y sont deux réels.
a) (3+1)2 .. ¢) (B3—1)3 ...
b) 3—1)2 ... d) (3—20)°% .............
Calcul 5.3 00
Méme exercice.

3

a) (4—50)(6+30) ....... o) (~4+1v5)
b) (243032 3i)° ..... Q) (-3+14)
— Puissance cinquiéme. 00

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a” —3a® +4a° —a®>+3a—1

2)

a1234 a2341 a3412 4123

X X X a

1234

[
k=0

d) THa+a®+ad+at

99
e) Z A

k=1

4
f) H (2= )

k=0
10 Fiche n° 5. Expressions algébriques



Expressions symétriques

“alcul 5.5 — Inverse.

, 1 ,
Soit « un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T

3 1
= —=
T

1
a) a:2+; b)

calcul 5.6 — Trois variables.

Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=zr+y+ 2z, b=zy+yz+zz et

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

1
4

c=zyY=z.

d) (@+y)y+2)(z+2)

e) xyz+4yzx + 2Py

f) z2y? + y?2? + 2%

Calcul 5.

Méme exercice.

a) By+2)+>3¢+2)+ 5@ +y)

z Yy z
c) (x—y)(x—z)+(y—z)(y—x) Gy T
d a? y? 22
) ORI I 7 T i Rl s ey ST
.’L'S y3 Z3
e) (-T—y)x—z)—i_(y—z)y—x) (z—x)(z—y) .................

Réponses mélangées

—4 4 43iV5 a* 4 4a® 4+ 2 ab—c -1 —9 — 46i a®+3a 7a® +12a+ 7
39 — 18i 18 — 26i 8 — 6i a* — 4a®b + 4ac + 2b* a® 42 3 1
8 + 6i ac 1 0 31 a a*>—a—1 1 2197 a’b — ac — 2b*
—a?+1 —2ac + b? ab — 3¢ 0 a?—2b 40®> —a—3 1 a® — 3ab + 3¢

» [Réponses et corrigés page |29
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

“alcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. o

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6x+9=0 .....cciiiiii.. £) 202432 =0 ...t

b) 922 +62+1=0 ......cccvviin... g) 202 43=0 ...

¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 2 4+42—-5=0 .....cccoviiin..

d) 22 =52+6=0 .....ccooiiiii.. i) 322 —1lz+8=0.......cccve...

e) 22 —Br=0 ..o j) b4+ 24x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 132 +42=0................. d) 22 =82 —-33=0 ..........cuuin..

b) 2 +8x+15=0 .................. e) 2 —(a+br+ab=0 ............

¢) 22 H18x+T7T=0 ....oooiiii.., f) 2 —2ax4+a®—02=0............

— L’une grace a l’autre. ')

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........ooeiirriiiiieaiiiiiiien.n,

b) 722 +23x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACING ... .....covrrriiiieeiiiiiiiaaanas.

¢) ma?+(2m+ 1)z +2=0 sachant que x = —2 est racine ......................ooii...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que 2 = m est racine .....................

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



Jalcul 6.4] — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du

trinéme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

a) (b—c)x?+(c—a)z+(a—D0)=0 .00
b) a(b—c)z? +blc—a)r+c(a—D0) =0 ..ourrr
c) (@4a)x+bd)=(m4a)(Mm4D) oo

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de I’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second

degré admettant comme racines les nombres suivants.

C) 24V3 et 2V B

d) m+vm2—=3 et m—VmZ—3

2m — 5
e) m+3 et TR
2
1 -2
f) mEl et
m m

Jalcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la

valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00t
¢) (M43 2% +2Bm+ Dz +(m+3) =0 oo

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Factorisations et signe

>alcul 6.7| — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2+ 6= (2 F2)(AT FD) ot

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) ..o

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT +D) o tiii

1 11
d) 51‘2 + 2%~ 0= (2 =D5)(AT +Db) <o

e) 224+ 2VTr —21= (2 —VT)(az +b) .o

— Signe d’un trinéme. )

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b) =% 20 15

Réponses mélangées

2/3 m donc ab/m m donc —(m + a + b) a=-3etb=5 —7,—-11
22— 220 +117=0 | — o0, —1] U [2/3, 40| 0, donc 5 m=1letx=—-loum=-letzx=1
[—3,5] m donc m(a —b)/(b—c) a=1/2etb=38 —-3,11 1 donc c(a —b)/(a(b— c))
a,b ] — 00, 1] U [V2, +00] —1/m a + b puis 2ab/(a + b). 1 donc —5
6,7 1 donc (a —b)/(b— ¢) | — o0, —1/2[U [4, +o0] 2m/(m + 3)

—2/7 a=1etb=3V7 m2z? + (m —2m?)z + (m* —m —2) =0
a=—-2etb=1 2,3 a—>ba+b 3,3 a=2etb=3 1 donc 8/3
1% m=—3/4et x=3/4 -3,-5 22 — (4m + )z + (2m* +m — 15) =0

—1 donc —19/5 22 —4r+1=0 —~1/3,-1/3 2 —2mr +3=0

0, donc —3/2 2?2 —6x—187=0 2,—6 m=—letzx=—-2,oum="Tet x=2/3

» |Réponses et corrigés page |32
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Fiche de calcul n°7

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes

006A

Calcul 7.1 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1.1 1.1
a) ln16 ........................... d) glﬂz*ilng ................
b) Inb12 ... e) n72—-2In3 ...
c) In0,125 ... f) In36 ...
Calcul 7.2 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In I IRARRRRRERERRERREETTERERTS d) In500 ...
16

In(2,25) .oovii In— ...
b) In(2.25) &) I
¢) In21+2In14 —31n(0,875) ..... f) In(6,25) ...ovoiniii
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
lanrlnng +ln%+lnﬂ

5 3 99 TO0 0
— Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = — In(3 4 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et
) D 76 I ) ( ) ( ) 1
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v2 = 1).....ooviieiiieiiieeii.,
b) Calculer 3 sachant que In 3 =1In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) +7In(v2 —1) ....ooviviiiinn. ..
c) Simplifier v = ln((2 + ﬁ)m) + ln<(2 - \/§)20> ............................................
1 -1

d) Simplifier 6 = ln<\/52+ ) + ln(\/g2 > ................................................
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Exponentielles

Calcul 7.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 7.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

— Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 + x
L I
) friz— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e — 1
R e S
c) fs:w % 11
e —e™ "
d L b e

Calcul 7.8 — Etude d’une fonction.
[Calcul 7.5]

et —e "

Soit f:axr— ———.
et +e 7T

a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ........... ... i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot

d) Déterminer la limite de f en —00. ...
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calcul 7.9

On considere I'application

x——1In(1 + ).

{Ri—>R

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e"—1) i
b) et @)
e) —f(@*—22) ..

Equations, inéquations

d) zf'(z) -1

f(x)
e) e f/(z—1)

Résoudre les équations et inéquations suivantes (d’inconnue z).

xr — 61

Réponses mélangées

In3+111In2 1

25 1
9In2 g1n(\/§—1) 3
1
9 —2 —In3—-2In2
1 1

c’ Lme 1
V1+zx 2
3In5+2In2 2In3 —-2In2

T+ 1In2

—3In2 8 2In5—2In2 x>h1127+5
. . 2 3
impaire x>z - —2In5+41In2 R 3
e
—13 -2 1
u impaire -1 0 T ——
2 12
1
-—— 3In2 —17  evln(ite) 2In2+21In3
1+
41n2 x €10,1] impaire impaire e I}
1
ok 174122 -5 —2In2—-2mn5 1

» [Réponses et corrigés page |34|
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5 o) 5
Réponses
4 —10 3
lla).ooooiiiiiii. 1.3C) i, —_— 1.7 n"tn
5 3 n+1
11b) o L3d) o 1 000 1.8 2) 40
A) -
11Q)eei e 14 16 6
R 35 | -
1.1d) ..o 2 x 37 1.8b) ..o 14+ —
1.52) o 2 022 k-1
1
1.2a). i, - 1 5
) E 15b) oo [ 1.8¢C) eiiininn... 3+
2 T —2
7
1.2b) T 1.5 C) e I
1.5d) ..o 2 3_ 5
1.2C) i [9] ) 1.108) oot =>3
-1
T 1.6a)cei... .
1.2d) . — 1)2 12 10
) E nin+1) 110D). .o ==
2 11 12
1.3a)...cooiiiiiiii. 247 a
) 1.6 b) ................. - — 125 105
a—b 1.10¢) .o ==
203 25 21
1.3b). i
4] 16 ?
C) e ST LA L Non
112 o
Corrigés
32 8x4 4
Lla) 5 8x5 5
3 1 3 3 31 3 5
1.1 b) 8><4—2*(2><4)><—2:2 x 4 ><4—2—2 x4 =
27—1 % 42 (33)71 % (22)2 34
e T R ETT
(=2 3P (22) x (=2)F X3 x 3T (=2) x 4P x 3% 3k 3k_2
1.1d) On a: VRV = 3% %3 = YLRVEE =-2x3 .
2 1 2x3 1x4 6 4 6—4 2 1
1.2 & énomi c2o = - =— =2
a) On met au méme dénominateur 1 3 1x3 3x4- 12 1 D 2= 6
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2702727372><107 2x3 20 6 _20-6_14 _7Tx2 T
3773 100 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
§X§X5_§X§X§_36x15x5_12><3><5><3><5_3><3_9_9
25 12 2571271 25x12x1  5xh5x12x1 1 1 7
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :
2 6 2 5 2 5 2x5 2x5 1
A R B . =5
15 5 15 6 156 15x6 3x5x2x3 9

Réponses et corrigés
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1 1 2X3XxbXT7T 2x3x5xT7 2x3x5x7 2x3x5x7

= + + +

2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT7T+2Xx3xT7T+2x3x5=105+ 70+ 42+ 30 = 247.

Wl =
3y
~

(136 28 62) 21 (136 28 31) 7
- - X — = - + - X —
15 5 10 24 15 5 5 8
(B 8y I, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/78 15 "8 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 78 — 25° x 492 510 x 78 — 510 x 74 59 x 71 -7 5x(=6) —10

(125 x T)3 4+ 52 x 143 59 x T3 4+59 x 73 x 23 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x 197941980 x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21+1 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
C1979x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 - 1979 x 2 0 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
05-%+d , 05-3+i-02_3-fed i-i+i-d
5_ 5 5 T_ 77 5_ 5 5 T_ 71 _ 7
s-mtew 51tz =35 sty s-1t3—3
_3e-wrta)  s-gti-3 3 116
(-hrd)  (E-frich 5 T ®
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2 022 2 022
Donc : = = =2 022.
(—2022)% + (—2 021)(2 023) _ (2022)%2 + (1 —2022) x (L +2022) (2 022)2 + 1 — 2 0222
1.5 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur
2 0217 B 2 0217
20202+2022° -2 (2021 —1)2+ (2021 + 1) —2
B 2 0217
720212 -2x2021 x 1+ 1420212 4+2x2021 x 1 +1—2
_ 2 0212 2 021 1

20212 _2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 c) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

Done . 1235 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
" 1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1 000, ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+ 2 et 4 002 = 2a + 2.

4 002 4a + 2 2(2a + 1) 2(2a + 1)
Donc : = = = = 2.
1000 x 1002 —999 x 1 001 ala+2)—(a—1)(a+1) a?+2a — (a® —1) 2a+1
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1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

1.6 b) On rappelle la formule : a®> — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® —b® (a+b)2_(a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b27a2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\{1,2}, on a :

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?%  6(n+1) L =1 3
2n+2 ~ n(n-1)(2n-2) 2n+2  2n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... nz
" N G B . ;
1.7 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —|—1):n +n.
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x64+5 5
1.8 Ont — = =4+ -.
a) n trouve — 5 +6
k k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_l— - —1+m.
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 —3+f2
1.9 Pour ¢t € R\{—1}, on a :
U S S ¢ & S 1+¢ it (1447 2t
Tl+2 (1402 +e)(1+0)2 A+2)1+1)2 0 1+e)A+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(141)* =2t
’ (14+82)(1+1)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 — =5=——
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impairs, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

5 6
01 P = 10T
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 4+ 1) > (10° + 1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On ré-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.

Réponses et corrigés 23



Réponses

Corrigés

3,32 3. 92 3. 92 3. 92
2.3 a) 2°-3 _ 2°-3 _ 2°-3 :2 3 93T . 3273 _
34.928 .61 34.98.9-1.3-1 34-1.98-1 33.97

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
8

(32 . (_2)4) _ 316 . 232 _ 238 . 326

((=3)3 - 23) -2 3-10.2-6 '

Q7 .66 9317 96 3—6  951—6 36
2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 : 95 9B — 32() giz — 36,91 — 21512 —

552121721257  (5-11)%-(11%)72.(5%)?  5%.1172
275-605-2-25% ~ 52.11-(112-5)=2.(52)4  58.11-3

, . _ 127215 (2%)7%.37%.3*.5*  27'.3%.5"
2.4 c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = ((52))2 o1 (32)- =9 i 385"

36°-70°-10%  20.3%.2°.5°.7°.2%2.5% 21%.30.57.7°

(—a)™ = a™ lorsque n est pair :

=11.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

a , ; . _ o6
2.4d) Meéme méthode que précédemment : 145 982 156 — 95.73 . 94.73.36 . 56— 97 .36 5675 — 27 . 5.
. . . R - . . x 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
z—1 z+1 22-1
rz+1)—2(z—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ P oz
(z—=1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—-1) (z+D(z—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+38 1
2.5b M thode : — = = =
) e e 2 @ -4 (2+2@-2) @+2@-2) z+2)(z-2) z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 22z T 20 z(w+1+z-1) 2x 2P —22 2z

x27x+x3+x2_x3fx m71+x+1_3c271_ (z—1D(z+1) (z4+D(x—-1) (z+D(x—-1) =z+1
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B4 C) i (x+1)(z+2)
34d).......... 3<x+’7$/37> (m+7+6\/3>7>
34e)........ 2<x+341/ﬁ) <x+3+:{m>
34f) . —5(x —1) <x . é)
35a) i ‘(x—l—y—z)(x—i—y—i—z)‘
35 D) i [3(142 + 3y) (42 + )|
8.5 C) (z+D(y+1)
35 d) i (x—1D(y—1)
B3.50) e (@ +y)(@+1)?]
3.5f) . (a® + %) (y — 422) (y + 42?)
36a). ... (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6Db) .. —8(2? +1)(z — 4)(z +4)
36C). i (m2—|—x+1)(x2—x+1)
3.6d).... (a® + %) (* + d°)
36¢e)...... (a2—|—b2—|—02 +d2) (p2—|—q2 + 72 +52)

Réponses

3 1
3.1a) i 8x° 6x2+§x—g
31b)i ‘x5—2x4+x3—x2+2x—1‘
B1C) i ‘3:5 x3+x2—1‘
31d)...o ‘x5+2$4+x3—x2—2$—1‘
B1€) i ‘x fx3fx2+1‘
Bl f) ot 2?1
3.28). |—2+ 120 — 172% + 8% — 3|
B.2b)
B2C) i ‘2+x37x47x5‘
32d). |—1— 32— 3" +4°
8:200) i
3.26) . 1420 +30% + 22° + 2
B.38) —6(6z +7)
3.3Db). 452 + 4)(~5x + 1) |
3.3C) i 2(3z — 4)(10z + 3) |
3.3d). |—8(z+1)(z + 16)
B4 a). (x—1)2
B4 D) (z +2)?

Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (m2 +x+ 1) = (xS —32° + 3z — 1) (mQ +x+ 1) = 2”2z +2° —2°+22—1. Pour étre

n+p).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et a retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(.13+1)2(.13—1)(.Z‘2—l‘+1) :[(a:—!—l)(x—1)][(x+1)(x2—x+1)] = (mz—l)(a:3+1) =2 -2+ -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1) (z + 1)(:L‘2 +z+ 1) = (m2 — 1) (123 - 1) =2 -2 — 241

2 2
34e) La forme canonique est 2 |:<$ + %) — 33:| .

3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 22> +1—2° = (ZE2 + 1) —z? = (a:2 +x+ 1) (m2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, z° +z + 1 =0 et 2> — z + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+ bd)* + (ad — be)® = a®® + b*d® + d*d® + b° = (a2 + b2) (c2 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Réponses
4.1&) ........................ 4.3&).... 2—[—\/§+%\/€ 4,5(;) ,,,,,,,,,,,,,, 1++vVx—1
4.1b) .. -\/5—1 11
41 ) 4.3b) ................ 45d) ................. 537—1
........... 43¢).......... 1= VI0+ VI5] z(z —2)
4.1d). V7 -2 4.5e) ... -z -1
41)rrmie, 48 [VI5 4 V10~ V6 2]
A1) 3—a]] 43¢ —(V2+V3) B8 e
28] oo . TR 4.6a). i
42D V- 2 4.6Db) .o 2v/2

4.2d)..... 3+V2
V242V ame) 1++2
4.2€). 127 A4 1 ) 1+ V2
4.26) 45 a) z AT )
A)
10 Vel 47e) 1+v5
4.28). .. 9— 3\/5 ) -
45b) ... x—a2 -1 47t In(1+v2)

4.2h)

4.8 o

Corrigés

4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3 —asia <3 eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

Va+2v3=vV1+2V3+3=1/(1+V3)2 =1+ V3.

4.3 a) On calcule :

2—-v3 2-vV3_ 2-v2 (2-V3)(2-V2)

21v2 2442 2-v2  2+v2)2—VR)
2-V3)2-v2) _4-2v2-2V3+6
22 -2 - 2

:z_f—ﬁ+§¢é.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

1+v2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-v3 C1+v2-V3  V2+2-6
1+vV2+v3 (14 V2+V3)(1+V2-V3) 2v2 4
4.5 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

4.5 e) Le calcul donne f”(z) = i@ o1 d’ott
F@) +4f"(x) = Vo —1 - ! - ST CR . (Cht )
B (z—DvVz—-1 (z—1)Vx—-1 (x—1Dyvz -1

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Dlaide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation t> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne
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IFiche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses

5.1a)........... 7a® +12a 4+ 7 5.3C) i, —4 4+ 43iV5 5.6a).................. a®? —2b

51Db) e —a—1] B53d) . 5.6b) ..

5.1C). ... 402 —a—3 Bida) ..o 5.6C). ..., a3 — 3ab + 3¢
54Db) . .. 1

S L) i ) 5.6)...eeeeeeee)
B4 C)ii 1 5.6€) ..

5.28) .. - °
54d) ... 2

5.2 1) = ™ D)o
S5.4e).. i -1

Bi2C) i 18 — 261 ) 5.7a).....o.... a’b —ac — 2°
54T

5.2d) i —9 — 46i 5.7D) ... |a* — 4a%b + dac + 207 |
5.5a) i a® +2

5.38). i 39 — 18i BT C) e [0]
5.5b) ... °+3

5.3b) i 2197 ) @A, B d)
55¢C). ..., a’ + 4a® + 2 BT @) [a]

Corrigés
g

5.1 a) On développe (a + 2)3 = a® + 6a® 4 12a + 8, puis on simplifie sachant que a® = a® — 1.

5.1 b) De a® = a® — 1, on déduit a® = a*(a® — a) = a® — a” et donc a® — a® = a®. De plus a* = a(a® — 1), etc

5.1 c) On commence par a® = (a*)? = (®* —1)> = a* — 2a° + 1 = —a® — a puis a'® = (=a® — a)® = a* 4 2a° + o*.

5.1 d) L’égalité a® — a® + 1 peut s’écrire ala — a2) =1 ce qui montre que a # 0 et % =a—d’. Alors % =1-—a.

5.2 a) On développe : (3 +1)% =9 + 6i 4 i

5.2 b) On développe : (3 —i)> =9+ 6(—i) 4 (—i)* =9 — 6i +i°

5.2 ¢) D’aprés le calcul précédent : (3 —i)° = (8 — 61)(3 — i) = 24 — 18i — 8i + 6i°

5.2 d) On développe directement : (3 — 2i)® = 3% — 3. 3%(2i)" +3-3'(2i)* — (2i)®

5.3a)  On développe : 24 — 30i + 12i — 15i°

5.3 b) En remarquant que (2 + 3i)(2 — 3i) = 2° — (3i)> =4+ 9 , on obtient par associativité 13°.

5.3¢)  On développe : (—4 +iV5)° = —4° +3-4°(iV5) — 3- 4" (iV5)® + (iV5)® = —64 + 48iV/5 + 60 — 5iV/5.

5.3d)  On développe : (=% +i%3)? = —— +3 i?3+3 %—z¥

5.4 a) De a° = 1, on déduit a’” = a? et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 — 1 = 3.
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1234 2341

104123 _ 4 4 10 512 . 1 .
5.4 b) On commence par a =(a") " xa" =a cara = (a’)° = 1. De méme a = a, etc. et on obtient
3 10

donc finalement a* x a' x a% x a® = a'® = 1.

1234
1234 x (1234 + 1
5.4 ¢) Ceci vaut a® ot § = Z k= % est un entier multiple de 5.
k=0
. . PO a®—1
5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut T
@ —
99 _ . 00 _, 1_g
5.4 e) Cette somme géométrique vaut Xa = = =-1
-1 a—1 a—1
5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

2—a")Y2-a")2-a>)2-d*) = (5-2(a+a")(5—-2(a®+a®)) =25 —-10(a+ a* + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + a?).

Ora+a’+d®+a"=—-1let (a+a")a®+a’)=d®+a®+a" +a" =a+a®+d®+a" = -1 aussi.

5.6 ¢) Le développement (z +y + 2)® = 2® +4° + 2° + 3[w2(y +2)+ 9y (z+ )+ 2@+ y)] + 6zyz conduit par
soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres Vexpression précédente.
5.6 d) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a —y) = a® — (x + y + 2)a* + (zy + yz + zz)a — zy=.

5.7 b) Premiére solution : on développe (z 4y + z)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.

Deugiéme solution : on remarque qu’il s’agit de calculer (z°)? + (y°)° + (22)% = (2° +y* + 2%)® — 2(a®y® + 2% + 2%2?),
donc qu'’il suffit de développer (a® — 2b)? — 2(b* — 2ac).
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5.7 d) On réduit au méme dénominateur (z — y)(y — 2)(z — x) puis on factorise le numérateur par (z — y) :

P—y)+yi@—2)+2 y—2) =2z —y)+ (1 — 22z —yz(y — 2)
=(z—y)[a® - (y+2)z +yz],

et on reconnait pour le dernier facteur : z° — (y + 2)z +yz = (z —y)z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

P-y+yi@ -2+ Y —2) =2z —y) + @’ -2 -y - 2°)

=(z—y[2* - (' +yz+ ) +yz(y + 2)]
[

=(z—y)[@® -y )z —yz(z —y) — 2*(z — p)]
=(z-y@-y|[@+yz—yz— 2]
=(z-y(@—y)|[@" -2+ (@@ -2y
=(z—y)(@—y)(z-2)(=+2)+yl
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[Fiche n° 6. Equations du second degré|

Réponses
6.1 8) .« 3,3
6.1D) oo
6.1 C) it 2,—6
6.1d) .o 2,3
6.1 €) .t
6L )
6.1 )
6.1h) o
8L 1)
6.1 1) | —1 donc —19/5]
6.2 8) ..
6.2 D)
6.2 C) i
6.2d) i
6.2 €) . a,b
6.20) o
6.3 8) . 2/3
B.3D) e
6.3 C) e
6.3d).. .. 2m/(m + 3)
6.4a).....oii ’1 donc (a—b)/(b—c)‘
6.4Db) ... ’ 1 donc ¢(a —b)/(a(b—¢)) ‘
Corrigés

6.4C) i [m done —(m +a+b)|
6.4d). ... | m done m(a—b)/(b— )|
6.4€) oo
6.4 ) [+ b puis 2ab/(a +b). |
6.5 8) i [o? =222+ 117 = 0
6.5 D) |? — 62 — 187 = 0
6.5C) o [ —dz+1=0]
6.5 A) e 2% — 2ma +3 = 0]
6.5¢)..... |22% — (4m + )z + (2m® +m — 15) = 0

6.5f).... ’m/2x2+(m—2m2)a:+(m2—m—2):0‘

6.6a)........oiiiii. ’m:—3/4 etm:3/4‘

6.6Db)... ’mz—letxz—Q,oumz?etm:2/3‘

6.6¢)...... m=letz=-loum=—letz=1]
6.7 ). oo
6.7 D) la=—2etb=1]
6.7C) e la=-3etb=5]
6.7 ) oo la=1/2etb=38]
6.7 €)oo la=1etb=3V7]
6.88) it ] — 00,1] U [V2, +0o0]
B8 D) i [-3,5]
B.8C) uninia []— 00, —1]U[2/3, o0
6.8d). . [ — 00, —1/2[U [4, +00]

6.1 c) Le nombre 2 est racine évidente, ’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12.
6.1¢) La racine 0 est la racine évidente par excellence ; la somme des racines valant ici 5 I'autre racine est 5.
6.1 g) La fonction @ — 222 + 3 est strictement postivie car elle est minorée par 3, donc elle ne s’annule pas.
32 Réponses et corrigés



6.2 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13 =6+ 7.

6.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre Péquation devient m(z* + ab) = x(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de I’équation on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

6.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de I’équation. En revanche a + b convient. L’équation se
réécrit (a+b)(z —a)(z —b) = ab(2z — (a+b)), d’ott une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut a + b
N . . . 2ab
et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxieéme solution de cette équation est P
a

6.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)> — 4m? = 3(4m — 3). Ainsi, I'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m” — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l’autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m +1)* — (m 4 3)?) = 32(m” — 1) donc I’équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas 'équation s’écrit z° + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1, auquel
cas ’équation s’écrit z? — 22+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a l'extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur | — oo, 1{U]v/2, +00[ et strictement
négatif sur |1, V2.

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement

positif sur ] — 3, 5].

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400 et strictement
négatif sur | — 1,2/3][.
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IFiche n° 7. Exponentielle et logarithme|

Réponses
0 ) R 7.5 b) T T8a) i
TAD) 2] as )
1
% N <) I —3In2 T5C) i — T8 C) i 1
. ) 1 rso
1) Ly T T
A A) —In
2 Th5d). g T.98) i
L)oo —
T5€) i —= TODb) .
7). 2In2+2In3 2 1+
T28) Smsoama] Lo B T Info 1]
7.2b). .. 2In3 —2In2 N 1
6a).....coiiiiiii -2 79d).... -
T2C) .. In3+ 111n2 ) 2] 1tz
1
72d). . 305+ 22|  T6D) | T
T.2e) ...l —2In5+4In2 TBC) v —17 7.108).......... > MT—H—)
T216) . 2In5—-2In2|  76d)....................... 1
70Db).. ... z €[0,1]
73 —2In2-2I5|  7.6e) ..o
2
2 T6 1) e 10¢). .. >
TAa) .. é’ In(vZ - 1) )) 7-10 c) T2
T7a) i -impaire
7.10d > L
74Db) . 17 +12V2 TAD) A0d) AT
TAC) o o] rre . TA0 €)oo
T4d) o o] 774 T
STd) o —13 — /273
) 700) ... SERIVCIE
(A1) PO 2
Corrigés
7.1 a) On a 16 = 4> = 2* donc In16 = 41n 2.
7.1 c) On a 0,125 = 1 donc In0,125 = —In8 = —31In 2.
71e) Ona72=8x9=2"x3"doncIn72—2In3=(3In2+2In3) —2In3=3In2.
7
7.2 c) On a 0,875 = 3 donc
In21+42In14 — 31n(0,875) = In3+1n7) +2(In2+In7) — 3(In7 — In 8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+11In2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
7.6b) Onae e (In2) s
7.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine*)) = % x (=2)=-1

7.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — 1 2021 + z
Vz € ] — 2021, 42021 ) =1 — 202tz
v €]—2021,42021[,  f(=2) =Ingem—— =1n 2071ta " 5021 — 2

7.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+ 22+ 1)
(—z+ Va2 + 1)(z + Va2 +1)

=In
T+ vVr2+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si  vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —134+/273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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