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CPGE ATS 

Programme de colles – Semaine 8 (18 au 23 novembre 2024) 

Chapitres étudiés et questions de cours : Oscillateurs harmoniques non amortis et 

amortis (mécaniques et électriques). 

Réponses attendues en bleu. 

1ère question de cours : questions 1 à 7. 

2ème question de cours : questions 8 à 13. 

1) Equation différentielle du deuxième ordre (oscillateur harmonique non amorti) : forme 

canonique + solution. 

Forme canonique :  
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒚 = 𝒄𝒕𝒆  avec 𝝎𝟎 pulsation propre 

Solution : 𝑦(𝑡) = 𝑆𝑃 + 𝑌𝑚cos (𝜔0𝑡 + 𝜑) 

 𝑌𝑚 et 𝜑 déterminés à partir de 2 conditions initiales, en général y(0) et 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
(0) 

ou 

Solution : 𝒚(𝒕) = 𝑺𝑷 + 𝑨𝐜𝐨𝐬(𝝎𝟎𝒕) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝝎𝟎𝒕) 

 A et B déterminés à partir de 2 conditions initiales, en général y(0) et 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
(0) 

2) Equation différentielle du deuxième ordre (oscillateur harmonique amorti) : forme 

canonique, équation caractéristique et discriminant associé. 

Formes canoniques :  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+

𝝎𝟎

𝑸

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒚 = 𝒄𝒕𝒆   avec Q facteur de qualité, ω0 pulsation propre 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2 + 2𝜉𝜔0
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑦 = 𝑐𝑡𝑒   avec 𝝃 =
𝟏

𝟐𝑸
  facteur d’amortissement 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2 + 2𝜆
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑦 = 𝑐𝑡𝑒   avec 𝝀 = 𝝃𝝎𝟎 =
𝝎𝟎

𝟐𝑸
 

Equation caractéristique : 

𝒓𝟐 +
𝝎𝟎

𝑸
𝒓 + 𝝎𝟎

𝟐 = 𝟎  Discriminant : ∆ =  𝝎𝟎
𝟐(

𝟏

𝑸𝟐 − 𝟒)  => 2 racines r1 et r2 
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3) La forme canonique de l’équation différentielle du deuxième ordre (oscillateur 

harmonique amorti) étant donnée ci-dessous, donner les conditions du régime 

apériodique, et la solution associée. 

Forme canonique :  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+

𝝎𝟎

𝑸

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒚 = 𝒄𝒕𝒆   avec Q facteur de qualité, ω0 pulsation propre 

 

Facteur 
de 

qualité 
Q 

Coefficient 
d’amortisse

ment  

Discrimi

nant  
Racines r1 et r2 Régime Solution 

 
Q < ½ 

 

 > 1 

 

 > 0 

2 racines réelles négatives 

𝑟1,2 = −
𝜔0

2𝑄
+/−

𝜔0

2
√

1

𝑄2
− 4 

 
Apériodique 

 
𝒚(𝒕) = 𝑺𝑷 + 𝑨𝒆𝒓𝟏𝒕 + 𝑩𝒆𝒓𝟐𝒕 

 A et B déterminés à partir de 2 conditions initiales, en général y(0) et 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
(𝟎). 

4) La forme canonique de l’équation différentielle du deuxième ordre (oscillateur 

harmonique amorti) étant donnée ci-dessous, donner les conditions du régime pseudo-

périodique, et la solution associée. 

Forme canonique :  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+

𝝎𝟎

𝑸

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒚 = 𝒄𝒕𝒆   avec Q facteur de qualité, ω0 pulsation propre 

 

Facteur 
de 

qualité 
Q 

Coefficient 
d’amortisse

ment  

Discrimi

nant  
Racines r1 et r2 Régime Solution 

 
 

Q > ½ 

 
 

 < 1 

 
 

 < 0 

2 racines complexes 
conjuguées 

𝑟1,2 = −
𝜔0

2𝑄
+/− 𝑗𝜔0√1 −

1

4𝑄2
 

Ou 𝑟1,2 = −𝜆+/− 𝑗𝜔 

 

𝝎 = 𝜔0√1 −
1

4𝑄2
= √𝝎𝟎

𝟐 − 𝝀𝟐 

𝜆 =
𝜔0

2𝑄
 

 
 

Pseudo-
périodique 

 
 

𝒚(𝒕) = 𝑺𝑷 + 𝒆−𝝀𝒕[𝑨𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕)
+ 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒕)] 

 

 A et B déterminés à partir de 2 conditions initiales, en général y(0) et 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
(𝟎). 

5) La forme canonique de l’équation différentielle du deuxième ordre (oscillateur 

harmonique amorti) étant donnée ci-dessous, donner les conditions du régime critique, 

et la solution associée. 

Forme canonique :  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
+

𝝎𝟎

𝑸

𝒅𝒚

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐𝒚 = 𝒄𝒕𝒆   avec Q facteur de qualité, ω0 pulsation propre 
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Facteur 
de 

qualité 
Q 

Coefficient 
d’amortisse

ment  

Discrimi

nant  
Racines r1 et r2 Régime Solution 

 
Q = ½ 

 

 

 = 1 

 

 = 0 

 
1 racine double r = -ω0 

 
Critique 

 
𝒚(𝒕) = 𝑺𝑷 + (𝑨𝒕 + 𝑩)𝒆−𝝎𝟎𝒕 

 A et B déterminés à partir de 2 conditions initiales, en général y(0) et 
𝒅𝒚

𝒅𝒕
(𝟎). 

 

6) Donner la définition du décrément logarithmique. 

Dans le cas du régime pseudo-périodique : 

Décrément logarithmique : 𝜹 = ln [
𝑦(𝑡)−𝑦(∞)

𝑦(𝑡+𝑇)−𝑦(∞)
] = 𝑙𝑛 ⌈

1

𝑒−𝜆𝑇⌉ = 𝝀𝑻 =
𝜔0

2𝑄
𝑇 

 avec y(t) et y(t+T) valeurs de 2 « maxima » successifs 

7) Donner les analogies mécanique – électricité. 

Mécanique Electricité 

 
Position x (m) 

 
Charge q (C) 

 

 
Vitesse v (m.s-1) 

 
Intensité i (A) 

 

 
Masse m (kg) 

 
Inductance L (H) 

 

 
Raideur k (N.m-1) 

 
1

𝐶
 avec Capacité C (F) 

 

 
Frottement h (N.m-1.s) 

 

Résistance R () 
 

 
Force F (N) 

 
Tension u (V)  

 

Démos de cours : 

 

8) Système masse-ressort vertical : A partir du PFS, 

établir l’expression de la longueur à l’équilibre. 

Référentiel : Terrestre supposé galiléen 

Système : Masse m supposée ponctuelle 

BAME : 
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Poids : 𝑃⃗ = 𝑚𝑔 = +𝑚𝑔𝑢⃗ 𝑧 (Axe z orienté vers le bas) 

Force de rappel : 𝐹 = −𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢⃗ 𝑠 = −𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢⃗ 𝑧 

 

Principe fondamental de la dynamique : 

∑𝐹 = 𝑚𝑎  c’est-à-dire 𝑚𝑔𝑢⃗ 𝑧 − 𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢⃗ 𝑧 = 𝑚𝑧̈𝑢⃗ 𝑧 

Détermination de la longueur du ressort à l’équilibre 𝒍𝒆𝒒 : 

En projetant sur l’axe z : 

𝑚𝑔 − 𝑘(𝑙 − 𝑙0) = 𝑚𝑧̈ = 0  

On obtient : 𝒍𝒆𝒒 = 𝒍𝟎 +
𝒎𝒈

𝒌
 

9) Système masse-ressort vertical : A partir du PFD, 

établir l’expression de l’équation différentielle du 

mouvement. 

Référentiel : Terrestre supposé galiléen 

Système : Masse m supposée ponctuelle 

BAME : 

Poids : 𝑃⃗ = 𝑚𝑔 = +𝑚𝑔𝑢⃗ 𝑧 (Axe z orienté vers le bas) 

Force de rappel : 𝐹 = −𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢⃗ 𝑠 = −𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢⃗ 𝑧 

Principe fondamental de la dynamique : 

∑𝐹 = 𝑚𝑎  c’est-à-dire 𝑚𝑔𝑢⃗ 𝑧 − 𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢⃗ 𝑧 = 𝑚𝑧̈𝑢⃗ 𝑧 

En projetant sur l’axe z : 

𝑚𝑔 − 𝑘(𝑙 − 𝑙0) = 𝑚𝑧̈  

Equation différentielle vérifiée par la position 𝒛 = 𝒍 − 𝒍𝒆𝒒 : 

𝑚𝑔 − 𝑘(𝑙 − 𝑙𝑒𝑞+𝑙𝑒𝑞 − 𝑙0) = 𝑚𝑧̈  

Avec : 𝑚𝑔 − 𝑘(𝑙𝑒𝑞 − 𝑙0) = 0 (Equilibre) 

On obtient : −𝑘(𝑙 − 𝑙𝑒𝑞) = −𝑘𝑧 = 𝑚𝑧̈ = 𝑚
𝑑2𝑧

𝑑𝑡2 

D’où : 
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
+

𝒌

𝒎
𝒛 = 𝟎  Equation différentielle linéaire d’ordre à coefficients constants 

 
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
+ 𝝎𝟎

𝟐 𝒛 = 𝟎  Forme canonique 
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10) Résoudre l’équation différentielle homogène (SEH) de la fonction 𝑧(𝑡) suivante : 

𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒕𝟐
(𝒕) + 𝝎𝟎

𝟐𝒛(𝒕) = 𝟎 

On donne les 2 conditions initiales : 

𝒛(𝟎) = 𝒛(𝒕 = 𝟎) = 𝒁𝟎 (Elongation initiale non nulle) 

𝒛̇(𝟎) = 𝒛̇(𝒕 = 𝟎) = 𝟎 (Vitesse initiale nulle) 

a) Solution de l’équation homogène (SEH) : 𝑧𝐻(𝑡) = 𝑍𝑚co s(𝜔0𝑡 + 𝜑)  𝑜𝑢   𝐴 cos(𝜔0𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜔0𝑡) 

b) Solution particulière (SP) : Ici : 𝑧𝑃(𝑡) = 0 

c) Solution générale (SG) : 𝑧(𝑡) = 𝑧𝐻(𝑡) + 𝑧𝑃(𝑡) = 𝑍𝑚co s(𝜔0𝑡 + 𝜑)   𝑜𝑢   𝐴 cos(𝜔0𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜔0𝑡) 

d) Conditions initiales (CI) : 2 conditions initiales sont nécessaires 

 𝒛(𝟎) = 𝒛(𝒕 = 𝟎) = 𝒁𝟎 (Elongation initiale non nulle) 

 𝒛̇(𝟎) = 𝒛̇(𝒕 = 𝟎) = 𝟎 (Vitesse initiale nulle) 

e) Détermination des constantes d’intégration : 

𝑧(𝑡) = 𝑍𝑚co s(𝜔0𝑡 + 𝜑) 𝑜𝑢  𝐴 cos(𝜔0𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜔0𝑡)  

𝑧̇(𝑡) = −𝜔0𝑍𝑚𝑠𝑖𝑛(𝜔0𝑡 + 𝜑) 𝑜𝑢 −𝜔0𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝜔0𝑡) + 𝜔0𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡)  

𝑧(0) = 𝑍𝑚co s(𝜑) 𝑜𝑢 𝐴   𝑚𝑎𝑡ℎé𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑒𝑡  𝑧(0) = 𝑍0   𝑝ℎ𝑦𝑠𝑖𝑞𝑢𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

𝑧̇(0) = −𝜔0𝑍𝑚𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑜𝑢 𝜔0𝐵   𝑚𝑎𝑡ℎé𝑚𝑎𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑒𝑡 𝑧̇(0) = 0   𝑝ℎ𝑦𝑠𝑖𝑞𝑢𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

On en déduit : En prenant 𝜑 = 0, on obtient 𝑍𝑚 = 𝑍0 

 Ou :  𝐴 = 𝑍0, 𝐵 = 0 

11) Pour le circuit ci-contre (interrupteur fermé à t = 0) : Etablir 

l’équation différentielle vérifiée par la tension uC aux 

bornes du condensateur. La mettre sous forme canonique, 

identifier la constante introduite. 

 

Appliquer la loi des mailles : 𝐸 − 𝑢𝐿 − 𝑢𝐶 = 0 

Appliquer la loi entre u et i pour chaque récepteur. 𝑢𝐿 = 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 ; 𝑖 = 𝐶

𝑑𝑢𝐶

𝑑𝑡
  

On obtient : 
𝑑2𝑢𝐶

𝑑𝑡2 +
1

𝐿𝐶
𝑢𝐶 =

1

𝐿𝐶
𝐸  

Sous forme canonique : 
𝑑2𝑢𝐶

𝑑𝑡2 + 𝜔0
2𝑢𝐶 = 𝜔0

2𝐸 , avec , en identifiant : 𝜔0 =
1

√𝐿𝐶
 pulsation propre (rad.s-1) 
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12) Pour le circuit ci-contre (interrupteur fermé à t = 0) : Etablir 

l’équation différentielle vérifiée par la tension u aux bornes 

du condensateur. La mettre sous forme canonique, identifier 

les constantes introduites. 

 

Appliquer la loi des mailles : 𝐸 − 𝑢𝐿 − 𝑢𝑅 − 𝑢 = 0 

Appliquer la loi entre u et i pour chaque récepteur. 𝑢𝐿 = 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 ; 𝑖 = 𝐶

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 ; 𝑢𝑅 = 𝑅. 𝑖 

On obtient sous forme canonique : 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
+

𝑅

𝐿

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑢 =

1

𝐿𝐶
𝐸  

On identifie à la forme canonique suivante : 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
+

𝜔0

𝑄

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑢 = 𝜔0
2𝐸  

On détermine par identification : 

𝜔0 =
1

√𝐿𝐶
 pulsation propre (rad.s-1) 

𝑄 =
1

𝑅
√

𝐿

𝐶
 facteur de qualité (sans dimension) 

 

 

13) Pour le système masse-ressort amorti ci-contre, on écarte la masse 

de sa position d’équilibre ; déterminer l’équation du mouvement. La 

mettre sous forme canonique ; identifier les constantes introduites. 

 

 

Graduer axe 𝑧 vers le bas. 

Prendre l’origine de l’axe au point de fixation du ressort. 

Référentiel : Terrestre, supposé galiléen 

Système : Masse m. 

Bilan des forces extérieures appliquées : 

Poids : 𝑃⃗ = 𝑚𝑔 = 𝑚𝑔𝑢⃗ 𝑍  

Force de rappel élastique : 𝐹 = −𝑘(𝑙 − 𝑙0)𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  avec 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  vecteur sortant du ressort. 

𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ = 𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗  et 𝑙 = 𝑧 

On obtient : 𝐹 = −𝑘(𝑧 − 𝑙0)𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗  

Force de frottement fluide : 𝑓 = −ℎ𝑣 = −ℎ𝑧̇𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗   

PFD : ∑𝐹 = 𝑚𝑎 = 𝑚𝑧̈𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗  

En projetant sur 𝑧 on obtient : 



CPGE ATS  Page 7 

𝑚𝑔 − 𝑘(𝑧 − 𝑙0) − ℎ𝑧̇ = 𝑚𝑧̈  

Sous forme canonique : 

𝑧̈ +
ℎ

𝑚
𝑧̇ +

𝑘

𝑚
𝑧 = 𝑔 +

𝑘

𝑚
𝑙0  

On identifie à la forme canonique suivante : 

𝑧̈ +
𝜔0

𝑄
𝑧̇ + 𝜔0

2𝑧 = 𝑔 +
𝑘

𝑚
𝑙0  

On détermine par identification : 

𝜔0 = √
𝑘

𝑚
 pulsation propre (rad.s-1) 

𝑄 =
1

ℎ
√𝑚𝑘 facteur de qualité (sans dimension) 

 

 

 

Puis : de 1 à 2 exercices proposés par le colleur. 

 

Programme ATS  

 

 


